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Blatt 3

Aufgabe 3.1 a) (Zur Schwierigkeit eines ,naiven“ stochastischen Integrals, etwa beziiglich
der Brownschen Bewegung). Sei g € C([0,1]), fiir f:[0,1] — R sei
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SalF)i= 2, S50 (9(57) = a(%))- (1)
k=0
Zeigen Sie:
2n—1
lingo Sn(f) € R existiert fiir jedes f € C([0,1]) = sup Z ’g 2ﬁ)‘ < 0.
n— neN ;7.

[Hinweis. Fassen Sie die Frage funktionalanalytisch auf: X := C([0, 1]), ausgestattet mit der
Supremumsnorm || - |4, ist ein Banachraum, ebenso Y := R, ausgestattet mit dem Betrag,
Sp : X — Y ist ein stetiger linearer Operator.

Der Satz von Banach-Steinhaus (siehe z.B. E. Hewitt, K. Stromberg, Real and abstract
analysis, Springer, 1965, Cor. (14.24)) besagt: Wenn fiir jedes f € X gilt sup,, |S,(f)| < o0, so
gilt auch sup,, [|Sy|| < o0, wobei [[Sy|| := supsex, r0 [Sn(f)I/[|f]le die Abbildungsnorm von
S,, bezeichnet.

Konstruieren Sie fiir jedes n ein f, € C([0,1]) mit f,(k/2") = sgn(g(%) - g(zﬁn)) und
| fnlloo < 1, was ist dann Sy, (fp)7]

b) (Eine ,Baby-Version“ des Young-Integrals) Fiir o € (0,1] und f : [0,1] — R sei || f]|ca :=
supo<s<t<t |f(t) = f(s)|/(t — 5)* die a-Holder-Norm und C* := {f : [0,1] = R|[[[f[|g= < o0}
der Raum der a-Holder-stetigen Funktionen (auf [0, 1]).

Seien v, S € (0,1] mit v+ B> 1, f € C*, g€ CP. Zeigen Sie: Fiir S,(f) aus (1) gilt
[Sn1(f) = Su(H)] < 27 77]| fllcellgllen 27 (70" 2)

und folgern Sie, dass

S(f) = lim Sn(f)

n—0o0

existiert und

sup{ IS(F)l (0 < ||fllee < oo} < o0

erfiillt.

[Hinweis. Fiir (2) beachten Sie, dass
>(< > 9(52)) + 3’213 ( (222) - g(2) b - r(8) (9(52) - 9(£))
=(f( = b)) (9(52) —9(24))




Aufgabe 3.2 (Eine allgemeine Konstruktion interagierender Teilchensysteme mit
endlich vielen Teilchen) a) Seien Aj,Ag,... € (0,00) mit Y, 1/\, = o0, Wy, Wa,...
unabhéingig mit W, ~ Exp()\,) und T, :== Wi + - -+ + W,,. Berechnen Sie E[ exp(—T)] und
zeigen Sie, dass

T, —> oo fast sicher

n—00

b) Sei S endlich oder abzéhlbar unendlich,

E = f{o = (o(x))aes € NG ¢ ||o]| := ) a(z) < o0}

€S

FE ist abzdhlbar; wir fassen S als eine Menge von ,Orten“ und o« € FE als eine ,Teilchen-
konfiguration“ auf S auf: a(x) gibt an, wieviele Teilchen sich am Ort x befinden. Sei weiter
Q = (ga,8)a,p € E eine Sprungratenmatrix auf £, die folgenden zusétzlichen Bedingungen
geniigt:

1. Fiir jedes ne Nist R, := sup (— qa,a) < 0.
aeE, ||al|<n

2. gap =0, falls [|B]| > ||a|| + 1.

3. Es gibt ein K < oo mit > s < Kllo]l.
BeE, ||l=lal|l+1

Wir schreiben

Papi=—"—, a#B€FE und Pas:=0, falls —gaa >0

Yoo

(und papg = 0q3, falls go,o = 0) fiir stochastische Matrix auf F, die zur (zeitdiskreten)
Skelettkette gehort.

Sei nun ag € E ein Startzustand und (A\n)neNo eine (zeitdiskrete) Markovkette mit Uber-
gangsmatrix (Da.g)a,s startend in Ay = ag, Vo, Vi, ... davon unabhingige w.iv. ~ Exp(1)-
verteilte Zufallsvariablen. Wir setzen 79 := 0 und

B {Tn +Va/(=az, 4,), falls —qz 3 >0und 7 <0
Tn+1 =

o0, sonst

fiir n € Ng.
Argumentieren Sie: 7, — o0 fast sicher fiir n — 00 und

A= A, fiir 7 <t < Tpp1, t=0

definiert eine zeitkontinuierliche Markovkette mit Sprungratenmatrix Q.

[Hinweis. Betrachten Sie z.B. M, = maxo<kg<n HﬁkH und
M, = M, fiir 7, <t <Tps1, t=0

(und implizit M; = oo, falls ¢t > sup,, 7,). Uberzeugen Sie sich, dass es eine Kopplung von
(M})i=0 und einer zeitkontinuierlichen Markovkette M = (Mt)t>0 auf N mit Sprungratenma-
trix
Km, n=m-++1
am,n = —Km, n=m

0, sonst

gibt und verwende Sie Teil a) um einzusehen, dass sich die Sprungzeiten von M nicht im
Endlichen héufen kénnen.|



