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Blatt 4

Aufgabe 4.1 Sei f: Ry — R messbar und lokal beschrénkt, (B;) Standard-Brownbewegung
(somit ist der — deterministische — Prozess (f(t))¢=0 in £(B)) und

t
7 :=Jf(s)dBS, £>0.
0

Zeigen Sie: (Z;) ist ein zentrierter Gauk’scher Prozess mit Kovarianzfunktion
SAt
c(s,t) := Cov(Zs, Zy) = f fA(u)du, s,t=0
0

und M; := exp (Z; — %c(t,t)), t >0, ist ein Martingal.

[ Hinweis. Betrachten Sie zundchst den Fall, dass f eine stiickweise konstante Funktion mit
endlich vielen Sprungstellen ist.|

Aufgabe 4.2 Sei N = (N¢)i>0 ein Poissonprozess auf R, mit Rate A > 0, d.h. Ny = 0,
N hat unabhéngige Inkremente (Nyyp — Ny ist w.a. von F; := o(Ns @ s < t) fir t,h > 0),
Niip — Ny ~ Pois(Ah) fiir t = 0,h > 0.

Dann ist My := Ny — At ein Martingal, und ebenso J\Z = Mf —At, t = 0.
Aufgabe 4.3 (Zur fraktionalen Brownschen Bewegung) Sei 0 < H < 1 und

CH(Sat) = (‘t‘ZH—’_ |S|2H_ |t_s|2H)7 SateR

N =

a) Zeigen Sie, dass Cy (-, -) positiv semidefinit ist, d.h. fiir m € N, und beliebige s1, ..., $m € R,

Uy, ..., Uy € R gilt
m

Z CH(SJ', sk)ujuk =0
j7k=1
b) Zeigen Sie mit Hilfe des Erweiterungssatzes von Kolmogorov und des Satzes von Kolmogorov-

Chentsov: Es gibt einen zentrierten Gauft’schen Prozess (Xt(H) )—oo<t<oo mit Kovarianzfunktion
Cov[Xs, X¢] = Cp(s,t) fiir s < t € R, dessen Pfade fast sicher Holder-stetig der Ordnung ~y
sind fiir 0 <~ < H.

[Hinweis. Fiir a) diirfen Sie die (in Stochastik II berichtete) Tatsache verwenden, dass fiir
0 < a < 2und ¢ > 0 die Funktion R 3  — ¢(f) = " = E[¢S] die charakteristische
Funktion einer reellwertigen Zufallsvariable S ist (S ist symmetrisch stabil verteilt mit Index
«, siehe Beispiel 5.12 der Vorlesungsnotizen zur Stochastik II im WS 21/22).

Folgern Sie, dass ¢(+) positiv semidefinit ist, d.h. es gilt

m
Z ujukgo(ej—ﬁk))(] flir wi,...,uUm, 01,...,0, €R
J.k=1

(betrachten Sie dazu die komplexwertige Zufallsvariable Y = Z;’Ll uje®iS. Was ist YY'?7)

1



Betrachten Sie nun s1,...,8, € R, u1,...,uyn € R, mit Setzung ug := —ZTZl uj und
50 := 0, so ist

m m m m
D0 (sl + Iswl™ = Isy — sul*ugur = = D7 > [s5 — sl “ugup
J=Lk=1 i=0k=0

(beachte 377" ju; = 0 nach Definition).
Fiir (sehr kleines) ¢ > 0 ist dann

7=0k=0 7=0k=0
m m
= —02 Z |sj — sk|“ujur +o(c) ¢lO
j=0k=0

Fiir b) beachten Sie, dass Xt(H) — X;SH) zentriert normalverteilt ist mit Var[Xt(H) — XS(H)] =
CH(tv t) + CH(S7 S) - QCH(Su t)]



