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Aufgabe 4.1 Sei f : R` Ñ R messbar und lokal beschränkt, pBtq Standard-Brownbewegung
(somit ist der � deterministische � Prozess pfptqqtě0 in LpBq) und

Zt :“

ż t

0
fpsq dBs, t ě 0.

Zeigen Sie: pZtq ist ein zentrierter Gauÿ'scher Prozess mit Kovarianzfunktion

cps, tq :“ CovpZs, Ztq “

ż s^t

0
f2puq du, s, t ě 0

und Mt :“ exp
`

Zt ´
1
2cpt, tq

˘

, t ě 0, ist ein Martingal.

[Hinweis. Betrachten Sie zunächst den Fall, dass f eine stückweise konstante Funktion mit
endlich vielen Sprungstellen ist.]

Aufgabe 4.2 Sei N “ pNtqtě0 ein Poissonprozess auf R` mit Rate λ ą 0, d.h. N0 “ 0,
N hat unabhängige Inkremente (Nt`h ´ Nt ist u.a. von Ft :“ σpNs : s ď tq für t, h ě 0),
Nt`h ´Nt „ Poispλhq für t ě 0, h ą 0.

Dann ist Mt :“ Nt ´ λt ein Martingal, und ebenso ĂMt :“M2
t ´ λt, t ě 0.

Aufgabe 4.3 (Zur fraktionalen Brownschen Bewegung) Sei 0 ă H ă 1 und

CHps, tq “
1

2

`

|t|2H ` |s|2H ´ |t´ s|2H
˘

, s, t P R

a) Zeigen Sie, dass CHp¨, ¨q positiv semide�nit ist, d.h. für m P N, und beliebige s1, . . . , sm P R,
u1, . . . , um P R gilt

m
ÿ

j,k“1

CHpsj , skqujuk ě 0

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Erweiterungssatzes von Kolmogorov und des Satzes von Kolmogorov-

Chentsov: Es gibt einen zentrierten Gauÿ'schen Prozess pX
pHq
t q´8ătă8 mit Kovarianzfunktion

CovrXs, Xts “ CHps, tq für s ă t P R, dessen Pfade fast sicher Hölder-stetig der Ordnung γ
sind für 0 ă γ ă H.

[Hinweis. Für a) dürfen Sie die (in Stochastik II berichtete) Tatsache verwenden, dass für
0 ă α ď 2 und c ą 0 die Funktion R Q θ ÞÑ ϕpθq “ ec|θ|

α
“ EreiθSs die charakteristische

Funktion einer reellwertigen Zufallsvariable S ist (S ist symmetrisch stabil verteilt mit Index
α, siehe Beispiel 5.12 der Vorlesungsnotizen zur Stochastik II im WS 21/22).

Folgern Sie, dass ϕp¨q positiv semide�nit ist, d.h. es gilt

m
ÿ

j,k“1

ujukϕpθj ´ θkq ě 0 für u1, . . . , um, θ1, . . . , θm P R

(betrachten Sie dazu die komplexwertige Zufallsvariable Y “
řm
j“1 uje

iθjS . Was ist Y Y ?)
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Betrachten Sie nun s1, . . . , sm P R, u1, . . . , um P R, mit Setzung u0 :“ ´
řm
j“1 uj und

s0 :“ 0, so ist

m
ÿ

j“1

m
ÿ

k“1

`

|sj |
α ` |sk|

α ´ |sj ´ sk|
α
˘

ujuk “ ´
m
ÿ

j“0

m
ÿ

k“0

|sj ´ sk|
αujuk

(beachte
řm
j“0 uj “ 0 nach De�nition).

Für (sehr kleines) c ą 0 ist dann

0 ď
m
ÿ

j“0

m
ÿ

k“0

e´c|sj´sk|
α
ujuk “

m
ÿ

j“0

m
ÿ

k“0

`

e´c|sj´sk|
α
´ 1

˘

ujuk

“ ´c
m
ÿ

j“0

m
ÿ

k“0

|sj ´ sk|
αujuk ` opcq c Ó 0

Für b) beachten Sie, dass X
pHq
t ´X

pHq
s zentriert normalverteilt ist mit VarrX

pHq
t ´X

pHq
s s “

CHpt, tq ` CHps, sq ´ 2CHps, tq.]
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