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Aufgabe 5.1 (Beweise aus der Vorlesung nachtragen) Beweisen Sie eine von Ihnen
gewählte Teilmenge der Aussagen von Proposition 2.38 und Proposition 2.39.

Aufgabe 5.2 (sozusagen eine Umkehrung von Aufgabe 4.1) Sei pMtqtě0 ein stetiges
Martingal mit M0 “ 0, das zugleich ein Gauÿ'scher Prozess ist, d.h. pMt1 ,Mt2 , . . . ,Mtnq ist
multivariat normalverteilt für beliebige n P N und t1 ă t2 ă ¨ ¨ ¨ ă tn.

a) Zeigen Sie: Für s ă t ist Mt ´Ms unabhängig von σpMr, r ď sq.

b) Zeigen Sie: Die quadratische Variation von M ist (f.s.) deterministisch, d.h. es gibt eine
stetige, nicht-fallende Funktion f : r0,8q Ñ r0,8q mit xMyt “ fptq für t ě 0 f.s.

[Hinweis. Was ist die Kovarianz von Mt ´Ms und Mr für r ď s ă t?]

Aufgabe 5.3 (ein Martingal, das nicht lokal L2 ist) Wir betrachten den �ltrierten
Wahrscheinlichkeitsraum pΩ,A , pFtqtě0,Pq mit Ω “ p0, 1s, A “ Bpp0, 1sq, P das Lebesgue-
Maÿ auf p0, 1s, F0 “ tH,Ωu,

Ft :“
 

A P A : A Ă p0, ts oder pt, 1s Ă A
(

, 0 ă t ă 1

und Ft “ A für t ě 1 (überzeugen Sie sich, dass pFtqtě0 tatsächlich eine Filtration bildet).

a) Für Y P L1pPq und t ě 0 gilt f.s.

ErY | Fts “ At :“

#

Y pωq, 0 ă ω ď t,
1

1´t

ş

pt,1q Y puq du, t ă ω ă 1.

[Hinweis. Betrachten Sie Ereignisse der Form tAt ą au um zu sehen, dass At Ft-messbar ist.]

b) Sei die ZV Y : Ω Ñ R de�niert durch Y pωq “ 1{
?
ω und sei Mt :“ ErY | Fts, t ě 0.

pMtqtě0 ist ein Martingal und es gilt

Mt “
1
?
ω

1p0,tspωq `
2

1`
?
t
1pt,1spωq P-f.s.

c) Sei T (“ T pωq) eine Stoppzeit mit PpT ą 0q ą 0. Dann

gibt es ein ε P p0, 1q mit T pωq ě ω1p0,εqpωq.

[Hinweis. Zeigen Sie zunächst, dass für ω0 P p0, 1q gilt
Ť8

n“1tT ď ω0 ´ 1{nu Ą pω0, 1s, falls
T pω0q ă ω0. Führen Sie dann die Annahme, dass T pωkq ă ωk für eine Folge ωk Ó 0 gilt, zum
Widerspruch.]

d) Sei T eine Stoppzeit mit PpT ą 0q ą 0. Dann gilt ErM2
T s “ 8 (d.h. M ist kein lokales

L2-Martingal).
[Hinweis. Verwenden Sie Teile a) und b) um zu zeigen, dass ErM2

T s ě
şε
0
dω
ω für ein ε ą 0 gilt.]
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