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Kapitel 1

Brownsche Bewegung

1.1 Grundlegendes

Definition r.1. Ein stochastischer Prozess ( By )»o mit Werten in R? heif3t (d-dimensionale) Brown-
sche Bewegung, falls gilt

firneN, 0=1ty<t; <--<t,sind By, — By, By, — By, ..., By, — By, , unabhingig
mit Bti - Bti—l ~ N(O, (tz - ti—l)]d) (I.I)

und ¢t ~ B, ist stetig.

Erinnerung r.2. [KI, Bsp. 14.48] (und analog [St2, Bsp. 6.18] und [St2, Ber. 6.19]) konstruiert auf
Q =RO=) = {w:w:[0,00) > R}, ausgestattet mit der Produkt-c-Algebra B3[%:>) ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf, so dass der durch die kanonischen Projektionen X; : Q - R, X;(w) = w(t)
definierte stochastische Prozess X = (X¢)ie[0,00) die Bedingung (r.1) erfiille. (Es wurde dazu gepriift,
dass die Brownsche Halbgruppe von Ubergangskernen x;(x,dy) = N (z,t)(dy) eine konsistente
Familie von endlich-dimensionalen Verteilungen erzeugt und dann Kolmogorovs Erweiterungssatz,
[K1, Satz 14.39] verwendet.) Die Frage, ob ein solcher Prozess stetige Pfade hat bzw. haben kann, blieb
dort (zunichst) offen.

In [St2, Kap. 7] hatten wir die Existenz stetiger Pfade via Lévy-Konstruktion bewiesen (vgl. [St2,
Satz 7.2]); wir betrachten hier nun einen etwas allgemeineren Ansatz.

Definition r.3. Seien X = (X )50, Y = (Y);50 stochastische Prozesse mit demselbem Wertebereich,
die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, P) definiert sind.

1. Y heiflt Modifikation oder Version von X (und umgekehrt), falls

P(X;=Y;)=1 firalet>0 gil

2. X und Y heiflen ununterscheidbar, falls es ein N € o7 mit P(N') = 0 gib, so dass fiir jedes
t>0gile {X; #Y;} c N.



Bemerkung 1.4. Offenbar gilt
X und Y ununterscheidbar = X und Y sind einander Modifikationen,

die Umkehrung gilt i.A. nicht (indere z.B. einen stetigen Pfad zu einer unif{[0, 1])-verteilten Zeit
willkdrlich ab).

Die Umkehrung gilt, wenn wir (z.B.) a priori wissen, dass X und Y (f.s.) rechtsstetige Pfade be-
sitzen, denn dann gilt

X,= lim X,= lim Y,=Y, aof [(){X,=Y.}.

s\it,seQ s\it, 5€Q s5€Q4
und P(Nyeq, {Xs = Ys}) = 1.

Erinnerung. f : [0, 00) — R? heiflt Holder-stetig von der Ordnung «y (> 0), falls es ein C' < oo gibt
mit

Vst |If(s) = f(OII<Cls =1,
[ heif3t lokal Holder-stetig, falls fiir jedes 7" > 0 die Funktion f(- A T") Holder-stetig ist.

Satz 1.5 (Kolmogorov-Chentsov'). X = (X})»0 Ré-wertiger Prozess, es gebe o, 3 > 0 und fiir jedes
T > 0ein Cp < oo mit

E[||X: - Xi||*] < Crlt - s|"*?  fiirs,t [0, T].

1. Dann gibt es eine Modifikation Xovon X , die lokal Holder-stetige Pfade besitzt von jeder Ord-
nung vy € (0, B/a)

2. Firv e (0,B8/a), T >0,e>0gibtesein K = K(e,T, v, 3,7, Cr) < o0 mit
P(||X; - X,|| < K|t - s|" fiiralle s,t € [0,T]) > 1 - ¢.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass X fiir jedes T > 0 eine auf [0, T'] (Holder-)stetige Modifikation
X (T) besitzt, denn dann sind X (M) und X () fiir T’ > T" ununterscheidbar (vgl. Bem 1.4),

Ne= |J {3t<T:x+x)

T,T'eN, T<T"

ist Nullmenge und X, = Xt(T) fiir T € N mit T > t ist auf N¢ wohldefiniert (setze z.B. X; = 0 auf
N).

Sei im Folgenden d = 1 und 1" = 1 (zur Vereinfachung der Notation).
Mit Markov-Ungleichung gilt

P(1X; - Xs| > ¢) <eCyt - "7, (r2)

'Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987; Nikolai Nikolaevich Chentsov, 1930-1993



insbes. X; - X fiirt — s stochastisch (fiir jedes s € [0, 00)).

Die zentrale Idee ist, X; zunichst auf dyadisch rationalen Zahlen ¢ zu konstruieren und dann
stetig fortzusetzen. Sei dazu

Dn;:{k/Q”;]{;:O’L“_’2”}’ D::UD”’ ’yE(O,ﬂ/O&),

neN
zeige
X, - X
C:= sup M <oo fus. (1.3)
0<s<t<1 |t - S|7
s,teD
Sei

§n = pmax | Xejon = Xo1y2n)

2 (12)
P(&>27) <) ]P’(|Xk/2n = X(-1)jon| 2 TW) < 2m(27m) Oy (27 = o2l A,
i1

also
Zp(fn >277") < oo
(denn ay = 5 < 0) und

&n
Cp:i=sup — < f.s.
0 neNp 2-m * ’

(mit Borel-Cantelliist &, < 277" fiirn > Ny = Np(w)).

Seien s,t € D, s <t mit 27! < |t — 5| < 27 (fiir ein geeign. m):

d0eN, tq,...,t;1 € D mit
S=1tg <ty <<ty <typ:=1, ti—ti_1:2_ni mit n; > m
undVn>m : #{1<i<l:n;=n}<2

(beispielsweise via dydische Entwicklung von s, ¢ zu beweisen*) d.h.

l
|Xt _XS| < Z |th _Xti—1| <2 Z gn
=1

n>m
2C) 2C
-yn _ _ 20 9—y(m+l) o _ 220 1y
§2C’0n>§m2 1_2_72 < 1_2_7|t s

*Sei 0.E. s < t. Wir kénnen s = Zle a; 270t = Zle b27¢ firein k € N, a;,b; € {0,1} schreiben, wobei

(b1,ba, ..., by) lexikographisch grofer ist als (a1, az, ..., ax), d.h.esgibtein &' < kmitay = b1,...,ap-1 = byr_1,
’ .
ap = 0 < by = 1.Seit’ := Zéle b;27" (somit s < t' < t). Wegen 0 < t' — s < 27 kénnen wir schreiben
I’ 7 r
t' = s+27" 427 4+ .. + 27" fiir gewisse nj > my > -+ > nj, > m (wir eliminieren, von der am weitesten

rechts stehenden 1 beginnend, die ler rechts der k'-ten Stelle in der Bindrentwicklung von s); weiterhin kdnnen wir
b=t + 27 £ 27 e 4 27 schreiben fiir gewisse m < n, < --- < 0!/ (wir fiigen zur Binirdarstellung von #'
nacheinander diejenigen ler hinzu, die daraus die Bindrdarstellung von ¢ machen). Die sich daraus ergebende Darstellung
vont—s=(t' —s)+ (t —t') leistet das Gewiinschte.



und (1.3) gilt und insbesondere ist

Det— X, (fs.)gleichmifig stetig.

Setze
X,= lim X,, te[0,1]

u—t,ueD
(der Grenzwert existiert, denn sei (u,,) ¢ D mitu,, — t, so ist (X, ) Cauchy-Folge), es gilt

|Xt _X8|
sup ——

Oo<s<t<1 |t — 8|7

(verwende (1.3) und die Approximationsdef.), fiir ¢ € [0,1], s € D,e > O ist

P(1X, - X 2 ) <P(|X, - X 2¢/2) + P(|X, - X[ 2 ¢/2) — 0,

s—t,seD

also P(X, # X;) = 0, d.h. 1. gilt.
2. folgt aus obigem Beweis, da C' = C'(w) aus (1.3) f.s. endlich ist. O

Bemerkung 1.6. Wir sehen aus dem Beweis, dass Satz 1.5 analog fiir jeden vollstindigen metrischen
Raum als Wertebereich gilt.

Korollar 1.7. Die Brownsche Bewegung B = (B;) (im Sinne von Def. 1.1) existiert, mit der Zusatz-
annabme By = 0 ist die Verteilung eindeutig bestimmt ( Standard-Brownsche Bewegung®). B hat f.s.
lokal Holder-stetige Pfade der Ordnung v fiir jedes v < 1/2.

Die Verteilung der Brownschen Bewegung ist ein Wmaf§ auf C([0, 00),R%), sie beifSt auch das
(d-dimensionale) Wieners-Mayfs.

Beweis. Betrachte zunichst d = 1. In [St2, Bsp. 6.18] (oder in [KI, Bsp. 14.48]), vgl. Erinnerung 1.2
wurde ein stochastischer Prozess (X;)sso (auf RI%%)) konstruiert, der (r.1) erfiillt.
Esistfirn e N

E[1X; - X,P"(] = E[(Vt - s12)*"] = |t - s|"E[ 2*"]

mit Z ~ N(0,1) undE[ZZ”] = 8- (2p-1)-(2n-3)-3-1 < 00, SatzL.smitar = 2n, B = n—1

— 27!
liefert Modifikation (Xt )¢s0, die Holder-stetig zu jeder Ordnung 7y < ”2—_”1 = % - % ist.

Sind BM, ..., B(4) y.a. Kopien der 1-dim. BB, so ist
By=(BM,...,B"), t>0

eine d-dim BB. U

*Norbert Wiener, 1894-1964; N. Wiener, Differential space, Jour. Math. and Phys. Mass. Inst. Technology 2, 131-174
(1923)



Beobachtung 1.8. 1. (B)ist Standard-Brownsche Bewegung g.d.w. B zentrierter GaufSscher Pro-
zess (d.h. (Byy, . .., By,) ist multivariat normalverteilt fiir jede Wabl von ty < --- < ty, k € N)
mit stetigen Paden und

Cov[Bs, Bi]=snat, s,t>0

(d-dim. Fall: die Kovarianzmatrix ist Cov[B; 5, B ;] = 0;;(s A 1)),
2. (Skalierungsinvarianz) Fiir c # 0 ist auch B, := %Bc% Brownsche Bewegung.
3. (Zeitumkehr) B Standard-Brownsche Bewegung, so ist
Y. {tBl/t, t>0,
0, t=0
ebenfalls Standard-Brownsche Bewegung.

Bewets. 1. Sei zunichst (B )50 eine (Standard-) Brownsche Bewegung. Fiir 0 < s < ¢ gilt
Cov[Bs, B;] = Cov[Bs, Bs + (B, — Bs)| = Var[ Bg] + Cov[ B, By — Bs] = s+0=s=sAt.

Die Umkehrung folgt aus der Tatsache, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen eines (zen-
trierten) Gauflschen Prozesses durch die Kovarianzen festgelegt sind, vgl. z.B. [KI, Kap. 15.6] oder
[St2, Kap. 4.1]

2. Es gilt Eo =0, B hat stetige Pfade und fiir die Kovarianzen gilt

~ ~ 1 1
Cov|[B,, B] = C—QCov[Bczs, Bay] = c_2(628 AC*t) = s At

3. (X}); ist Gaufischer Prozess,

1 1
Cov[X,, Xi] = stCov[Byjs, Biji] = st(; A ;) =tAs fiirs,t>0, (1.4)

Cov[Xo, X,] =0 =0nt. (Ls)
Oftenbar ist t = X stetig fiir ¢ > 0. Zur Stetigkeitint = 0:
(Xi:t€(0,1]1nQ)E(B,:te(0,1]nQ)
und X und B haben beide stetige Pfade in (0, 1]
(X )se(0.1] 2(Bt)se(o]

IP’(X gleichmifig stetig auf (0, 1]) =1

lim X existiert f.s.
N0

1



Sei

FP=0(Bs,s<t), (F})iso die von B erzeugte Filtration, (1.6)
Fi=F. (17)
t>0

Satz 1.9 (Blumenthals 0-1-Gesetz). F{ ist trivial, d.h. P(A) € {0, 1} fiir A € F§.

Beweis. Firn € N setze
n._ _
Y™ = (Bynyy BQ_n)Osthn

(mit Werten in C'([0, 2], R)),
Y1 Y? ... sind unabhingig
(und sogar bis auf deterministische Umskalierung identisch verteilt), also ist

T:=(o(Y™,m=2n) trival

—_ 70
_]:271'1,71

(gem. Kolmogorovs 0-1-Gesetz, vgl. z.B. [KI, Satz 2.37]), demnach ist auch

Fo=F=Fon trival.

t>0 neN

Beispiel 1.10 (ein Bsp. fiir Anwendung von Satz 1.9). Es gilt

li Bt - oo, limint 2" f

imsup — = +o0, liminf — =-o00 fis.

oL 2 N

Insbesondere ist B f.s. nicht Holder-stetig der Ordnung 1/2 in ¢ = 0 (und ebenso fiir jedes andere,
feste t > 0), insbesondere ist der Pfad nicht differenzierbar.

Mit Zeitumkehr (Beob. 1.8, 3.) folgt auch

. By . tByy d . By
limsup — = lim sup =limsup — = o0

t—o0 \/E (2] \/E t\O \/'E

und analog

. . t
liminf — = —o0,

t—o00 \/g
zusammen mit Stetigkeit der Pfade also

firallex e R : sup{t: By=x} =00 fs.

(Rekurrenz der 1-dim BB).



Beweis. Furs >0, K € Nsei
AS,K = {ll’lf{t >0: Bt 2> K\/E} < S}
(onenbar A&K Cc As’,K fiir s < S’),

Ay = Asx = {inf{t >0: B, > K\/t} =0} e 75,

s>0

also P(Ag) € {0, 1} gemifd Satz 1.9, wegen

P(Ak) = hgﬂP(AS,K) > hr%an(BS/Q > K\/s[2) =P(B;>K)>0

gilt
. By
1=P(Ak) = P( IQNAK) = P(llr?_)soup % = +oo>.
Fiir die analoge Aussage iiber den lim inf betrachte (—B;) 0. u

Bericht r.ux. Detaillierte Auskunft iber das Verhalten der Pfade der (eindimensionalen) Brownschen

Bewegung geben
das Gesetz vom iterierten Logarithmus
B B
limsup ————=1 fis., lim sup : =1

tooo  \/2tloglogt tlo ~ /2tloglog(1/t)

(beachte: angesichts Beob. 1.8, 3. implizieren sich die beiden Formeln gegenseitig)

und Lévys Stetigkeitsmodul der Brownschen Bewegung:

limsup sup Bun=Bi =1 fs. (1.8)

h~0 - te[0,1] \ /2hlog %

1.2 Starke Markov-Eigenschaft und Folgerungen

Definition r.x2. Eine Filtration (F; )0 heilSt rechtsstetig, wenn Fy = Ny Fo, fiir alle t > 0 gile.

Seiein stochastischer Prozess X = (X} )0 gegeben. Wir betrachten die rechtsstetige Vervollstindi-
gung der kanonischen Filtration (mit F = 0( X, : s <u)):

Fo=Fu (1.9)

u>t

(diese 75z rechtsstetig).

Bemerkung 1.13. Wenn (F)) die kanonische Filtration einer Brownschen Bewegung (B;) ist, so
entsteht die rechtsstetige Vervollstindigung (1.9) durch Hinzunehmen gewisser Nullmengen, es gilt
furt >0

zu A € Fy gibtesein A’ € F) mit P(AAA") = 0.

(Fiir t = 0 folgt dies aus Blumenthals 0-1-Gesetz, Satz 1.9.)

8



Beweis. Wir betrachten o.E. die BB mit Startpunkt By = 0, wir schreiben P, (und entspr. ) fiir die
Situation mit Startpunkt By = .

Sei Aeo(Bs:s>0),t>0,wir zeigen: Es gibt eine beschrinkte, JFP-messbare ZV Y mit
Eo[1a|F] =Y Pyfs. (r.10)
Fiir A € F, leistet dann A’ := {Y = 1} € F? das Gewdinschte, denn dann ist
1a=FEo[1la|F] =Y Pyfs.
Es gentigt, in (1.10) Ereignisse A der Form
A={By, €Dy,...,Bi € Dy, Bis, € D1, ..., Bis, € Dy} (r.11)

mith, 0 eN,0=tq<t; < <tp=t,0<8; < <8p Dy,..., Dprp € B(R?) zu betrachten (diese
bilden eine N-stabile Erzeugermenge von o (B; : s > 0) und die Menge der Ereignisse, fiir die es ein
Y wie in (1.10) gibt, sind ein Dynkin-System).

Nun ist
Eo[14]F] = lim Eo[14 |77, )]
= lim 13, <p, BtkeDk}PBm/n(le—un € Diy1y- oy Boyoiyn € Dk+€)

n—oo 0T

= 1{BtOED0 BtkEDk}]P)Bt(le € Dk+17 ot 7Bsg € Dk+€)7

~~~~~

wobei wir fur das erste Gleichheitszeichen den Konvergenzsatz fir Riickwirtsmartingale (z.B. [St2,
Satz 2.13]] oder [KI, Satz 12.14]), fiir das zweite Gleichheitszeichen die schwache Markov-Eigenschaft
und fiir das dritte die Stetigkeit der Pfade ausnutzen. Die rechte Seite ist offenbar F-messbar, d.h.
(1.10) gilt. [

Erinnerung. Eine ZV 7 mit Werten in [0, oo ] heifSt Stoppzeit (bezgl. (Fi)i»0), wenn gilt
{r<t}eF fiirjedest>0.
Fr={Aeo(F,,u>0): An{r <t} eF firjedest >0}
ist die (o-Algebra der) T-Vergangenheit.

Bemerkung 1.14. Sei (F; )50 rechtsstetig, dann ist 7 eine Stoppzeit g.d.w. {7 < t} € F; fiirallet > 0
(denn {7 <t} =N, {7 <t+1/n}).
Weiterhin gilt fiir jede Folge 7, von Stoppzeiten mit 7, Moo 7 Fr = Ny For,

Bem.: im Allgemeinen ist inf{¢ > 0 : X; ¢ [a, b]} keine (F})-Stoppzeit.

Bemerkung 1.15. Die Brownsche Bewegung ist ein Martingal (beziiglich der kanonischen Filtration
und [anhand von Bem. 1.13] auch beziiglich deren rechtsstetiger Vervollstindigung).



Satz 116 (Optional sampling, zeitkontinuierlicher Fall). (X;):s0 Submartingal mit rechtsstetigen
Pfaden, (F)iso rechtsstetige Filtration, o, T Stoppzeiten. Wenn T beschréiinkt ist oder wenn (Xy)is0
gleichgradig integrierbar ist, so gilt

X, e LYP) und E[X,|F,]>Xonr fs.

Beweis.
o =2""2% + 1], 7,:=27"|2"7+1]
sind Stoppzeiten, die nur abzihlbar viele Werte annehmen, und 0, ™ 0,7, N 7 fiirn — oo.

Sei 7 beschrinkt, 7 < T fiir ein festes 7" < co. Dann ist
E[X:, | Forl 2 Xopnr, £5. ¥Yn,meN

(optional sampling in diskreter Zeit, z.B. [St2, Satz 1.35] oder [KI, Satz 10.11 und Satz 10.21]), es gilt
N Fo., = Fo (Rechtsstetigkeit der Filtration), also mit m — oo (und der Rechtstetigkeit der Pfade
von X))

E[ X, | Fol 2 Xonr, fs. (r.12)
Rechtstetigkeit der Pfade liefert X, — X fs., noch zu zeigen ist X, > X in L.
Es ist
Bk = E[XTk - XTk+1 | kaJrl] 2 0 (fS)
und

E| 3 By| = E[X,,] - inf E[X,,] < oo,
= k>1

demnach existiert A, := > By (fs.) und M,, = X, - A, erfille E[M,, | F,, ] = My, dh
k=n
(M_y,)me-ny, ist ein Riickwirtsmartingal (beachte 7, o F, ;). Gemif§ Riickwirtsmartingalkon-

vergenzsatz (z.B. [Stz, Satz 2.13] oder [KI, Satz 12.14] existiert lim,,, ,_oo M_,, in L1, insbes. ist { M, :
n € N} gleichgradig integrierbar. Wegen 0 < A,, < Ag mit E[Ag] < oo istauch {4, : n € N}
gleichgradig integrierbar,

= {X,, : n e N} istgleichgradig integrierbar
somit gilt auch £!-Konvergenz und mit n — oo in (r.12) folgt E[ X, | | > X;a- fs.
Sei nun 7 méglicherweise unbeschrinkt und { X} : 0 < ¢ < oo} gleichgradig integrierbar

= 31X, eL'(P) mit Xtt—>X°° fs.und in £L(IP)

denn dies gilt lings jeder Folge ¢, ./ oo gemif (Sub-)Martingalkonvergenzsatz (z.B. [St2, Satz 1.29]
oder [KI, Satz 11.14]), daher kann der Grenzwert nicht von der Folge abhingen.
DaR > 2 = 2t = 2 v 0 konvex ist, ist auch (X}");s0 ein Submartingal; offensichtlich ist es
ebenfalls gleichgradig integrierbar und
X} — X% fs.undin L'(PP)

t—o0

10



/udem gilt (mit dem Optional sampling-Theorem in diskreter Zeit) fiir jede Stoppzeit p mit diskretem
Wertebereich
X, <E[XL|F,] fs. VneN

Weiter gibt es (wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit) ein streng monoton wachsendes, kon-
vexes ¢ 1 [0,00) = [0, 00) mit lim, o ¢(x)/x = 0o und sup,,o E[¢(X;")] < oo (vgl. [St2, Erinne-
rung 1.31] oder [KI, Satz 6.19]), mit Lemma von Fatou

E[p(XL)] <liminfE[p(X])] < o0

und somit fiir jedes 1 (wir verwenden die Jensensche Ungleichung fiir die zweite Ungleichung)

E[p( X} )] < E[(BIXL | Fronn) | < E[E[0(XL) | Frin] | = Elp(XL)] (< 00).
Demnach ist { X . : n € N} gleichgradig integrierbar wir finden

XT/\O’ = lim XTn/\o/\'rL
n—oo

<limsup E[X,, ny | Fo] = limsup (E[ X} ., | o] - E[X} 00 | Fo)

n—oo n—oo

<11mE[X+An|]-"]—hm1anE[ X: | Fol = [X+|.7-"]—11m1nfE[ X2 | Fol
SE[X;|‘FO']_ [X7|fa]: [X‘r|fa]

wobei wir fiir die erste Ungleichung wie in (1.12) argumentieren und fiir die dritte das Lemma von

Fatou verwenden. O]

Beispiel L.r7. Sei B Standard-Brownsche Bewegung, 7, := inf{t > 0 : B; = x} (mit Bsp. r.10) ist
T, < oo fiir alle x.
Fira,b > 0 gilt
b
a+b’

Beweis. (Wir verwenden dasselbe ,klassische” Martingal-Argument wie im Fall der gewohnlichen Irr-

P(T_ < Tb) =

fahrt.) Sei 7 := 7_, A T, startend von By = 0 € (—a,b) ist (Biar )0 beschrinktes, insbesondere
gleichgradig integrierbares Martingal, also

E[B,] = lim E[Biar] =E[By] =0,
andererseits ist
E[B;] =-aP(7_4 <7) +bP(7_4 > 1) =b— (a+ b)P(1_4 < 7).
[

Wir schreiben P, fiir die Verteilung von (B; + )50, wobei B Standard-Brownsche Bewegung,
[, fir Erwartungswerte unter P,.
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Satz 1.18. Die Brownsche Bewegung ( By) mit Verteilungen (P ) yega besitzt die starke Markov-Eigenschafft,
d.h.

E[F((Bior)io) | 72] = En [F(B)] (55)
fiir F - (RY)[0%) — R beschr. und messbar, T f.s. endliche Stoppzeit.

(Dieschwache Markov-Eigenschaftistklar, vgl. z.B. [St2, Bsp. 6.18] oder [KI, Kap. 14.4, speziell Bsp. 14.48],
siche auch Erinnerung 1.2.)

Beweis. Es gentigt, Funktionen
F(B)=f(By,...,B,) mitk eN,0<t <ty <--<t; undf:RF - Rste,beschr.
zu betrachten (Erwartungswerte solcher Funktionen legen die Vert. auf (IR%)[0:>°) fest).
z v E,[F(B)] it stetigund beschrinke

(verw. explizite Form als Gauf3sches Integral).

Ty = 277|277 + 1| ist Stoppzeit, 7, N\ T fiir n — oo. Esist

E.[F((Brus)iso) | Frn | = Ba f(Brustrs - - s Brnsty ) | Fr]
= ]EB.,—n [f(Btw s 7Btk):| :)O]EBT[F(B)]

n

wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen verwenden, dass Markov-Prozesse in diskreter Zeit (wir
verwenden hier 27" Nj) stets die starke Markov-Eigenschaft besitzen (vgl. [St2, Satz 6.26] oder [KI,
Satz 17.14]) und fiir die Konvergenzaussage die Pfadstetigkeit von B ausnutzen.

Weiter ist

B[ B [F((Broet)iz0) | Fr] = B[ F((Brit)iao) | 7, ]
< ]Ex[‘F((BTnth)tZO) - F((Bﬂt)tzg)‘] — 0 (Stetigkeit der Pfade von B),

also

Ep [F(B)] = lim E,[F((Bret)eo) | Fr, | = Bo| F((Brat)iso) | Fr]

wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen verwenden, dass N,, ,, = F- (Rechtsstetigkeit der Fil-
tration).

]

Bemerkung 1.19. Abstrakt betrachtet entnehmen wir dem Beweis von Satz 1.18: Wenn ein Markov-
Prozess X rechtsstetige Pfade hat und die zugehérige Ubergangshalbgruppe die Feller-Eigenschaft*
besitzt (d.h. sie bildet stetige Funktionen in stetige Funktionen ab), so besitzt X auch die starke
Markov-Eigenschaft.

*Eine Halbgruppe (P;);»0 von positiven Kontraktionsoperatoren auf einem lokalkompakten Raum E
heifit eine Fellersche Halbgruppe (benannt nach William Feller, 1906-1970), vgl. zB. [Kl, Kap. 214, ins-
bes. Def. 21.26] oder [Ka, Ch. 19] (die Def. ist auf S. 369), wenn P,(Co(E)) c Co(E) wobei Co(E) =
{stetige Funktionen auf E, die im Unendlichen verschwinden} und limyg P f(2z) = f(x) fiir jedes 2 € E,
f € Co(E) gilt (dies impliziert P, f — f fiir t — 0 im Sinne der Sup-Norm fiir jedes f € Cy(E), d.h. starke Stetigkeit
der Halbgruppe, z.B. [Ka, Thm. 19.6]).
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Satz 1.20 (Spiegelungsprinzip). B eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung, fiira > 0,1 > 0
gilt
P(supocer By > a) = 2P(Br > a).

Bewers. Sei 1 t.s. endliche Stopppzeit, zeige
By:=B.,, - (Bt - Bmt), t>0 ist ebenfalls BB. (.13)

Sei BT = (B] )¢ := (Biar )t (gestoppte BB), B := B,,; — B; ist BB, u.a. von F; (starke Markov-
Eigenschaft, Satz 1.18), also
(r,B™,B")&(r,B",-B').

Wegen B, = B] + BEZ‘Z—T)+’ Et =B} - BEt_T)+ folgt (1.13).

Sei M, := sup,, By, 7:=inf{t > 0: B, = a}. Nach obigem ist
P(Mz > a,Br <a) =P(Mr > a,Br > a) =P(Br > a),
also

P(Mr > a) =P(My > a,Br < a) + P(My > a, By > a) + P(Mr > a, By = a) = 2P(Br > a).

=0

]

Satz 121 (Lévys Arcussinus-Gesetz). B eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung, T > 0,
Cre=sup{t<T:B, =0}

P(¢r<t) = %arcsin(\/t/T), 0<t<T

Beachte: (7 hat Dichte =1/y/(¢/T)(1 - t/T),d.h. Beta(3, 1) umskaliertauf [0, '] (denn £ arcsin(z) =

T 272 dz

1/v/'1 - x2), insbesondere ist {7 symmetrisch um 7°/2 verteilt.

Beweis. Seio.E.T" = 1 (verwende Skalierungseigenschaft der BB).

P(¢ <t) =P(B, #0fiirs e (¢,1])
- [ P(B.+0firs < (1.1]| B, = o) P(B € da)

_ []P’|a|(Bs £ 0fiirs € (0,1 t])P(B, € da)
R
und

Pjq(Bs # O fiir s € (0,1-¢]) =Py inf B, > —lal)
=Py sup B, < a]) = 1-2Py(B1 > |a]) = Po(|Bi—¢| < al)
s<1-

3



gemif$ Spiegelungsprinzip (Satz 1.20). Demnach (mit B’ einer u.a. Kopie der BB und X, Y u.a., ~
N(0,1))

P(G <t) =P(|B]_| < |B,]) =P(V1-t]Y] < VI X]) = P(YZ < (X% +V?))

1 00 00
B % ]:oo du ,[oo dy 6_(I2+y2)/21{y2§t(x2+y2)}

1 o0 2 2 9 ‘
= % A Td?“e /2 \/0\ d(p 1{511'12(@)95} = ; arCSIH(\/Z)

wobei wir in der dritten Zeile in Polarkoordinaten integrieren (beachte y2/(22 +y2) = sin?(¢)). O

1.3 Donskers Invarianzprinzip

Seien X1, X5, ... uiv.reelle ZVn mit E[ X ] = 0, Var[ X;] = 1,

|t]
Spi= Y X+ (t-[t]) X1, 20
k=1
(St)1z0 ist eine ZV mit Werten in den stetigen Pfaden.

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist folgender Satz, sozusagen ein ,,grofer Bruder des ZGWS*.
Wir betrachten als Wertebereich C([0,1]) = {f : [0, 1] - R stetig} mit Metrik d( f, g) = || f—g||0;
diesist ein polnischer Raum (fiir Separabilitit verwende z.B. Polynome mit rationalen Koeffizienten).

Satz 1.22 (Donskers Invarianzprinzip). Es gilt

Snt w
(ﬁ)te[()” @(Bt)te[(),l]

mit (By) Standard-Brownbewegung
Wir fiihren den Beweis durch Einbettung, dazu benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma 1.23 (Skorokhods-Einbettung). X reelle ZV mit E[ X ] = 0, Var[ X ] = 02 < oo, dann gibt
es eine Stoppzeit T mit

L(B,)=2L(X) wund E[r]=0>

Die Forderung E[7] = 02 (< o0) ist entscheidend, sonst kénnte man das Problem ziemlich trivial
16sen via 7 := inf{t > 0: B; = X'} mit X unabhingig von B.

Beweis. Fir £(X) = 2:0_, + =26, mita,b> 0 (also E[X ] = 0, E[X?] = ab liefert

a+b

7:=1inf{t > 0: B, = —a oder B; = b}

das Gewiinschte (Ubungsaufgabe, vgl. auch Bsp. 1.17; die entscheidende Beobachtung ist, dass (B? -
t)4>0 ein Martingal ist).

S Anatoly Volodomyrovych Skorokhod, 19302011
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Der allgemeine Fall durch Mischung :
Sei p1 € M (R) mit [z p(dx) =0, [ 22 p(dx) = 0% < oo, dann gibtes § € M; ((—o0,0] x
[0, 00)) mit

U

v
e /(—oo,O]x[o,oo) (v - u5“ T ué”) 6(d(u,v)). (114)

Seim := f(o,oo) vp(dv) = —_[(_0070) u p(du),

Q(d(u,v)) = %(U —w)p(du) p(dv) + p({0})6¢0,0)(du, dv), v>0,u<0
leistet das Gewtinschte:
1
/( o0 (den0) = ) [ () (o)
- [ (- - L (mp((00.0)) + mp((0,00))) = pu(® » {0)).
d.h. p Zst ein W’mafl und
f(—oo,o]x[o,oo) (v - u5“ - u5v> e(d(u’ U))
1
= n({0})dg + — f(%o) p(du) /;0’00) p(dv) (vd, — ud,)
= u({0})do + f(mm p(du) &y, + f(o’w) p(dv) é, = p

Sei (U, V') ~ 0, u.a.von (B;)0, dann leistet
T:=inf{t>0: B, =U oder B, =V}

das Gewiinschte.

]

Beweis von Satz 1.22. Sei (By )0 Standard-BB, konstruiere mittels Skorokhod-Einbettung (Lemmar.23)
und der starken Markov-Eigenschaft (Satz 1.18) Folge von Stoppzeiten 0 = 75 < 7 < 75 < -+~ so dass
mit X,, := B, - B, | gilt

(Xn)neN g(Xn)neN und (7, = Th1 )nen ist wiv. mit B[ — 79] = 1.

Sei "
Z +(t=t]) Xpgper, 20,

also (gt)tzo =1(St) 0. Zeige

1
— sup ‘S BT‘ — 0 stochastisch. (r1s)

\/ﬁ 0<r<n

IS



Es gilt

-
- —E =1 fs.
2 Elnl-1 g
(mit dem starken Gesetz der grofien Zahlen), also auch Al f.s. firr - oo und
r
. On
0y i= sup ‘TL,.J - 7“‘ erfiilt — — 0 fs.
0<r<n n n—oo
Sei
w(B,t,h) = sup  |B, - By

O<u<v<t, v—u<sh

(wir wissen: w(B,t, h) < Cy,h7 fs. fiir (jedes) v < 1/2 nach Satz 1.5 und Kor. 1.7).

FirneN,e, h > 0ist

IP’(L sup ‘S;M - B,,| > 8) < IP’(w(B,n +nh,nh) > 6\/5) +P(5n > nh)

\/ﬁ 0<r<n ———
:P(w(B>1+h7h)>€)—)h\00 o0 U
(Skalierungseigensch. der BB)

d.h. mitn — oo, dann h — 0 folgt (r.15).

1 ~
Analog gilt — sup |SL,, J+1 — BT| —> 0 stochastisch, somit

\/ﬁ 0<r<n

1 ~
A, = sup —|S, - B
Ogrgn\/ﬁ|

Sei: C([0,1]) - R stetig und beschrinkt. Fiir e, 6 > 0 sei
Fes={feC([0,1]): Vg € C([0,1]) mit||f - glleo < 8 gilt |o(f) ~ p(g)] <},

esist F. 5 # C([0,1]) fiir 6 | 0. Somit

B[ Suatn®)ieto0) |~ ELo((Bodeto.n) | = [E] o Soefeeto1) | = B[ B/ ) icton)

< E[‘w((gm/nm)te[o,u) - w((Bnt/n1/2)te[o,1])H
<e+2|¢gllo(P(B ¢ F.g) + P(A, 26)),

r| — (0 stochastisch.
n—00

mitn — oo,dann ¢ | 0, € | 0 folgt

lim sup ‘E[@((Sm/nl/2)te[071])] - E[@((Bt)te[o,l])ﬂ = 0.

n—oo

]

Beispiel 1.24. 1. Fiir f € C'([0,1]) sei(f) := ¥ (f(1)) miteinem) : R - Rstetigund beschrink,

SO ist
E[¢(B)] = E[¢(B1)] = lim E[@((Snt/n1/2)te[o71])] = lim E[¢/(Sa/n'")],
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d.h. Satz 1.22 impliziert den ZGWS.

Analog gilt eine multivariate Form, d.h. fiir ¢) : R¥ — R stetig und beschrinke, ¢; < -+ < ¢, ist

lim E[w(S[t1nJ/nl/27 S[tzn]/n1/27 R S[tknJ/nl/2)] = E[w(Btu Bt27 ) Btk):l

n—oo

2. Fiir f € C([0,1]) sei p(f) := w( MaXoc<l f(t)) mit einem 9 : R > R stetig und beschrinkt, so
folgt mit Satz1.22

S, 4
max — — max B,
r<n \/ﬁ n—oo t<1

mit Satz 1.20 (beachte: die Vert. von max,<; B; hat keine Atome) also

lim ]P’( max% > ZL‘) =2P(B; >x) firxe[0,00). (1.16)
T —>00 r<n n

Vgl. auch die explizite Abschitzung fur festes n, z.B. [St2, Satz 6.27] oder [KI, Satz 17.15, Spiegelungs-
prinzip in diskreter Zeit]:

P(max Sy, > ) < 2P(S, > x) - P(S, = 7)
(mit Gleichheit, wenn Inkremente nur Werte aus {-1, 0, 1} annehmen); man beachte, dass fiir (1.16)

keine Annahmen an die Verteilung von S tiber die ersten zwei Momente hinaus ben&tigt werden
(wihrend [St2, Satz 6.27] / [K], Satz 17.15] benétigt, dass die Inkremente symmetrisch verteilt sind).
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Kapitel 2

Stochastische Integration

2.1 Zur Motivation

Integration beziiglich nicht-glatter Pfade Seien f, g : [0,00) — R, f sei stetig. Welchen Sinn
konnen wir fot fsdgs geben?

1. FallsgeC: fot fsdgs = fot fsg5 ds (als Riemann-[Stieltjes-] Integral).

2. Falls g nicht-fallend (und, sagen wir, rechtsstetig): Fasse g als Verteilungsfunktion eines Maf3es

g auf Ry auf, 11,((0,¢]) = g(t) — g(0), so ist fot fsdgs = f(O,t] fs 1bg(ds) (als Lebesgue-
Stieltjes-Integral, vgl. z.B. [KI, Def. 1.57]).
3. Falls g = g1 - go mit g1, go niche-fallend, soist [ fsdgs = [y fsdgis — [y fsdga.s.

Eine solche sog. Jordan-Zerlegung von g existiert g.d.w.

k
Vi(g):=sup sup Y

keN O=to<ti<--<tp=t ;=1

< 00

9t = Gtiq

(g hat endliche Variation).

Siehe z.B. [Ka, Prob. 2.18], vgl. auch Bem. 2.7 unten.

Die Pfade der Brownschen Bewegung ( B; )0 haben mit W’keit 1 unendliche Variation fiir jedes
t > 0, denn die quadratische Variation ist > 0:

1 2
Vi(B) > sup Z | Biggjon = Bi(-1)/2n

2 _
= 00
n sup{|B, - Byu|: 0<u<v<u+2"<t} o

daher kann man ,
f X,dB, = 7?
0

nicht in obigem Sinne ,realisierungsweise definieren.
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Vorschau Im diskreten Fall gilt (unter geeign. Bedingungen, vgl. [Kl, Satz 9.39]: (M., )nen, Mar-
tingal, (C',) previsibel, so ist (C' ® M),, := 7 C;(M; — M;_1 ) ein Martingal.

Wir werden (in Analogie dazu) sehen:

oo t
ZXE(BEM_B@M)—)/ Xs(_)dBS ﬁ'jrn—>oo
k=1 " " 0

n

(in geeignetem Sinne, fir eine noch zu klirende Klasse von Integranden X).

Wir hatten Simulationen von diskreten Approximation zufillige Pfade X = (X}); betrachtet,
die ,lokal ungefihr wie eine Brownsche Bewegung® aussehen, d.h.

E[ X — X X; = 2] = hu(z) +o(h), Var[ X — Xi|X; = 2] = ho?*(z) + o(h).

fiir geeignete Funtionen 1 und 02 (siche dasin der ersten Sitzung diskutierte R-Skript reskalierte_
MK_und_Diffusionen.R).

Obiges sog. Ito-Integral wird uns gestatten, solche Prozesse X als Losungen von

t t
Xt:XO+/ N(Xs)ds+f o(X,)dB,
0 0

in einem mathematisch prizisen Sinn zu konstruieren.

2.2 (Einige Eigenschaften) zeitstetige(r) Martingale

Definition 2.1. Sei X = (X})ss0 stochastischer Prozess (mit Werten in (E, B(E))) auf filtriertem
Wraum (2, <, (Fi)is0, P).

X heift adaptiert, wenn fiir jedes ¢ > 0 gilt: X ist F;-messbar.

X progressiv messbar, wenn fiir jedes t > 0 gilt: Q x [0,] 3 (w, 5) = X (w) ist F; ® B([0,1])-
B(E)-messbar.

Oftensichtlich gilt

X progressiv messbar = X adaptiert

sowie
X adaptiert mit (rechts)stetigen Pfaden = X progressiv messbar.

Progressive Messbarkeit ist wichtig fiir das Zusammenspiel mit Stoppzeiten (der zu einer Stoppzeit 7
ausgewertete Prozess X istan die entsprechende Vergangenheit F adaptiert, vgl. z.B. [RY, Prop. 1.(4.8)]
oder [Ka, Lemma7.5]); weiter erlaubt progressive Messbarkeit von X insbesondere ,,Analysis-Operationen
wie fot f(Xs) ds (dafiir wiirde es allerdings auch schon ausreichen, dass Q2 x [0,00) 3 (w,s) ~ Xs(w)

o/ ® B(R,)-B(E)-messbar ist).

Definition 2.2. Ein filtrierter W’raum (€2,.97, (F; )0, P) gentigt den #blichen Bedingungen (hy-
potheses habituelles), wenn gilt

1. Fyenthilt alle P-Nullmengen (d.h. N € &/, P(N) =0 = N € Fy) und

2. (Fi)us0 ist rechtsstetig (d.h. Fy = Fyy = Neso Fise flirjedes ¢ > 0).
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Bemerkung 1.) erzwingt, dass ein von einem adaptierten Prozess (IP-)ununterscheidbarer Prozess
ebenfalls adaptiert ist.

2.) erzwingt z.B., dass die Zeit des ersten Eintritts in eine offene Menge eine Stoppzeit ist.

Wir werden im Folgenden zumeist stillschweigend annehmen, dass der zugrundeliegende W’raum
die tiblichen Bedingungen erftillt, es sei denn, dass wir explizit abweichende Voraussetzungen formu-

lieren.

Beispiel 2.3. Sei Q@ = C([0,00)) (= {f : [0,00) = R : f stetig}), F; := o(w(s) : s < t),
o =o(Fi,t>0),W,, x e R das (1-dim) Wienermaf bei Start in . (d.h. die Vert. der BB startend
in x, aufgefasst als W’maf auf (2, siche Def 1.1 und Kor. 1.7).

Setze F; = {A e o/ : 3B e F; mit Wo(AAB) =0}, > 0. Es gilt
1. Fpc Fyfiirt>0

2. (Fp)uso ist rechtsstetig

3. (Q, 9, (Ft)is0, Wo) erfiille die tiblichen Bedingungen.

(Dies ist eine kleine Erginzung zu Bem. 1.13, dort hatten wir bereits die rechtsstetige Vervollstindigung
der kanonischen Filtration der Brownschen Bewegung betrachtet.)

Beweis. 1. Zeige
Fiir A € of gibtes ein beschr., Fi-messbares Y mit Eg[14 | F. ] = Y Wo-fis. (2.1)

(Bem.: (2.1) kann als eine Verallgemeinerung von Blumenthals 0-1-Gesetz, Satz 1.9 angesehen werden.)

Fir
A={X;, €Dy,..., Xy, € D, Xss, € Dyi1, ..., Xpus, € Diur} (2.2)

mitk, e N,0=1tg<t; <--<tp=t,0<s81 < <8y D1,...,Dyype B(R)ist

-----

(23)

Wo-f.s. was F-m.b. ist, d.h. (2.1) gilt fiir solche A. Hierbei haben wir fiir das erste Gleichheitszeichen
den Konvergenzsatz fiir Riickwirtsmartingale (z.B. [KI, Satz 12.14]) und fiir das zweite Gleichheits-
zeichen die (schwache) Markov-Eigenschaft und die Stetigkeit der Pfade ausgenutzt. Da As der Form
(2.2) einen N-stabilen Erzeuger von o7 bilden, gilt (2.1).

Fir A € i, istdemmach 14 = Eo[14]|Fy ] = Y Wo-fis. mit Y Fi-m.b., insbes. {Y =1} € F;
und Wo(AA{Y =1}) =0,dh. A e F,, somit gilt 1.

2.Sei A € Fry = Neso Firse, insbes. zun € N gibt es

B, € ft+1/n mit 14 = 1Bn Wo-f.s.,
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esist B := limsup,, By, (= Ny, UmsnBm) € Fiy C F; nach 1., also

gibtesein C € Fymit 14 = 1o Wy-f.s. und somit A € F, nach Def.,

d.h. 2. gilt.
3. Sei Wy (V) = 0, also auch Wy(NAZ) = 0 mit @ € Fy und somit N € Fo nach Def,, Rechtsste-
tigkeit von (F1)es0 wurde in 2. gezeigt. O

Proposition 2.4 (Doob-Ungleichungen, zeitstetiger Fall). Sez (X, )50 ezn Martingal oder ein nicht-
negatives Submartingal, X habe rechtsstetige Pfade. Dann gilt fiirt > 0

L AP(supge, Xo > A) <E[|XG|]  fiir A>0,

2. E[ supge,q | XulP] < (%)pE[|Xt|p] fiir pe(1,00).
Bewers. 1.und 2. gelten im zeitdiskreten Fall (vgl. z.B. [KI, Satz 11.2]).

Sei A < \. Es ist

AP( 8UPgeye; X > A) = A lim P(max,neon Xpnyjan > A) < E[|X]] (2.4)

n—oo

wobei wir fur das Gleichheitszeichen die (Rechts-)Stetigkeit der Pfade von X ausgenutzt haben. Mit
A 7 Aolgtr.

2. Analog ist
E[ suPpeyer [Xol?] = lim B[ maxgeon [Xpnon [P < ( L E[IX], (2.5)

wobei wir fiir das Gleichheitszeichen wiederum die (Rechts-)Stetigkeit der Pfade von X und den Satz

von der monotonen Konvergenz verwendet haben. O

Definition 2.5. Ein Martingal M = (M, )50 heifSt guadratintegrierbar, wenn E[ M?] < oo fiir alle
t > 0. M§ bezeichne die Menge der quadratintegrierbaren Martingale mit stetigen Pfaden (beztiglich

einem vorgegebenen filtrierten W’raum).

Definition 2.6. Fiir einen (zufilligen oder deterministischen) reellwertigen Pfad (X} )50 heifSt

V;t(X) = sup Z |Xti - Xti—l

neN,0=to<t)<-<tp=t j=1

die Totalvariation (von X zur Zeit t).
X hat endliche Variation, wenn V(X)) < oo fiiralle t > 0.

Bemerkung 2.7. 1. ¢~ Vi(X) ist nicht-fallend.
2. Fallst — X; nichtfallend, soist V;(X) = X; - X < 0.
3. Haben X und Y endliche Variation, soauch X + Y, X - Y.

4. X hatendliche Variation < esgibtY, Z nicht-fallend mit X =Y - Z.
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Beweis. 1.,2.,3.und 4. ,< sind klar.

Zu 4. ,2="tFlurt;,_; <t;ist |th _Xti—l

=2(Xy, - Xy, )+ (X, - X, ), alsogilt fiir jede Zerlegung
Z |Xti - Xti—1| =2 Z(th - Xti—l)_ + Xt - XO'
i=1 i=1
Bilde Supremum iiber alle Zerlegungen von [0, ¢]:
Vi(X) =2V (X) + X, - Xo
mit V,7(X) := sup Y ( Xy, — Xy, ) also
neN,0=to<t)<-<tn=t j=1
X = Xo + V(X)) -2V (X)
und t » Xo + Vi(X), t —» 2V, (X) sind nicht-fallend. O
Satz 2.8. Ser M stetiges Martingal mit V(M) < oo fos. fiirjedest > 0. Dann ist M fast sicher konstant.

Beweis. Wir nehmen o.E. an M, = 0, sonst betrachte M, := M, — M.

Ty = 1Inf{t > 0 : |My| > n} Ainf{t > 0: V(M) > n} ist Stoppzeit und es gilt 7, /00 00 fs.
M) := (M, )is0 ist dann ein beschrinktes Martingal mit (uniform in ¢) beschrinkter Totalvaria-
tion.

Sei also 0.E. M beschrinkt mit (gleichmif3ig) beschrinkter Totalvariation.

21’

E[M?] = [( Z Miyoe = Mo 1)t/2’)2]

2[

= 3 E[(Myar = Mg-1yj2e) (Miejor = Mgr_1yegor) |
oy
24
= ]E[ Z(Mkt/ﬂ - M(k—l)t/ﬂ)z]
i1

24
< ]E[ max | My or = Mg-yejoel % D 1 Mygjoe = Mgyl ] — 0
k<2t k-1 {—o0

—0 mit £—o0 (Stetigk.) <Vi(M)<Vioo (M) <00

wobei wir im dritten Gleichheitszeichen die EQ-Orthogonalitit der Martingalinkremente und in der
letzten Zeile den Satz von der dominierten Konvergenz verwendet haben.

Somit E[ M?] =0, IF’( Nieg, {M; = O}) = 1, Stetigkeit der Pfade liefert M, = 0 f.s. [
Satz 2.9. Fiir X € M sei || X|| := || X[ pg o= Z 27(|| Xl 2y A 1).

(M, ||+ 1]) 25t ein vollstindiger metrischer Rcmm (wenn man ununterscheidbare Prozesse identifi-
ziert).

Beobachtung 2.10. 1. Fiir X € M ist (X?) ein Submartingal, insbesondereistt — (E[X?] )1/2
nicht-fallend.
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2 Fiir X,Y € Mgmit || X = Y|| = 0gilt P(X; = Y, fiirallet > 0) = 1, d.bh. X und Y sind
ununterscheidbar (im Sinne von Def. 1.3):

| X =Y|| = 0impliziert E[(X,,— Y,)?] = 0, woraus mit Doobs L2-Ungleichung (Prop. 2.4) folgt,
dass E[ SUPg<yen | Xu — Yu|2] = 0 fiir jedes n € N gilt.

Beweis von Satz 2.9. ||-|| ist eine (Pseudo-)Metrik auf M (denn die £2-Norm erfiillt die Dreiecksun-
gleichung).

Sei { X (™), n e N} ¢ M Cauchy-Folge, d.h. lim,;, .0 [|[ X ™) = X ()]] = 0.

Insbesondere ist fiir jedes ¢ > 0 {Xt(n),n e N} c £2(PP) Cauchy-Folge in £L2(P)

= 3 X, € £2(P) mit X —£* X,.

Zeige: (X;) ist Martingal. Fiir A € o7, > O ist

(n) (n) 12
lim E[ 1, X" - X,[] < P(4) 2 (LmE[(X{" - X,)?]) " =0
mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung, also gilt fiir 0 < s < ¢, A € F

E[14(X, - X.)] = E[14(X™ = X))+ E[14(X - X)]-E[14(X™ - X))] = 0.

=0(X (™) ist Martingal) —0 mitn—o0 —0 mit n—o0

Zeige: (X;) hat (£.s.) stetige Pfade.

Sei T' > 0. Zunichst stellen wir sicher, dass X eine Version mit rechtsstetigen Pfaden besitzt (um
die Doob-Ungleichung anwenden zu kénnen): setze fiir ¢ € [0, T']nQ X := E[ Xr|F;] und dann fiir
allgemeines ¢ € [0,7"] X := limgy, seq X, dies Zsz eine rechtsstetige Version von X, da die Filtration
rechtsstetig ist.

Nun ist

‘ (n) 1 ™ yvele v v
IP’( 05;13|Xt Xy > 5) < €2E[osg?g%|Xt X ] < €2||XT Xr||72 =0

mit Doob-Ungleichung (Prop. 2.4), demnach gibt es eine Teilfolge s, /* oo mit
> 1
P( sup | X™) - X > —) < oo.
2 (gup 1 12 7)

Borel-Cantelli liefert Xt(n’“) — oo Xt gleichmifligint < T f.s., d.h. (Xt)te[o,T] hat stetige Pfade f.s.
(und da dies fiir bel. 7" > 0 gilt, folgt die Beh.) O

Bemerkung 2.11. Der Beweis von Satz 2.9 zeigt insbesondere:
X, XM e M mit [| X — X||pg = 0, s0 gilt

VT>0,e>0: P(OsupT|Xt(") - Xy > 5) — 0,
<t< n=ee

d.h. die Pfade konvergieren lokal gleichmif$ig in Wahrscheinlichkeit.
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Vorbemerkung zur quadratischen Variation Fiir die BB ist B? — ¢ ein Martingal (Ubung).

Sei (X}) ein allgemeineres stetiges Martingal, was miissen wir von dem Submartingal (X7?) ab-
ziehen, damit es ein Martingal wird?

Im zeitdiskreten Fall gilt (vgl. [KI, Satz 10.1 und Def. 10.3]):
(X )newo L2Martingal, Ay, := Yoy E[( X5 = Xi-1)2| Fect | (= Tiey (B[ X2 Froa]- X2 1)) (A o=
0), (A,,) hat nicht-fallende Pfade, ist previsibel (A,, ist F,,_1-m.b.) und (X2 - A,,) ist Martingal.

Gesucht: ein Analogon im zeitkontinuierlichen Fall

Satz 2.2, Sei (M), € MS (und der zugrundeliegende Wraum erfiille die iiblichen Bedingungen,
Def. 2.2). Dann gibt es einen adaptierten Prozgess (A )0 mit stetigen, nicht-fallenden Pladen und A, =
0, so dass gilt

1. E[Ay] < oo fiirallet > 0 und
2. (M} = Ap)iso ist ein Martingal.

(Ay) ist eindeutig bis anf Ununterscheidbarkeit (d.b. falls (A}) ebenfalls obige Eigenschaften besitzt, so
ist P(Ay = Aj fiirallet >0) = 1),

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 2.12 bendtigen wir:

Definition 2.13. Ein linksstetiger stochastischer Prozess ( H; )0 der Form

Hi= ngl(TvakJrl](t)? t>0,

k>1

wo 71 < Ty < --- eine (endliche oder abzihlbare) Folge von Stoppzeiten ohne Hiufungspunkt im
Endlichen ist (d.h. 7,/ oo fis., wenn es unendlich viele sind) und &, eine beschrinkte, F, -messbare
reelle ZV fiir k € N, heifit ein elementarer Integrand (auch: ein einfacher previsibler Prozess).

Fiir (H;) dieser Form und einen (beliebigen) reellwertigen Prozess (X} )10 definieren wir

t
]0 HodX, = Y (X, - Xinn ), 120,

k>1

das elementare stochastische Integral (von H beztglich X). Man beachte: in der Summe sind f.s. nur
endlich viele Summanden # 0.

t ¢
Man schreibt auch (H o X); := / HdX := f H,dX;.
0 0

Bemerkung 2.14 (Linearitit des elementaren Integrals). (H), (J;) elementare Integranden, a,b €
R, soist auch (aH; + bJ; )15 ein elementarer Integrand und es gilt

t t t
f(aH+bJ)dX=af HdX+bf JdX.
0 0 0

Zum Beweis gehe zu einer gemeinsamen Verfeinerung der jeweils zugrundeliegenden Stoppfolgen

iiber.
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Lemma 2.x5. (H;) elementarer Integrand mit sup,s, |Hy| < ¢ fs. fiir ein ¢ € R, (X;) € MS mir
Xo = 0. Dann gilt

E[(Jy HdX)'|<B[X7] wnd (fy HdX),,eMs. (2.6)

Beweis. t fot H dX ist stetig (n. Konstr.) v/
Seis<t, keN:

= & Xearoia(svr) — Xth/\(ku)) (Optional sampling, Satz 1.16)
= fk 1{5<7'k} (Xt/\Tk Xt/\Tk) + ]-{szfrk} (Xs/\ﬂﬂl - S/\Tk) ) fk( SATE+1 XS/\Tk)u

-0 =(Xonrpoy ~Xsnry,)

(

—gk(E Xinmy | Fovm) ~E[Xunr | Fovr])  (€eist Fourmb)
(
(

was F,-m.b. ist, somit

E[gk(Xt/\TkH - Xt/\’rk,) |-Fs] = E[E[ | fSV’Tk:I |‘7:s] = gk(Xs/\Tk“ - XS/\Tk) (2“7)
Betr. zunichst den Fall Hy = Y72 &x1 (5, -,.,,1(¢) fiir ein m € N, d.h. H besitzt nur endlich viele
Sprungstellen. Fiir s < ¢ ist
E[/Qt HdX | fs] = Z ]E[é.k/‘(Xt/\Tk+1 - Xt/\’rk) |]:s] (2=7) Z fk(Xs/\TkH - Xs/\m) = fos HdX fs.
k=1 k=1
(2.8)

und

E[(fotHdX) ] i [fk(Xtm,M _Xtm—k)Q]

+2 Z E[gk)(Xt/\T)ﬁ,l - Xt/\rk)&(Xt/\rgﬂ - Xt/\’l'g):l

1<k<l<m ~

=E[E[- \FT,Z]]:H*:[&(XW,C+1 ~Xtnr, oo B[ Xenry, 1 =Xtnry | Fr,] ]:0

~

"

=0

< 02 Z E[(Xt/\Tk+1 - Xt/\Tk)2:|
k=1

= CE[(Xinryiy — Xian)?] = CE[X}

tATm+1

|- eB[xz,] < E[x2),
d.h. (2.6) gilt in diesem Fall (und die Schranke hingt nicht von m ab).
Im allg. Fall ist

H, = lim Ht(m) mit H(m) Z Skl(m Th1] (t)

und [y HdX =lim,, . ff H™ dX,
E[(fy HdX)"] <liminfE[(f H dX)*] < B[ X?],
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wobei wir fiir das erste Ungleichungszeichen das Lemma von Fatou verwendet haben. Demnach ist
tiirjedes T' > 0 die Familie von Martingalen ( fot Hm) dx ) o<t M € N gleichmifig £2-beschrinke,

insbesondere gleichgradig integrierbar und somit ist ihr Limes ebenfalls ein Martingal. ]

Beweis von Satz 2.12. Seio.E. My = 0 (sonst gehe zu M, := M,— M iiber, ]\;ff -M}? = -2M Mo+ M
ist ebenfalls Martingal).

Definiere Stoppzeiten
=0, 70 =inf {t> 7" My - M | =27}, k,neN
k

(beachte: {T,En), keN} c {7’,57“1)7 k € N} und fiir jedes n gilt T,En) 7 koo 00 f.s., da M stetige Pfade

hat).
Setze
H™ ="M ol ) (¢
0= LMy oo oy (1),
(n) ._ 2
A= (Mo =M o)
k>1
t
(n) . n _
I, '_/; H™ dM = Zth,g")(th,iji _thlg"))’
k>1
dann ist

Mt2 - Mg = Z {2(Mt/\7'(n)Mt/\T(n) - Mt2/\ (n)) * (Mf/\
2 A © k+l Tk
=0

2
0 = 2M,, oo M, o + Mmk(n))}

Tk+1

=271 + A,
(2.9)

Nach Konstr. ist sup, |Ht(n) — My| < 27", also sup,s |Ht(") - Ht(m)| < 2™ + 27" = (nach Lem-

ma 2.15 [und Bem. 2.14])
E[(If”) - [§m>)2] < (2" +27m)?E[M2],
d.h. {I( n e N} ist Cauchy-Folge in MS. Mit Satz 2.9 folgt:
31 = (It)is0 € MS mit [[1M) = I|| s — 0.
Wihle (gemifl Bem. 2.11) eine Teilfolge n; ./ oo mit

IP’( Sup|[t(n") - L] > 1) < %7

t<j J J

dann gilt (mit Borel-Cantelli) fiir jedes 7" > 0

sup |]t(nj) -L|—0 fs.,
t<T J=ee
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demnach auch

Ainj ) = M2~ 2]t(nj ) — A; lokal gleichmifig f.s. und (A¢) hat stetige Pfade

J—00

Weiter ist Ay = A(()nj ) = 0 und nach Konstruktion giltsup,, (Aﬁ”) - AE”)) <2(2-2m)%furneN,
daher ist t — A; nicht-fallend.
SChllCBllCh ist (Mt2 - At)t = (2]t)t € Mg

Zur Eindeutigkeit: Sei (A}) ein weiterer Prozess mit den geforderten Eigenschaften, dann ist
Y= A - A= (M2 - A) - (M - 4A;), t>0

ein stetiges Martingal mit Pfaden von endlicher Variation (nach Bem. 2.7, 4.), nach Satz2.8 also Y; = 0

fs. ]

Definition 2.16. Fiir M € M heifSt der Prozess (A;) aus Satz 2.12 die guadratische Variation von
M, er wird (meist) als (M) geschrieben (d.h. (M? — (M), )ss0 ist ein Martingal). Man nennt (M)
auch den ,Klammerprozess® (engl.: bracket process) von M.

Fir M, N € M definieren wir

(M,N), = i((M+N)t (M -N),), t>0,

die quadratische Kovariation von M und N.

Korollar 2.ry. Seien M, N € MS. (M, N) = (N, M) ist der (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindentige
adaptierte Progess mit stetigen Pfaden von (lokal) endlicher Variation mit

. (M,N)o=0,
2. MyNy — MoNy - (M, N), t >0 ist ein stetiges Martingal.

Beweis. 1.v/

Zu 2. beachte M, N, = %((Mt + N2 = (M, - Nt)Q), Eindeutigkeit wie im Beweis von Satz 2.12:
Sei (Z;) ein weiterer Prozess mit den geforderten Eigenschaften, dann ist (M, N), — Z; = (M N; -
Zi) = (MyNy — (M, N),) ein stetiges Martingal mit (lokal) endlicher Variation = (M, N'); — Z; = 0
nach Satz 2.8. O

2.3 Stochastisches Integral

Lemma 2.a8. H; = Y101 §el(rn,,,(t) elementarer Integrand mit sup, |Hy| < ¢ € [0, 00) fs,
M e M§, dann ist H e M = (fOtHdM) e M§ und

£20
t 21 _ trro
E[(fy HdM)"| =E| fy H2d{M),], 20 (2.10)
(wobei |, Ot H? d{ M) realisiernngsweise als Lebesque-Stieltjes-Integral definiert ist).
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Beweis. H o M € M hatten wir bereits in Lemma 2.15 bewiesen.

Zu (2.10): Betr. zunichst H; = Y32 &1 (s, r,,,1(1) fiir ein m € N, d.h. H besitzt nur endlich
viele Sprungstellen. Wie im Bew. von Lemma 2.1 ist

S0 ) -

L

E[gl%(Mt/\Tku - Mt/\m)2]

bl
1l

1

Mz

E[l{t”'k}gl%(Mt/\Tkﬂ - M’Tk)2]

k=1
- Z E[l{t”’k}gg E[Mt2/\7—k+1 = 2Min,, My, + Mzk |‘7:Tk] ]
k=1

=E[MZ,, |Fr,]-M2,

tATE 41

(;);E[l{t>‘rk}£l%E[<M>t/\Tk+1 - <M>7'k ‘ka]]

= ]E[ i f[i((M)t/\TkH - <M>t/\‘rk)] = E[[Ot Hg d<M)S:|’
k=1

wobei wir in (*) Satz 2.12 / Def. 2.16 verwendet haben.

Der Beweis funktioniert genauso, wenn wir annehmen, dass es fiir jedes 7" > 0 ein deterministi-
sches m = m(T") gibt mit 7,,, > T — was z.B. erfiillt ist, wenn wir a priori wissen, dass 7j41 — 7 > 0
tir alle £ € Nund ein festes 0 > 0 gilt (und eine Durchsicht der Beweise von Lemma 2.21 und Korollar 2.22)

zeigt, dass die Klasse der elementaren Integranden mit dieser (Zusatz-)eigenschaft fiir unsere Zwecke gentigte).

Fiir den allgemeinen Fall approximieren wir (wie im Beweis von Lemma 2.15) H; = lim,, 00 H. t(m)

mit Ht(m) = ZZL:I gkl(‘%ﬂ'ml](t)'
Es gilt

B[ fy H2d(M), | = tim [ [ (H™ )2 d(M),]
mit monotoner (oder auch mit dominierter) Konvergenz.
Weiter ist

supfot H(MdM < sup  [;"H(™dM = sup ka(MuAmu — Mynr,)

meN 0<u<t,meN 0<u<t,meN f=1
[ee]
u
= sup Y &(Munry,, = Mupr,) = sup [, HdM
0<u<t =1 O<u<t

und analog sup fot ~H™) dM < sup fot —~H dM, somit
meN

O<u<t

2
[OtHdM] :

sup
meN

0<u<t O<u<t

2
2
fOtH(m)dM‘ < ( sup [, HdM + sup fou—HdM) 3451%)

nach Lemma 2.15 ist ( fot HdM ) o € M5, nach Doobs L2-Ungleichung (Prop. 2.4, 2.) (und noch-

t>
mals Lemma 2.15 gilt somit

]E[ sup

ust

fO“Hde] < 16]El|f0tHdM|2] < 16”E[M?] < oo,

2.8



demnach gilt mit dominierter Konvergenz:

E[(fy HdM)’] = lim E[(fy H™ dM)’]

m—>0o0

Definition 2.19. Fiir progressiv messbares (Y} )0, 7" > 0, M € M sei

T
VI arery =E[ o Y2 (M),
L(M) ::{Y progressiv messbar : ||Y||%(M;T) < oo firalle 7" > O}.

Bem. Sei 1137 auf Q2 x [0, 00) definiert durch par(A) = E[ [;° La(w, ) d{M),], so ist Y12 0y
die £2-Norm von (Y;(w))o<t<r beziiglich gy

Beobachtung 2.20. Y progressiv messbar und beschrinkt =Y € L(M), insbesondere liegen be-
schréinkte elementare Integranden in L(M ) fiir jedes M € M5,

Beweis. (Offensichtlich) [

Idee: Wir verwenden Lemma 2.21und ,,£?-Isometrie”, um das (elementare) stochastische Integral
(vgl. Def. 2.13) von den elementaren Integranden auf £( M) fortzusetzen.

Lemma 2.21. Sei (A;)s0 adaptierter Progess mit stetigen, nicht-fallenden Pfaden, Ay = 0und E[ A;] <
oo fiir allet > 0. Zu jedem progressiv messbaren Prozess Y mit E[ fOT Y2 dAu] < oo fiiralle’ T > 0

gibt es eine Folge H™), n € N von beschréiinkten elementaren Integranden mit

sup lim ]E[fOT |H™ —Y,? dAS] =0. (2.11)

T>0 "7e°
Beweis. 1) Sei Y beschrinkt mit stetigen Pfaden, 7" > 0.

Setze Ht(n) = Z Yijon L(j2n, (ke1) /2] (t) (dies ist ein beschr. elementarer Integrand), es gilt
k=0

T
E[[ H - Y, dA,] — 0 (2.12)

(dominierte Konvergenz, denn H™ Y, >, 00 O fiir jedes s > 0 und |H™ — Y| < 2]V ||o).

2) Sei Y beschrinkt (aber nicht notw. stetig; wir verwenden ggfs. eine geeign. Glittung von Y und approxi-

mieren dann diese).

Sei zunichst 7" > 0 fest, wir nehmen o.E. an
t = A, ist strikt wachsend und bijektiv mit A, — A, >t - s (2.13)
(sonst gehe tiber zu A= Ay +t)und

Yo=0, Y,=0firt>T.
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Sei 7, :=inf{t > 0: A; > u}, u > 0 die Inverse von (A;);, es ist

f T F(t)dA, = f T f(r)du  farf iR, >R, mb. (2.14)
0 0

(denn fiir f = 1(, 4 ist die linke S. = A; — Ag, die rechte S. = A({u : @ < 7, < b}) = A = Ag, dann

approximiere allg. nicht-neg. messbares f mittels Linearkombinationen solcher Stufenfunktionen, etc.)

Fiir m € N sei .

G i=m Y,dA,, t>0

TA-1/m

(dies ist eine “geglittete” Version von Y'), es ist

Gl e (A= Ay ) = Y e (e = (A= ) = [ e,

7—At—l/m)

d.h. G(™) ist beschrinkt, t — G,Em) ist stetig.
Zeige: G(m) jst adaptiert:

TA-1jm = mf{u >0: Au > At - %} ist ft—m.b.,

(Jy YadA,),,, ist adaptiert.

Fiir s > O ist
G :m/ g YudAusz (7 1m < 0 < 7)Y, dA,
TArg -1/m 0
G2y 1(Teim < Tu £76) Yo, du=m Y. du
0 (s-1/m)*

demnach gilt (realisierungsweise) G Y, in £2(R,, \) fisr m — oo und

@ vran= [TeE -yt — o
0 0 e

somit

E[f, (G - v,)2dA | <E[[7°(GI™ - V)2 dA,] — 0

mM—>00

(verwende dominierte Konvergenz).
Nach 1) gibt es beschr. elementare Integranden H (™9, ¢ ¢ N mit

B[/, (™0 - GE)2dA,] — 0,

{— 00

wihle ¢,,, # o0, s0 dass lim,,_,co E[[OT(Hﬁm’fm) - Ggm) )? dAS] = 0, so leistet die Folge von elemen-
taren Integranden H(m) .= [(mdm) m e N:

lim sup E[fOT(HS(m) -Y;)? dAS]

m—>0o0o

< lim 2B [ (H{™ - GS™)2dA, |+ lim 2B [ (GI™ - ;) dA, | =0

m—0o0
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(d.h. die Formel (2.12) gilt fiir dieses Y und diesen Zeithorizont T').

3) Zeige: Lemma 2.21 gilt fiir beschr., progr. m.b. Y. Nach 2) gibt es zu n € N einen beschrinkten,

elementaren Integranden H (") mit
E n f[(n) _Y 2 l
I:_[O ( S S ) dAS] S n )

die Folge H (™), n € N leistet das Gewiinschte: (2.11) gilt.
4) Sei Y unbeschrinkt, setze Y;(n) = Yi1{jy;|<ny» es gilt

E[fon(ﬂ(n) -Y;)? dAs] = ]E[fon Y1y dAs] —0
(dominierte Konvergenz). Approximiere Y () mit H(") wie in 3), so dass
ney () s 1
E[ [, (v - H{M)2dA, ] < -
dann giltauch

B[ (¥~ HV)dA.] < 2B J7 (v - Yo dA 28] [ (0 - HV A = 0

n—oo

(d.h. die Existenz einer approximierenden Folge von beschrinkten elementaren Integranden, die (2.11) erfiillen,

gilt allgemein). [

Korollar 2.22. Fiir M € MS definiert

Y| zcary o= 7ZI:\T2_T(||Y||z:(M;T) A1)

eine Metrik auf L(M ), beziiglich der
Ly = {H : H beschr. elementarer [ntegmnd}
dicht liegt.
Beweis. Verwende Lemma 2.21 mit Ay = (M ),. O

Beobachtung 2.23.
(Lo, |l lleeary) 3 H > H o M € (M3, |- || mg)

ist eine Isometrie (mit (Lo, || ||z (ary) ams Kor. 2.22, H @ M aus Def. 2.13, (M3, || - || mg ) ans Satz 2.9), insbe-
sondere gilt

(H("))n c Lo Cauchy-Folge = (H(") o M),, ¢ M$ Cauchy-Folge.

nach Lemma 2.18.

O

Bewers. Furjedes T' > 0 ist ]E[(fOT HdM)Q] = E[fOT H? d(M}s] = ||H||%(M;T)

31



Satz 2.24. Sei M € MS. Fiir X € L(M) gibt es einen (bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutigen)
Prozess X o M € MS mit der Eigenschaft

V{H™ neN}cLomit|H™ = X|zoy —> 0 : [[H™ e M - X o Mg — 0.

n— 00

X o M heifst das stochastische Integral von X beziiglich M, man schreibt auch (X e M ), = fo X dM =
fi X, dM,

Bewers. Kor. 2.22 zeigt, dass es mindestens eine X approximierende Folge von elementaren Integran-
den H(™ gibt, die demnach eine Cauchy-Folge in £( M) ist. Wegen Beob. 2.23 und Vollstindigkeit
von M konvergiert H(™) o M in M (und wir nennen ihren Grenzwert X o )M).

Zur Wohldefiniertheit: Sei /() € Ly, n € N eine weitere Folge mit || (™) — X|| £y — 0, s0 gilt
||H(”)—H(”)||L(M) — 0, also auch ||H(”)0M—H(")OM||M§ = ||(H(”)—H("))0M||M§ -0. O

Proposition 2.25 (Eigenschaften des stochastischen Integrals). Fir M € M$, X, Y € L(M) gilt
L[y XdM =0

2. Fira,beR st

t t t
faXS+bYSdMS=af XSdMS+b/ Y.dM,, t>0
0 0 0

3 Mir [[ X dM = [} X dAM ~ [ X dM gilt fiir s < t

E[(/; X dM)® ‘}"] - E[/; X2d(M),

5] P-fs.
# [y XdM), = [} X2d(M),

5. E[(f; X dM)*] = E[ fy X2d(M).,]

Beweis. 1.,2.v (Entspr. gilt fiir Approximanten H € Ly, Ubung)

L?
3.Sei HW € Lo mit [|[H™ - X||z(ary — 0, dann gilt insbes. f H®™) dM — ®

t>0.
Seis<t,AeF,

X dM fiir jedes
— [y j

E[1a(f! X aM)?] = tim B[1a(f! 5 arr)’]
) AL@OE[lAf;(HfL”))Q d(M>u] = E[1A/; X2 d(M)u]

denn [|[H™ — X||zar) = 0 n. Vor.
4.Seis < t:

E[([Ot XdM) - [ X2d(M),

s]

=E[(f X dM)" - [ X2d(M).| 7] —2/:XdM><IE[f:XdM|fS]

=0 nach 3. =0, fo X dM ist Martingal

+(Jy X M) - [ X2d(M),,
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d.h.
([ot X dM)2 - fot X2 d(M)u)tzo ist Martingal

(und die weiteren in Satz 2.12 / Def. 2.16 geforderten Eigenschaften (adaptiert, stetige, nicht-fallend Pfa-
de, Start in 0) sind offensichtlich erfillt).

5.V (Z.B. nehme Erwartungswert in 3.) 0

Wie die folgende Proposition zeigt, ist ,,pfadweises® Denken ist wenigstens entlang Stoppzeiten

erlaubt:

Proposition 2.26. M € M$, X € L(M), T ((F;)z0-)Stoppzeit, dann gilt fs.
tAT

t
XdM:(X.M)t/\T:((Xl[U,T]).M)t:A X51[07T](8)dM3 fm"dlletzo

(Das erste und das dritte Gleichbeitszeichen sind (nur) notationelle Identititen, das zweite Gleichbeitszeichen ist

die eigentliche Aussage.)
Beobachtung 2.27. Fiir N € M§ mit Ny =0, ¢ >0 gilt
(N);=0fs. = P(Ns;=0fiiralles<t)=1.

Beweis. Fiir s < tistauch (N)g = 0 fis. (V) hat nicht-fallende Pfade), also E[N2] = E[NZ] +
E[(N)s] =0, d.h. ]P( N {Ns= 0}) = 1, Beh. folgt mit Pfadstetigkeit. ]

SSt, SGQ+

Beweis von Prop. 2.26. Setze X, = Xi1po.(1), esist X e £L(M) und

(XoeM)pr—(XoM),=((X-X)oM) ~((XoM),~(XoM)yr) (2.15)

tAT
(Linearitit des stoch. Integrals, Prop. 2.25, 2.)

Fiir bel. (beschrinkte) Stoppzeiten S < T', Y € L(M) gilt
tAT

B[((Y @ M)yr = (V 0 M)us)’ | 7] B[ [ v2aqua),

tAS

fs] (2.16)

(YeM)2- fot Y2 d{M),, istein Martingal gem. Prop. 2.25, 4, wende darauf den Satz vom optionalen
Stoppen an).

Fiir (festes) s < tist

E[(((X = X) 0 M)orr = (X = X) 0 M)’ | Forr | ] [ (X - KA For] = 0,

AT N——
=0dau<T

dh. ((X - X) e M)..p € M mit quadrat. Var. = 0

= IP’(((X - X) o M)nr =0fiirallet > 0) =1 (mit Beob. 2.27).
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Weiter ist
E[((X o M), = (X o M)iur)’| = ] ft; X2d(M),| =0 (denn X, = 0 fiiru>T)

wobei wir fiir das erste Gleichheitszeichen (2.16) mit Ersetzungen S < t AT, T' < t verwendet haben,
also (zusammen mit Stetigkeit der Pfade)

IP(()?OM)t—(XOM)tAT:OfiiralletZO) =1.

Insgesamt: Beide Terme auf der rechten Seite von (2.15) sind = 0 bis auf Ununterscheidbarkeit.

]

Korollar 2.28. M € M$, X|Y € L(M), T Stoppzeit mit X 1o 1) =Y i) (d.h. X undY stimmen
auf [0, T] iiberein), dann gilt fs.

t t
fXsz/ YdM  firallet <T.
0 0

Beweis. F.s. gilt

0

tAT (+) t t (+) tAT
xam® [ Xtgpar = [ Yiggan®@ [Ty an furaiet>o,
0 0 0
wobei wir fiir () jeweils Prop. 2.26 verwendet haben. O

Seien M, N € M, wir schreiben

(M, N)¢ = Vi({M,N).) =sup  sup Zk:|<MaN)ti —(M,N),_,| (2.17)

keN O=to<ti<--<tp=t j=1

fiir die Totalvariation von (M, N') (als Prozess in ¢ > 0).

Satz 2.29 (Kunita-Watanabe-Ungleichung'). Seien M, N € M$, X € L(M),Y € L(N), dann gilt
fs.

¢ ¢ 12, rt 1/2
f XYl di{M, N, < ( [ x2a(),) " / Y2d(N).) " firallet 0.
0 0 0
Beweis. Fs. gilt
VE>0,AeQ : (M +AN); = (M) +2 MM, N); + N\*(N),,
insbes. gilt f.s. (mit Notation (-)% := (-); — (-)s)
VO<s<t,AeQ :+ (M) +2XM(M,N). + ) *(N). >0 (2.18)
und somit auch fs.

vO<s<t s (M, N < ((M)) P ((v)) e <

S S

< (M) +5(N), (2.19)

'Hiroshi Kunita and Shinzo Watanabe, On square integrable martingales, Nagoya Math. J. 30, 209-24s, (1967)
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(fiir die erste Ungl. verwende (2.18) und die Beob., dass ax 2tba+cdie Losungen —5-~ i \/E mit D := b’ ~4ac
(»Diskriminante®) besitzt, wenn a > 0 so muss D < 0 sein, damit inf e {az? + b:L‘ + c} > 0 gilt; fiir die zweite

Ungl. verwende 2ab < a? + b?.

Demnach gibt es €y ¢ Q@ mit P(€2y) = 1 so dass fiir w € 2 gilt

flA(s)d| (M, N), flA(s)d +%/1A(s)d(N)s (A firalle A ¢ B(R),

d.h. als Mafle auf R, aufgefasst sind d|( M, N)| (und offensichtlich auch d(M), d(N')) absolut stetig
bezgl. dv.

Nach Satz von Radon-Nikodym ([Kl, Kor. 7.34]) gibt es (fiir w € €y) Dichten fM, fV, fMN
u > 0 so dass

t
VO<s<t: f My(du), ( f N v(du), (M,N)! = f FMNy(du).
Wegen (2.18) gilt fur v-f.a. s >0
VAeR : fM 4y oNfMN L \2fN > (2.20)

(zundchst fiir A € Q, da die linke S. als Funktion von A stetig ist, gilt die Aussage auch fur alle A € R).
Wihle \; (= As(w)) = 7|Ys|| X ™ 1(x, <0y (mity € R), also gilt f.s. (multipliziere (2.20) mit X2)

XZfM 4 2| XYL N +2Y2FN >0 firvfa s> 0undalley e R (2.21)

(Zunachst wieder fiir alle 7 € Q, dann Stetigkeitsargument) und (2.21) bleibt richtig, wenn man MN

durch [ £V ersetzt ((2.21) gilt fiir v und fiir —).

Integriere (2.21) mit v iiber (0, ¢]:
t t t

P-£is. gilt : \meR:[ de(M)s+27f ]XSYS|d|(M,N)|s+72f Y2d(N), >0,
0 0 0

ein ,Diskriminantenargument” wie oben liefert Beh. O

Satz 2.30 (Martingalcharakterisierung des stoch. Integrals (im £2-Fall)). Sez M € M$§, X € L(M).
Das stochastische Integral X o M ist das (bis anf Ununterscheidbarkeit) eindentige Martingal ® =
(P1) 120 € MS mit Py = 0 und

t
((I),N)t:f X, d(M,N), firallet>0 fs
0

fiir jedes N € M.
Beweis. Fur H, K € Lo, M, N € M giltf.s.

t
(H oMK oN), = f H,K,d(M,N),, t>0. (2.22)
0
(Ubung: Dazu geniigt es nach Kor. 2.17 zu zeigen, dass

fHdM deN 7] - fHK (M, N),

]
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f.s. firs <tgilt.)

Seien X, M, N wie in den Vor., zeige: @, := fo X dM ertiillt die Behauptung.
Wihle Lo 3 X, n € N mit [| X - X||£(p) —>n-oo 0 (gemifl Kor. 2.22).

Fixiere T' > 0, wihle Teilfolge X0 = X () mic [[7 | X = X2 d( M), —> 400 0 £5. (wegen

B[ [ X8 = X2 d(M),] — o0 0 ist dies mit Borel-Cantelli moglich).
Fir M, N € M gilt
(M, N)) < (KM, V) < (M)A N,
(verwende Satz 2.29 mit X =Y =1),also firt < T
[(fy; KB ad - [y X dM NY|* < (f; SO - X dM),(N),
= [(RO XA (N0 s

Mit (2.22) fiir H = XY =1

~ t __
(f; X dM, N, = f X® g, N,
0

t t
:f Xsd(M,N)s+f (X®  X,)d(M,N), fir0<t<T
0 0

Die linke Seite konvergiert n. obigem fiir k — oo f.s. gegen ( [; X dM, N'),, wegen

|/(X(’“) X,)d(M,N),

< [TIRO - x Jdl ),

<( [0 xramn.) " ()" =0

k—o0

(2.23)

(verwende Satz 2.29 fiir die zweite Ungleichung) konvergiert die rechte S. gegen fot X,d(M,N),.Da

T > 0 beliebig gewihlt werden kann, folgt die Beh.
Zur Eindeutigkeit: Habe ® € M ebenfalls die geforderten Eigenschaften, dann ist

_fXdM,N)tzo s.
0
tiir jedes N € M, insbesondere mit N, := 515 - fot X dM ist
: _ t
_/XdM>tEO f.s. = CI)t—f XdM=0 fs.
0 0

mit Beob. 2.27.

Korollar 2.31. Seien M, M e M5, X € L(M), X e L(M). Es gilt

n [ X dM, f X d3T), - f X, X, d(M, M), fiirallet > 0 fs.
0 0 0
2. SeiT’ eine Stoppzeit mit Xynp = )A(;MT, Mir = MATfIZ}" allet > 0 fs,, so gilt f.s.

tAT tAT

XdM = XdM, t>0.
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Bem. Aussage 2. verstirkt Kor. 2.28 — dort wurde nur der Integrand “gedndert”, nicht auch das M.

Beweis. 1. Mit Satz 2.30 ist
([ Xam ), = [ X.d(m, 5.,
0 tJo

(f XdM,f XdM>t=f Xsd(M,fO'XdM)S:f X, X, d(M, ),
0 0 0 0

2. Fir N e M ist
(M ~M,N)yr =0 fs.

(fiir eine Stopppzeit 7 ist stets (Mar ) = (M )iar, denn M2 - — (M )4, ist ein Martingal [verwende

optional stopping]).
' S T Kor. 2.28 ' ' T
([ xav- [ Xadtn), ==( [ Xav- [ xdilN),,,
. . . tAT tAT —
([ xamn), ([ XAWN), = [ XM N), - [ X AT N),
tAT .
- f X, d(M - M, N), =0,
0
Insbes. gilt fiir IV, = OtATXdM - OtAT)?dM: (Ni)iz0 € M§mit (N), = 0= N, = 0(fs.) gem.
Beob. 2.27. O]

2.4 Semimartingale, etc.

Vorbemerkung Die bisher entwickelte, auf £2-Argumente fuflende Integrationstheorie enthilt
noch ,listige” Integrierbarkeitsvoraussetzungen fiir die zuldssigen Integranden und Integratoren.

Betrachte folgendes Bsp.: M; = B; Standard-BB, (somit (M), = ), Y; = eaBt 10,1 (t) mit einem
a € R. Esist

t tAl 5 tAl 9 1 ) _— ’ £ 1 S 17
E[ f Y'SQ d(M)S] — f E[e2aBS] ds = f f 62041 = @ /(2s) d ds = 00 Oé( ) 1
0 0 0 R V27s <oo, a(tal)<i

=(2ms)~ Y2 exp ((204—1/(28))1’2)

t g2 o : . .

Insbesondere: [ e5:/> d By ist ein (von der bisher betrachteten Theorie erfasster) wohldefinierter sto-
. t 2 . . . .

chastischer Prozess, aber [ ¢5:/3 d B, = 77 existiert (bisher) nicht.

Wir beheben diese(s) Problem(e) durch ,Lokalisierung® mittels geeigneter Stoppfolgen.

Im Folgenden erfiille der zugrundeliegende W’raum stets die iiblichen Bedingungen, vgl. Def. 2.2.

Definition 2.32. Ein stetiger adaptierter Prozess (M, )50 heifSt ein (stetiges) lokales Martingal, wenn
es eine Folge von Stoppzeiten 77 < T3 < --- mit T}, — oo fis. gibt, so dass (M1, )0 € MS fiir
jedes n € N. Die Folge (75, ) nen heift (eine) lokalisierende Stopp(zeiten)folge (auch: eine reduzierende
Stopppfolge).

Wir schreiben
ine = {M : M stetiges lokales Martingal }.

loc
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Bemerkung 2.33. Sei M € M¢ mitlokalisierender Stoppfolge (7},) und My = 0. Wir kdnnen stets

loc
annehmen, dass 7;, und M7n := (Mj,1, )i»0 beschrinkt sind.

Beweis. T, =T, A n ist ebenfalls lokalisierende Stoppfolge.
Sm i=1nf{t > 0: | M| > m} ist Stoppzeit, es gilt S,,, 7 oo (Stetigkeit der Pfade) und | My, g, | <

Zeige: (Myns,, )i=0 ist Martingal. Sei 0 < s < ¢, A € Fy
E[Mins, 1a] = lim E[Mins,,n7,1a] = lim E[Myus,, a7, 1a] = E[Mops,, La],

wobei wir fiir das erste und das dritte Gleichheitszeichen dominierte Konvergenz und fiir das zweite
Gleichheitszeichen optional sampling (fiir (M..7, ) € M$) verwendet haben. [

Bemerkung 2.34. M§ c Mj  (und generell M stetiges Martingal mit My = 0 = M € MJ

loc

). Im
Allgemeinen braucht ein lokales Martingal allerdings kein Martingal zu sein.

Fiir ein einfaches Beispiel betrachte (By):»0 Standard-Brownsche Bewegung, Z eine davon un-
abhingige, Fy-messbare reelle ZV mit E[|Z|] = co. Dann ist M, := Z B, t > 0 ein lokales Martingal,
wegen E[|M]] = oo fiir ¢ > 0 aber kein (,echtes) Martingal.

Lemma 2.35 (,lokale Version® von Satz 2.8). Sez M € M, mit f.s. endlicher Totalvariation auf [0, t]
fiirallet > 0 und My = 0. Dann gilt M, = 0 f.s.

Beweis. Sei (T,),, lokalisierende Stoppfolge. (M;ar,, )+ ist stetiges Martingal mit endlicher Totalva-
riation = M7, = 0 nach Satz 2.8. Wegen T}, — oo f.s. gilt also M, = 0 fis. O

Satz und Definition 2.36 (,lokale Version“ von Satz 2.12 / Def. 2.16 / Kor. 2.17). Zu M € MS

loc

gibt es einen (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindentigen adaptierten Progess (M) = ((M)y)is0 mit
stetigen, nicht-fallenden Pfaden, (M ) = 0 und

(M2 -0 (M), € M

c
t>0 loc*

(M) beifSt die quadratische Variation von M.
Fiir jede Stoppzeit T, MT := (Mynr)is0 gilt (M) = (M )enr (= (M)F).
Fiir M, N € M, ist

1 1
(M, N}, := Z(M+N)t—1<M—N>t
(die quadratische Kovariation von M und N)der (bis anf Ununterscheidbarkeit) eindeutige adaptierte

Prozess mit stetigen Pfaden von (lokal) endlicher Totalvariation mit (M, N)o = 0 und

(MyN; = MyNo - (M, N),),., € M;,

loc*

Beweis. Eindeutigkeit bis auf Ununterscheidbarkeit folgt mit Lemma 2..35, analog zum Beweis von
Satz 2.12.

Sei (T7,)n lokalisierende Stoppfolge fiir M. Fiirm > n ist
2
(Mg\r%n) - <MTm )t/\Tn = ME/\Tn - (MTm)t/\Tm t>0
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ein Martingal (optional stopping) und ebenso (M2, (M7 )1, ), , (setze obenm = n). Somitist
((M TN, = (MTe ), )t> , €in Martingal, besitzt n. Konstr. Pfade von (lokal) endlicher Variation

= f.s. gilt (mit Satz 2.8)
VYm>n, Vt<T, : (M™), =(M™),. (2.24)

Demnach ist
(M), := (M™), fart < T,

wohldefiniert (mit Setzung (M ); = 0 auf dem Nullereignis, dass (2.24) nicht gilt, (M) ist adaptiert,
hat stetige, nicht-fallende Pfade und (M), = 0. Nach Konstruktion ist (bis auf Ununterscheidbar-
keit)

(M7, = Mg ~(M"")x1, ) = (M, = Mg~ (M )inr,)

>0

d.h. (M? - Mg — (M),); ist lokales Martingal.

Cc
e M,

t>0

Zur ,Polarisierungsformel® fiir die quadratische Kovariation beachte:

Sei (T5,),, lokalisierende Stoppfolge fiir M, (.S, ), lokalisierende Stoppfolge fiir N, o.E. seien M Tr,
N beschrinkt (vgl. Bem. 2.33), dann kann R,, := T, A S,, als lokalisierende Stoppfolge fiir M und

N gemeinsam verwendet werden.

]

Definition 2.37. Fiir M € M, sei P(M) die Menge aller progressiv messbaren Y = (Y} )50 mit
: T
%EEP([O YZd(M); <o) =1

dies ersetzt/erginzt Def. 2.19 aus dem £2-Fall).
g

Sei M € M¢,  mitlokalisierender Stoppfolge (7},)n, Y € P(M),
t
Sp =n Ainf {t >0: [ Y2d(M),; > n} (ist beschr. Stoppzeit),
0

Sy < Spi1 <-und S, A oo 00, setze

R, =5, AT, (ist eine beschr. Stoppzeit),
M = Mg, Y™ = Yilgen,y, 120,

dann gilt M € MSund Y (™ e L(M),d.h. fot Y;(n) d]\/[égn) ist wohldefiniert (nach Satz 2.24). Mit
Kor. 2.31, 2. giltfis.

"y g _ [Ty g rom)
firallem > n : f Y™ ap :f Y™ ami™ fir0<t < R, (2.25)
0 0
d.h.
t t
(Y o M), = f Y dM = f Y aM™ fir0<t< R, (2.26)
0 0
(mit Setzung = 0 auf dem Nullereignis, dass (2.25) nicht gilt) ist wohldefiniert.
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Esgilt Y e M € M{ (denn Y(™) o M e MS fiir jedes n), die Definition hingt (bis auf
Ununterscheidbarkeit) nicht von der lokalisierenden Stoppfolge (75,) ab: Sei (7)) eine weitere loka-
lisierenden Stoppfolge, I’ = (I):0 obiger Prozess mit T anstelle von 7, so gilt I] = fot Y dM fiir
0<t<T,AT]undjedesn,d.h. I’ =Y e M.

Der Prozess in (2.26) heifSt das stochastische Integral von'Y (€ P(M)) beztiglich M (e M ).

Proposition 2.38 (,lokale Version“ von Prop. 2.25). Sez M e M¢ , XY e P(M)

loc

Ly XdM =0

2. Fira,beRist
t t t
/aX5+bYSdMS:a[ XSdMS+bf Y. dM,, t>0
0 0 0

: : t
5 | f X dM, f Y dN), = f XY, d{M,N), (fir X e P(M),Y € P(N)) bis auf Uniun-
0 0 0
terscheidbarkeit, insbesondere < Jo X dM )t = fot X2d(M),.

4. T eine Stoppzeit, )?t = Xy Lyer, s0 gilt fs.
tAT t __
/ XdM:f XdM, t>0.
0 0

¢ » X € P(M). Das stochastische In-
tegral X o M ist das (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindentige stetige lokale Martingal ® = (®y) 0 €

Proposition 2.39 (,lokale Version® von Satz 2.30). Sez M € MY

Mfoc mit
¢
(@,N)t:/ X, d(M,N), firallet>0 fs
0
fiir jedes N € M, .

Definition 2.40. Ein stochastischer Prozess (X;) heifit ein (stetiges) Semimartingal, wenn er eine

Zerlegung der Form
Xt:Xo‘i‘Mt“rAt, t>0

besitzt, wobei M = (M;)50 € M§, . und A = (A;)0 ein adaptierter Prozess mit stetigen Pfaden
von lokal endlicher Variation und Ay = 0.
(Die Zerlegung ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit: X = X + M, + Ay, soist Ay — A, =

M, — M, ein stetiges lokales Martingal mit Pfaden von lokal endlicher Variation = A; = Avt, M, = Mt
f.s. gem. Lemma 2.35.)

Wir setzen
P(X)=P(M)n{Y :P(J, [Vi|dAl;<o00)=1Vt>0}
t t
= {Y progressiv m.b., f Y| d|Als < oo, f Y2d(M)s<oofs. Vt> 0}
0 0
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(wobei | Al; = SUPyey SUDg_ty <ty <..cty =t > A, = Ay, t > 0 der Totalvariationsprozess von A ist,
vgl. (2.17)) und definieren fir Y € P(X) das stochastische Integral

t t t
(Y.X)t::f YdX::f y;dMs+f Y,dA,, t>0
0 0 0

(wobei fot Y dM ein Integral gemif3 Def. 2.37, fot Y, d A, ein (realisierungsweises) Lebesgue-Stieltjes-
Integral ist).
Wir setzen

(X)::=(M); (die quadratische Variation von X)

und fiir ein stetiges Semimartingal X mit Zerlegung Xt = XO + ]\’Z + Zt
(X, X )= (M, M), (die quadratische Kovariation von X und X).
Beobachtung 2.41. Ser X Semimartingal.

LY € P(X),s0istY o X ist selbst ein Semimartingal (denn [;Y dM ist lokales Martingal,
[ Y dA bat lokal endliche Variation).

2. Y progressiv m.b. mit sup,.q |Yy| < 00 fs. fiir jedes T > 0, s0ist Y € P(X). Dies gilt insbeson-
dere, wenn'Y stetige Pfade besitzt.

3. Die Eigenschaften aus Prop. 2.38 gelten auch fiir das Integral beziiglich Semimartingalen.

Satz 2.42 (,,dominierte Konvergenz fiir das stochastische Integral®). X stetiges Semimartingal, (K, t(n) )20, (K¢)is0
progressiv messbar und lokal beschrinkt (d.h. sup,, |Kt(n)|, SUP,o | Kt < 00 fis. Vit >0, n € N)und

es gelte (f.5.)
Vot |[K| <K, sowie K™ —0 fiirallet>0.

Dann gilt fiir alle T > 0

0 (2.27)

t
sup | ./(; KM dX,

t<T

(d.h. K™ o X konvergiert (P-)stochastisch lokal gleichmdiffig gegen 0).

Beweis. Sei X; = Xy + M, + A; die kanonische Zerlegung , T" > 0.
Firt < T'ist

t t T
| [ r@anls [EO1aa, s [OED AL 0 s
0 0 0 n—00

(verwende — realisierungsweise — den Satz von der dominierten Konvergenz).

Nehme zunichst an, dass

MeM§ und sup|Ki <c fiireince[0,00),
>0
dann gilt
(KM M) e My mie ([E™aM) = [ (kD2 am
fo s s tZOE 2 mit f() s S/t 0 ( s ) < >5
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nach Satz 2.24 und Prop. 2.25, 4. Fiire > O ist

IP’( sup ’ [01; KM dM,

t<T

>e) < gm[( Jo & dn)’

TR
- gIE[[O (k)2 d(M),| — 0,

n— 00

wobei wir in der ersten Zeile die Doobsche LZ—Ungleichung und in der zweiten Zeile dominierte
Konvergenz fiir das Mafd ji(A) := ]E[ fOT 14(w,s) d(M)S] (fiir progressiv messbares A ¢ 2x[0,7'])
verwendet haben, d.h. (2.27) gilt in diesem Fall.

Allgemeiner Fall (M € M¢ ) : Sei T,,, m € N lokalisierende Stoppfolge fiir M,
T = Ty AmAIRE{t > 0: |My| >m} Ainf{t >0: K; >m}
(es gilt 7,,, 7 oo fiirm — oo fs.),
M = My, K™ = K 1er, .

tir jedes m € Nund ¢ < 7,y, ist

fth) IM - fth,m) a0
0 0

n—o0

(nach Satz 2.24: M (™) € Mg und [|[K ™| 2 1smyy = 0 mit 1 = o). O

Korollar 2.43. Seien A = {t(()n), tgn),tgn), ...}JcR,, 0= t(()n) < tin) < tén) <o it B A o
oo, n € N Partitionen mit sup,, .y |t§:f ) _ t£)1)1| —noseo U, X Semimartingal, K linksstetiger, adap-
tierter, lokal beschrinkter Prozess. Dann gilt

t
Z Ktﬁfl’}l(Xt/\tS,’Z) - Xt/\tﬁ,?fl) e fo K dX  lokal gleichmiifSig P-stochastisch. (2.28)

meN

Beweis. Nehme zunichst an, dass sup,, | K;| < ¢ fiirein ¢ € [0, 00) und (0.E.) dass Ky = 0. Setze
Kt(n) = Tzn: Ktxlzl 1(t£:;)1,t$:)](t)’

K® e Ly und
K™ — K, firallet >0

(realisierungsweise, denn K hat linksstetige Pfade). Die linke Seite in (2.28) ist gleich fot KM dXx
(nach Definition), die Beh. folgt dann mit Satz 2.42.

Fiir den allgemeinen Fall lokalisiere wie im Beweis von Satz 2.42. O

Satz 2.44. X stetiges Semimartingal, V € P(X), Y := fo V dX, U progressiv messbar. Dann gilt
UeP(Y) gdw (UV;)oeP(X)

t t
f Usdyff UV, dX..
0 0
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Beweis. Sei Xy = Xy + M, + A, die kanonische Zerlegung,
t t
Vi [ Vead,+ [ Vida =y +v®
0 0

mit YD € MS , Y@ hat (lokal endlichen) Totalvariationsprozess [ [Va| d|Al,.
Esist U e P(Y') g.d.w.

t t
/ U2d(y M), Pmpz'z'asf U2V2d(X), < oo fs.fiirallet >0
0 0
t t
und f |Us|d|Y(2)|S=f UL|[Vi| d|A], < oo £s. firalle t > 0,
0 0

asoU e P(Y) «— UV e P(X).

t 9 t
f USdY;()zf UV, dA,
0 0

(dies gilt stets fur Lebesgue-Stieltjes-Integrale, vV ® ise Verteilungsfunktion des [signierten] Mafes
Vs dA; Multiplikation von Dichten).

Sei N € Mj , esist (mit Prop. 2.39)

Es gilt

([ 0N, = [(way Ny, = [Cuvian N, =( [ vy, N,
0 0 0 0

also (wiederum mit Prop. 2.39)

t t
/ UdY(l):/ UV dM.
0 0

2.5 Ito-Formel (und einige Anwendungen)

Proposition 2.45 (Partielle Integration fiir stochastische Integrale). XY stetige Semimartingale,
dann gilt (f.s.)

Xth—XOYO=fOtXSdYS+[OtYSdXS+(X,Y)t, >0, (2.29)
insbesondere
X2_X2=2 fOth dX,+(X), t>0. (230)
Beweis. Sei M € MS$, zeige

t
‘]\4152_]\45:2‘/0 Mdes+<M)ta 20
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. Im Beweis von Satz 2.12 hatten wir geschrieben

=2 M, (M~ M) + 5 (0, g =M, o) £ A

k>1 Tkl I k>1 kel

mit Stoppzeitenfolgen

(n) =0, M = inf {t > T(n) | M, - Mr(”" = 2‘”}, k,neN
k

k+1 "

und I(n) fo H(n) dM, mit H( " - =Y M (n)l( ) () (t) und hatten eine Teilfolge n; # oo

gewihlt mit

sup |A§nj) —(M);| —0 fs. firalleT >0
t<T Jj—o0

sowie fiir ein ([} )50 € M : Sup |[(n”) I;]— 0 fs. fiiralleT > 0.
j—oo

Nach Konstruktion gilt
Vt>0: H™ - M, (M hat stetige Pfade)

und
\H™)| < suP|Ms| = K,
s<

mit Satz 2.42 also

(n) [ H™ dM, — M dM,  (IP-)stochastisch lokal gleichmifig

n—oo

=1, = fot M, dM;, d.h. (2.30) gilt in diesem Fall.

Sei (A;) adaptiert mit stetigen Pfaden von lokal endlicher Totalvariation, Ag = 0:

2/AdA _2[ fdA )aa, —zf 1(ues dA, dA,
- Ay dA, = f A,) = A2,
f(wd a=( [ ) -

d.h. (2.30) gilt fiir X = A (denn (A) = 0).

t t
Es gilt M, A, —~ MyAg = [ M, dA, + / AydM, :
0 0

Sei t,(cn) = 2% A1, k € Np, mit partieller Summation ist

MyA, - MoAg =), M(n)(Atim - (n)) Z A ) (M<n> - M(n))

N—— k>1

== Jo MsdA, = Jo AsdM,
realisierungsweise (P-)stoch. lokal gleichm. mit Satz 2.42
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Somit

(M, + A" = (Mo + Ay )" = M2 = M2 + A2+ 2M, A,

=0

t t t t
=2f Mdes+(M)t+2/ ASdAs+2f MSdAS+2f Ay dM,,
0 0 0 0

d.h. (2.30) gilefur X = M + A.

Der allgemeine Fall folgt daraus durch Lokalisierung: (2.30) gilt fiir X' = M7~ + AT, wo (T5,)
lokalisierende Stoppfolge.

(2.29) folgt aus (2.30) durch Polarisierung:

1 1 1 1
XYi - XoYo = (X + 1) - (X0 +Y0) = (- 0)" + (X - o)’

:%(2f0t(X+Y)d(X+Y)+(X+Y)t—2f0t(X—Y)d(X—Y)—(X—Y)t)

t t
:f XdY+/ Y dX +(X,Y),.
0 0

Satz 2.46 (It6*-Formel). X stetiges Semimartingal, f € C?(R), so gilt

0= 100+ [ peyaxes s [T ax), e20 (231)
(insbes. ist ( f (X))o wiederum ein Semimartingal).

Bemerkung 2.47. 1. DerTerm 5 fot f"(X,) d(X)s kommtin der klassischen Kettenregel nicht
vor, dies ist der sog. Ito-Korrekturterm.

2. Intuitiv kann man die It6-Formel durch Taylorentwicklung bis zur 2. Ordnung einsehen:

f(Xt+h) - f(Xt) N f,(Xt) (Xt+h - Xt) +%f”(Xt) (Xt+h - Xt)2 .
———— ———
~dX, ~ d(X),

(Man kann dies auch zu einem ,wasserdichten Beweis ausbauen, wir folgen unten allerdings
einem etwas eleganteren Weg.)

Beweis von Satz 2.46. Sei A := {f € C?(R) : (2.31) gilt fiir f}, offenbar ist A ein (R-)Vektorraum,
f(z) =1und f(x) = x liegen in A. Zeige

fige A = fgeA

*Kiyoshi It6, 1915—2008; Stochastic integral. Proc. Imp. Acad. Tokyo 2o, 519-524, (1944)
[It5, 1944; Kunita-Watanabe 1967 f. d. allg. Falll
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S JO0) = SO+ [P ax, 5 [ agx),
Gu=g(X) = g(X0)+ [ f(X)axe+ 5 [ () dx).

sind (n. Vor.) stetige Semimartingale, also

(f9)(Xs) = (f9)(Xo) = FiG; — FoGo f F,dG, +[ G,dF, + (F,G),

Prop 2.45

sa;% Atf(Xs)gl(XS)dXS + ftf(XS)—g”(Xs)d<X)s

e [laxareyax.s [Cg(x)L e ax). s [0 () dix),
= [Cud P ax, e [ v 2rg 19 () diX),

[ ——
=(fg)’ =(fg)"

Insbesondere enthilt A alle Polynome.

Sei f € C2(R) bel. (und 0.E. £(0) = 0, f’(0) = 0, sonst ersetze durch f(z) = f(x) - £(0) -

xf'(0)), nach Weierstrafy’schem Approxmimationssatz gibt es Polynome p,, () mit

|
sup [f"(x) = pu(w)| < —, neN.

lz|<n

Zweimaliges Aufintegrieren liefert Polynome f,, mit

n € N.

S

sup {|£(2) = fu(@)| Vv |f'(2) = fo(@)| v () - F@)|} < =

|z|<n

Sei X; = X + M, + A; die kanonische Zerlegung

[Freanss [Creoa, — [ reaaass [Treodx),

n—oo

(realisierungsweise, verwende dominierte Konvergenz).
Sei 7. :=inf{t > 0: | Xy > ¢} (/ oo fiir ¢ > o0), es gilt

tATe tATe
Veso f FLUXS) dM, — f F1(X,) dM, (232)
0 n—c0 Jo

(IP-)stoch. lokal gleichm. mit Satz 2.42, also auch fot I Xs) dMg—> 100 fot f'(Xs) dMj ((P-)stoch.
lokal gleichm.). Dies zeigt die Beh., denn die Itd-Formel (2.31) gilt fiir jedes f,. ]

Definition 2.48. Ein stochastischer Prozess X = (XM ... X(@) mit Werten in R? heifit ein
d-dimensionales (vektorwertiges) stetiges Semimartingal (bzw. d-dimensionales lokales Martingal),
wenn jeder Koordinatenprozess X () ein stetiges Semimartingal (bzw. ein lokales Martingal) ist.

Ein Prozess X mit Werten in C heif$t ein (komplexwertiges) Semimartingal (bzw. lokales Martin-

gal), wenn dies fiir Re(X') und Im (X)) gilt.
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Satz 2.49 (d-dim. Itd-Formel). X = (XM, ..., X (D) d-dimensionales stetiges Semimartingal, [ €
C?(R4,R). Dann gilt

F(X) = f(X )+i/tif(x )dXD) 4 = / FX)AUXD, XBY, >0
v 0 j=1 0 8Ij ® s ]k:l c%ﬁxk -
(2.33)

Beweis. Sei A= {f € C%(R) : (2.33) gilt fiir f}, offenbar ist A ein (R-)Vektorraum, f(x) = 1 liegt
in A. Zeige

feAle{l,....d} = g(zW, .. 2@D)=2Of(D . 2@)liegtin A (2.34)
Sei F} := f(X;), dann ist

t t
9(X0) = g(X0) =X F - XOOR " [T xOar+ [ FaxO+ (£xO),
0 0

d t d t 2
) / O 9 v yax® L / xO_ " e ax®. xm
]Z: 0 s axjf( S) S +2j§1 0 s axjaxkf( S) ( ’ >3

+ ftf(XS)dXs@

+ Z [ —f(X )d{XD, XO),

d 0
= 9(X,)d XU>+— Z
j=1

0 835] 2% (%Jaxk

X)X D, X ),

wobei wir in (*) die Voraussetzung f € A und Satz 2.44 verwendet haben, um fot X bge) dF, umzu-
formen sowie Prop. 2.25 / Prop. 2.38, um ( F, X ()), auszurechnen. Fiir die letzte Gleichung beachte

%g(x) = I“)if(fv) +0¢;.f (),

" 20 dxjaxk f(x), 04k}
g(@) =1 2OZ5—f(2) + 52 f(x), (=j+k
axjﬁxk , L30Tk
()axaxk (:L’)+2 f(x) l=j5=k
0 O 10 4 Gy (0) B ).
Demnach gilt (2.34), somit enthilt A alle Polynome in (), ... 2:(#), der Rest des Beweises verliuft
analog zum eindimensionalen Fall in Satz 2.46. O

Korollar 2.50 (zeitabhingige It6-Formel). Sez f € C*1(R x R, ,R) (d.h. f(x,t) ist zweimal stetig
nach v und einmal stetig nach t differenzierbar), X stetiges Semimartingal, dann gilt

F(X0t) - f(Xo,0) = f —f(Xs,s)dXJr[ f(Xs,s)ds+2 taaZ F(X,,5) d(X),.

(2.33)
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Beweis. (Xt(l),Xt(z)) i= (X, ) ist ein 2-dim. Semimartingal, (X, X)), = 0. Nach Satz 2.49
gilt (2.35), wenn f € C%2(R x R,,R). Die 2. Ableitung nach ¢ kommt in der Formel nicht vor, das
Approximationsargument wie im Beweis von Satz 2.46 / Satz 2.49 greift. O

Beobachtung 2.51. Sei f € CPH R xR, R) (oder auch f € C*H (R xR,,C)) mit 2ax2f($ y) +
f(x y) = 0. Fiir M € M§ st (f(Mt,( ) )) e M, insbesondere ist fiir A € C

loc
1
Zy = exp (AM; - 5)\2<M)t), t>0 ein lokales Martingal.

Fiir A = 1 beifst Zy = eMi~(M)e/2 g4 Doléans(-Dade)-Exponential> von M, es gilt 7y = 1+f0t ZsdM.,.

Beweis. Mit Kor. 2.50 ist

FOM ) = FO, 0) + [ FOUL (01),) M, +0

ein lokales Martingal (denn es ist ein stochastisches Integral beztiglich eines lokalen Martingals).
f(x,y) = exp(Ax - %)\Qy) erfiillt aa—;gf = A2exp(Ax - %/\Qy), a%f = —%)\2 exp(Azx - %)\Qy).
O

Erinnerung (vgl. Def. 11). B = (BW, ..., B®) ist d-dim. (Standard-)Brownbewegung, wenn
BMW ... B y.a. eindimensionale (Standard-)Brownbewegungen sind.
(Aquivalent: By = 0, B hatstetige Pfade und unabhingige Zuwichse, B,— B; ~ N (0, (t-s)I).)

Definition 2.52. (G ) Filtration, ein stetiger R%-wertiger Prozess B heif$t (G;)»0-Brownsche Be-

wegung, wenn er (G, );o-adaptiert ist und es gilt
VO<s<t: B;- Bgistua.vonG,und N (0, (t — s)I)-verteilt.

Beobachtung 2.53. B = (BW, ..., B) d-dim. Brownbewegung, so ist B ein d-dim. Martingal
mit (BW, B®)), = §;.t.

Satz 2.54 (Lévys Charakterisierung der BB). Ser X stetiger adaptierter Prozess mit Werten in RY,
Xo = 0. Dann sind dquivalent:

X ist (Fi)-Brownsche Bewegung (2.36)
und

X ist lokales (F;)-Martingal und fiir j, k= 1,... dist (XD X8, =5, >0 (£s.) (237)

Beweis. (2.36) = (2.37) : ¥'nach Beob. 2.53

(237) = (236) : Seiv = (g, ..., ag) € RE My = v+ Xy (= olet(l) +-~~+odet(d)) ist stetiges lokales
Martingal, (M), = ¥4, ajar (XD, X*)), = ||a|, also ist (mit Beob. 2.51)

Zy=exp(ia-X;+ &oll*t)

>nach Catherine Doléans-Dade, 1942—2004
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(mit 7 = \/~1) ein lokales Martingal, wegen sup, .| Z;| < el*I’T/2 < oo ist Z ein Martingal.
Demnach fiir 0 < s < ¢, Y beschr., Fs-m.b. ZVe

0=E[(Z - 2,)Y] = E[(em-(xrxm%Han?(t—s) _ 1)€m-x5+%nau2sy]
Wihle Y := 1A67"°"XS’%”‘Y”25 mit A € F, =
E[eic(Xi-X01 ] = ¢ 2lel -9 1 ,] = el (-)p( 1)
= (da dies fiir alle o« € R%, A € F; gilt)
X, - X istua.von F, und X; - X, ~ N(0, (t - 5)I).

O

Satz 2.s5 (Dambis, Dubins, Schwarz#). (2, o7, (F,),P) filtrierter Wraum, der den iiblichen Be-
dingungen geniigt.) Sei M € M§, mit (M), 7 oo fs., fiirt > 0 serze

loc
m=inf{u>0: (M), >t}, Hy:=F,, By:=»M,

((7¢)¢ ist die rechtsstetige verallgemeinerte Inverse von (M )).

Dann ist (By) eine (H)-Brownsche Bewegunyg, fiir s > 0 ist (M ) s eine (H,)-Stopppzeit und M, =
B(M)t: t> ij

Beweis. M., ist (F,, = H;)-messbar = B ist adaptiert (bzgl.(H;))

Zeige:
fiir s < t gile {(M)s = (M)} € {M, = M, Vue[s,t]} fs. (2.38)

nehme dazu zunichstan, dass M € MG, beseitige die Annahme schlieflich via Lokalisierung (Ubung).

Firq e Q. sei S, :=inf{u>q: (M), > (M),}, firr e Q,r > gist

B[M3,., ~ (M50 | 5] = 202 - 01),

q

,also

]E[(qu/\r - *qu)2 ‘}—q] = E[M,g'q/\r - M2 - <M>Sq/\7" + (M>q ‘f‘Z] = 0’

q

=0 n. Def.
somit

P( ) (M= Ms,u}) =1,

reQ, r>q
was zusammen mit Pfadstetigkeit von M (2.38) zeigt. Demnach ist ¢ — B, f.s. stetig.
Zeige:
(B;) und (B? - t) sind lokale Martingale (bzgl. (H,)). (2.39)

*K.E. Dambis, On decomposition of continuous submartingales. Teor. Verojatn. i Primenen 10, 438—448, (1965); Le-
ster E. Dubins, Gideon Schwarz, On continuous martingales. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 53, 913—916, (1965).
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Sei T,, :=inf{t > 0: |My| >n}, U, := (M)g,,n €N, also
Tiav, =inf{u>0: (M), >t AU} =T, ATy

und
. Tn
Bt/\Un = MTn/\‘rt =M

Tt

U, ist (H;)-Stoppzeit, denn {U,, <t} = {T}, < 1, } € F;, = H,.
Sei s < t:

E[Biw, |Hs] = E[MI | F.] = ME = By, fs.

T

E[B} .y, -~ (t AU [Ho] =E[(MI)* = (£ A (M)1,) |F.,]
=(M)r,

[ S —
=(M) a1y, =(M T )7,

= (MTI;")2 - (MTn)Ts = By, — (S A Un)

d.h. (2.39) gilt mit lokalisierender Stoppfolge (U,,),, (wegen T;, /oo 00 und (M); /4-c0 00 gilt
auch U,, /' o).

Mit Lévys Charakterisierung der BB (Satz 2.54) folgt:
(By) ist (H;)-Brownsche Bewegung.

Weiter ist {(M); <u} = {1, >t} € F,, = Hy, d.h. (M), ist (H;)-Stoppzeit.
SchlieRlich:

O

Bemerkung 2.56. 1. Esgibt eine d-dimensionale Version von Satz 2.55: M = (MM, ... M (D)
d-dim. lokales Martingal mit (M (D), # oo und (M), M) = 0 fs. fiir j # k. Setze Tt(J) =
inf{u>0: (M), >t} soist

€Y (d) -
(M%m, s M )., d-dim.BB
Wenn (M) = .. = (M(®), so kann M als Zeittransformation einer d-dimensionalen BB
dargestellt werden.

2. Falls (in der Sit. von Satz 2.55) P({M)o < 00) > 0, so kann man sich durch ,Ankleben einer
unabhingigen Fortsetzung® immer noch eine auf ganz R, definierte BB beschaffen:

Es gilt

{(M)<>o < oo} c {tlim M, existiert} fs. (2.40)
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Dazu beobachte

X e M§,, mit X, =0, E[(X),] < 00
= (Xf - (X)S) ist Martingal (und insbes. ist (X )o<s<; £7-beschr. Mart.) (2.41)

0<s<t

denn sei 0, n € N gemeinsame lokalisierende Stoppfolge fiir X und X2 - (X) (= 2 [, X dX)
so ist

(E[{X)ino,] = ) E[X2,, ] <E[ sup X?] <4E[XZ, ]=4E[(X).,]

S<tAop

(wobei wir fiir das zweite Ungleichungszeichen die Doob-Ungleichung verwendet haben), mit

n — oo und monotoner Konvergenz folgt
(B[x)] < ) E[sup 7] < 4E[(X),] < oo,

was (2.41) beweist, da Y := (X'); + sup,., X? eine integrierbare Majorante bildet.

Zu (2.40): (Minr, )i>0 ist Martingal mit

supE[(MtMn)z] = supE[(M)tMn] <n

t>0 t>0

(nach Def. von 7, aus Satz 2.55), demnach gilt mit (2.41)

tlirn My, = M, existiert f.s.  (und ist offenbar = M, auf {7, = 00 }),

somit N
U{m =00} c {tllm M, existiert}
n=1 —0o0

d.h. (2.41) gilt.

Sei (s ) s20 eine Brownbewegung, u.a. von o (M;,t > 0), dann ist

5. M., t < (M),
t =
Mo + Bio(ityess 2 (M)oo

eine Brownsche Bewegung.

. Man kann Satz 2.55 verwenden, um f.s.-Pfadeigenschaften der Brownschen Bewegung auf all-

gemeinere stetige lokale Martingale zu tibertragen.

Satz 2.57 (BDG-Ungleichungs). Fiirp > 0 gibt esc, € (0, 00), 50 dass fiir jedes M € M§ mit My =0

LR[((M),)"] < B[(M7 )] < B[ ((M))""] 20, (2.42)

Cp

wobei M} = supg. 4., Ms.

SVerschiedene Arbeiten dazu von Donald L. Burkholder, Burgess Davis und Richard F. Gundy, insbesondere Inte-

gral inequalities for convex functions of operators on martingales. Proceedings of the Sixth Berkeley Symposium on Ma-

thematical Statistics and Probability (Univ. California, Berkeley, 1970/1971), Vol. II: Probability theory, pp. 223—240. Univ.

California Press, Berkeley, 1972.
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Beobachtung 2.58. N € M¢ mit Ny = 0,a <0< b ol :=inf{lu >0: N, = 2} At, N} :=

loc

SUp,; Ns, 50 gilt
P(ol < o) < ——P(N; > 0).
b-a
Beweis. Optional sampling (( IV, Aot Aot )ss0 ist beschrinke) liefert
0 =B[Nyt ot | > aP(of, < a7, N > 0) + bP(0} < o)
= aP(N; > 0) —aP(o} < o.) + bP(o} < ot)
(beachte dass { N} = 0} ¢ { N, = 0 fiir s < t} f.s. mit Satz 2.55 und der entsprechenden Eigenschaft
der BB, nimlich inf{¢t > 0: B; <0} =inf{¢t > 0: B; > 0} = 0 f.s. bei Start in By = 0).

Demnach

(—a)P(N; >0) > (b-a)P(o} < at).

Beweis von Satz 2.57. Wir nehmen (zunichst) an,
dass M und (M) beschrinkt sind

(man beseitigt diese Annahme schlieflich via optionales stoppen, Ubung).

Seip>0,7>0,7 :=inf{t>0: M?=r},

M] = My~ My, Nypo= (M) =(M"),  (M’,N € M, mic My = N, = 0).

loc

Fiir c € (0,27P) ist

IP’((.M:)2 >4r) -P((M); > cr) < IP’((]W[)2 > 4r, (M), < cr)

< ]P’(Nt* >r —cr,inf N > —cr)
(Def. von N) s<t

< cP(N; > 0) < P((M;) 2 7)

wobei wir in der dritten Zeile Beob. 2.58 mit a = —cr, b = r — ¢r verwendet haben, also

[oo %r%flp((Mt*)Q > 4r) dr — foo grgfl]P’((M)t > cr) dr

0 0

<c | CoE (M) 2 r)dr = B[ (M7))"] = B[ (a57)"].

(wir haben & = 21/ <> 1 = 22/4, also dr /dx = jx substituiert) und

[)oo Lre 1 P((M), > cr)dr = ¢ P2 /000 LriIP((M), > @) dx = ¢ PPE[((M),)P?]
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(wir haben ¢r = x substituiert), demnach
(27 - )| (M; )] < PPR[((M))2],

~p/2

d.h. die rechte Ungleichung in (2.42) gilt fiir ¢, > 5——.
Setze nun 7, := inf{t > 0: (M), = r}, dann M’, N wie oben, wihle ¢ € (0,27272).
P((M), > 2r) =P((M;)?* > er) <P((M), > 2r, (M;)* < cr)
< ]P’(Nt* < der, Hg N < 4der - r)

(%) —4er . (%)
< P(inf N, <0) " ="4cP(7, <t) =4cP({(M), >
(der —r) —der (lsrslt ) (7 <t) = 4cP((M): > 7)

wobei wir in (*) Beob. 2.58 auf — N angewendet haben und in (*x) Satz 2.55 / Bem. 2.56, 3. (und die
entsprechende Eigenschaft der Brownbewegung).
Multipliziere mit grg_l, integriere 7 iiber [0, 00), erhalte wie oben

2PPE[((M),)7/?] - c—p/2E[(M;)p] < AR[((M),)"?],

d.h.
(277 ~40)B[ ()] < 7B (147 )')
die linke Ungleichung in (2.42) gilt fiir ¢, > %.

[]
Korollar 2.s9. M € M§ _mit E[|Mo|] + E[(M)tl/z] < oo fiirallet > 0, so ist M ein Martingal.

loc
Wenn sogar E[(M )iéQ] < 00, s0 ist M gleichgradig integrierbar.
(und: wenn E[(M)t] < oo fiirallet >0, so ist M € MS.)

2.6 Brownsche Bewegung und harmonische Funktionen

Sei (B;)ss0 d-dim. BB, unter P, in By = 2 € R9 startend, U ¢ R¢ Gebiet (d.h. offen und zusam-
menhingend),
Ty =inf{t > 0: B; ¢ U} (die Austrittszeit aus U).

Bemerkung 2.60. U beschrinke, soist E,[7/] < o0, insbesondere ist P, (717 < 00) = 1 fiir alle .

Beweis. d=1:U = (-a,b)>x =0,s0ist Eg[ 7] = ab < oo,

mit Verschiebungsinvarianz =
E, [T(a,b)] = EO[T(a—z,b—a:)] <oo flira<x<b.
d>1:xeU c (a,b) x RI! fiir geeignete a < b, also

]Ea:[TU] < Ex[T(a,b)de‘l] < 00.
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Fir f : RY - R 2-mal (partiell) differenzierbar sei

Afe 2 il I
fr= 8_x%f bt 8_:U§f (Laplace-Operator).

(f heillt harmonisch (in U), wenn A f(x) = 0 (fir z € U) gilt.)

Lemma 2.61 (Dynkin®-Formel). U Gebiet, f € C2(U), x € Uy relativ kompaktes Gebiet mit Uy c U,
so gilt fiir jede Stoppzeit T < Ty,

E[f(B)]- /() =E.[ [ 1ar(B)ds] (249

Beweis.

M= f (B, ) = £ (Bo) 5 [ Af(B)ds
Ito- Formel — (B dB(]) >0
; S G E

liegt in M{ = mit

- i (a%f(Bo)ZdS = [T 1w sl as,

also
sup B, [(M),] <sup ||V f(y)|I* - Ex[71,] < oo

t>0 yeUo

= (mit Bem. 2.56, 2. oder Kor. 2.59)
M e M$  und M ist gleichgradig integrierbar, somit E, [ My] = 0 = E, [ M. ],
d.h. (2.43). O

Korollar 2.62. f € C2(RY), 7. = 7p_(4), € R%, € > 0, 50 gilt

E.[f(B~)-f(x)] 1
E.[7] = EAf(x) (2.44)

Af(z) = 16%1
(charakteristischer Operator /der BB])

Beweis.

El‘[f(BTs) - f(l‘)]
E.[7]

Tto- Formel 1

B _Af (z) E.[7]

el [T GarB) - JaKw)

<5 s M)~ A 0

yeB

6Eugene B. Dynkin, 1924-2014
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Beispiel 2.63. B d-dim. BB, By =0,U = B,(0) c R4, r > 0,so gilt

7’2
]EO[TU] = E

(denn f(x) := ||x]|? erfulle A f () = 2d,
T‘2 -0= EQ[f(TU)] - f(O) = ]Eo[ '/OTU ddS] = d]Eo[TU]

nach Lemma 2.61 (Dynkin-Formel))
Definition 2.64. U Gebiet, f € C(OU). h e C2(U) n C(U) heiflt Lisung des Dirichlet-Problems

auf U zum Randwert f, wenn gilt
Ah =0 aufU, h=f aufoU.

Satz 2.6s. Sei h Lisung Dirichlet-Problems auf U mit Randwert f und es gelte P, (1 < 00) = 1 fiir
alle x € U. Dann ist

h(z) = E.[f(Br)]- (2.45)

Umgekebrt definiert (2.4s) fiir f : OU — R beschrinkt und messbar eine Funktion h € C*(U) mit
Ah=0 aufU, (2.46)
gm h(B:) =f(By,) P,fs Vazel. (2.47)

U
Beweis. Sei h Losung. Es ist
d ¢ .
W(By) = h(Bo) + Y f 2 1(B)dBY, t<my (2.48)
=170 7

(mit Ito-Formel), d.h.
(h(Bt) )t ist lokales Martingal bis 7/

t>0 € Mg)
Seien U,, c U,,41 € - ¢ U mit U,, c U, und U,, # U, schreibe

(d.h. es gibt Stoppzeiten 7, ./ 77 so dass (h(BtATn))

T=Ty, Tn = Tu,-

EL(h(B)), ] = Eu [ IVA(B)IPds] < oo firjedesn (2.49)

= ((2.48) ist “echtes” Martingal bis 7,,) somit ist Em[h(BTn )] = Exl:h(B(]):l = h(x),
weiterhin

h/(BTn)n_)—o)oh/(BTU) = f(Br,) PuAfs.

(1o 7 Tu, B hat stetige Pfade, h € C(U) mit h = f auf OU),
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dominierte Konvergenz liefert (beachte sup, |h(x)| < o)

E,[f(Br,)] = E.[ lim h(B;,)] = h(2).

Seinun f : U — R beschr., m.b., h gegeben durch (2.4s).
h(B,)=Ep, [f(B:)]=E.[f(B)| F-.] (Fs) (2.50)
(gemif der starken Markov-Eigenschaft der BB), d.h.
(h(B,)), . istbeschr. Martingal (bzgl. jedem IP,),
somit
W) = B[ F(Br)] = Bo|Bo[ F(Br,) | 72, ]] = Ba[ A(B,,)]  fiirn gen. grok, dass z € U,
Wihle Uy = B, (z) c U, so erfiillt i
h(z) = fa oo ) 115,00 () (Klassische Miveehwerteigenschafi)
WO 15, (z) das normierte Oberflichenmaf auf der Kugeloberfliche OB, () ist,
= Ah(z)=0

(z.B. Doob, Classical potential theory and its probabilistic counterpart, Kap. 1.3).

Weiter ist
B stetig, Martingalkonv. Brist
. heC(U) ) und (2.50) o(UnFry, )-mb.
}}E{lj h(B:) = ALI& h(B-,) = ]Ex[f(BTU)|O-(Un‘FTn)] = f(B;).

O
Bericht 2.66 (zur Losbarkeit des Dirichlet-Problems). Ein Randpunkt z € U des Gebiets U heifSt
regulir,wenn P,(inf{t>0: B, ¢ U} =0) =1 gilt
(mit Blumenthals 0-1-Gesetz (Satz 1.9) gilt stets P, (inf{t > 0: B, ¢ U} = 0) € {0, 1}).

1. Sei f € Cy(OU), z € QU regulir, so erfiillt b aus (2.45) in Satz 2.65

lim (@) = £(2)

(Siehe z.B. [Ka, Lemma 24.6].)

2. Ein einfaches ,Gegenbeispiel“: d = 2, U = B;(0) \ {0}, so ist 0 € QU nicht regulir (wie wir
sehen werden: dies folgt aus Kor. 2.68).
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3. 2z € QU ist regulir, wenn die Kegelbedingung? erfiillt ist: fiir einen Kegel C' mit Spitze z und
eine offene Umgebung V' 3 2 gilt C'n'V c U,

(Siehe z.B. [Ka, Lemma 24.4].)

4. Ein nicht-triviales Beispiel fiir einen nicht-reguliren Randpunke bildet die sog. Lebesguesche®
Nadel (auch: Lebesguescher Dorn), beispielsweise folgendermafien parametrisiert:

U=(-1,1*~({(z,y,2) : 2> 0,27 +y* < e}y {(0,0,0)}),

(0,0,0) ist nicht regulir.
(Siehe z.B. [KS, Ch. 4, Ex. 2.17 (“Lebesgue’s Thorn”)].)

Lemma2.67. d>2,0<r <R 7:=inf{t>0:||B| € {r, R} } so gilt fiir v ¢ R* mitr < ||z]| < R

lo(R) ~log(llel)

=2
log(R) —log(r) ’ ’

WA =B =) = ACD ) (o1
7’2_d—R2_d ’ dZ 3.

Beweis. o 1 R?2 — R, po(x) = log(||z]|]) und ¢4 : R - R, pg(x) = 1/||x||*2, d > 3 sind
harmonisch , demnach sind die in (2.51) angegebenen Funktionen harmonisch (auf {x :  # 0}) mit
Randwerten = 1 auf {x : ||z|| = 7}, = 0 auf {z : ||z|| = R}, Beh. folgt mit Satz 2.6s. [

Korollar 2.68 (Einzelne Punkte sind polarind > 2). 1. 7, := inf{¢t > 0 : By = x}, so gilt fiir
d>2
P, (7o <00)=0 Va,yeR?

2. Firz eRy, d> 2, ||x|| > r >0 gilr
1, d=2,

(Y™ azs

IP’QC( info || By| < 7“) =

Beweis. 1.Seio.E. x =0, betr. zunichst y # 0, sei < ||y|| < R, 7 wie in Lemma 2.67.
~ d
Py (% < T5a(0)) < Py (Bl = 1) = () — 0
somit P, (7) > Tp,(0y) = 1 fiir jedes solche R, d.h.

1= IP’y('fo 2 SUP geN TBR(0) )
| —
=00, Pfadstetigk. von B
Firy = 0ist
Py(7o < o0) = llilf(r)lIP’o(Bt =0 fireint>h) =0.

=Eo[Pp, (T < )] =0

7Stanislaw Zaremba 1863-1942; 1911
$Henri Lebesgue, 1875-1941; 1912
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2. Mit 7 = 7(r, R) wie in Lemma 2.67 ist

| | W 1, d=2,
P, (infeo ||Bi| < 7) = }%EIC}Q P.(B,=r)= }111_130 hy () = <||$)2—d s 3

r

Satz 2.69. 1. Die2-dim. BB ist rekurrent in dem Sinn, dass
P(sup{t: B, e U} =00 YU c RY offen) = 1,
insbesondere ist { B, : t > 0} = R? fs.
2. Fiird > 3 ist die d-dim. BB transient:
i [[Byf| = 00 fos

Beweis. 1.Seixz € Q%0 < € € Q. Konstruiere mit Kor. 2.68, 2 (und Verschiebungsinvarianz) und
der starken Markoveigenschaft der BB eine Folge von Stoppzeiten T, / oo mit T},,1 > 75, + 1 und
Br, € B.(x).

2. Mit Bem. 2.60 ist 7, () < oo f.s. fiir jedes . € N, wegen der Stetigkeit der Pfade gilt 75, (9) # o0
fiir n — co. Demnach ist fiir r > 0

P, (liminfy o ||Bil| < 7) = Px( N {l|B| = r fireint > TBn(O)})
neN

= ;lglg Px(||Bt|| =rfireint > TBn(o)) = 0.

=E,[Pp,, , (inf,[|Bi|| < )] = (n/r)>4

(©
O

Vorbemerkung. Via Zerlegung in Real- und Imaginirteil C 3 2 =  + ¢y mit x, y € R kénnen wir C
und R? identifizieren (sofern fiir unsere Zwecke niitzlich/angemessen).
Insbesondere: eine zweidimensionale Brownbewegung B, = (Bt(l), Bt@)) kann via Bt(l) + z'Bt(Q)

auch als komplexwertige Brownbewegung aufgefasst werden.

Sei (B;) = (Bt(l) + iBt(2)) komplexe BB, 0 € R, so ist auch (e? B;) eine komplexe BB; sei ¢ :
C—-C,¢(2) =az+b,a,beC,a#0,so zeigt die Skalierungseigenschaft, dass

Po((3(B1))is0 € -) = Py((Blap)iso € ).

Insbesondere ist das Bild eines Brownschen Pfads unter einer linearen Transformation von C wieder-
um ein (ggfs. zeittransformierter) Brownscher Pfad.

Sei U c Coffen, ¢ : U - Cist holomorph, wenn ¢'(2) = lim,_,., %fo(zo) tiir jedes zg € U
existiert (d.h. ¢ komplex differenzierbar in U). Eine in U holomorphe Funktion ist analytisch (d.h.
um jeden Punktvon U in eine Taylorreihe mit positivem Konvergenzradius entwickelbar), gemif$ den
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen sind sowohl Real- als auch Imaginirteil von ¢ harmonisch

in U. Ein solches ¢ ist konform (,winkeltreu®).
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Satz 2.70. U c Coffen, zy € U, ¢ : U — C holomorph, B komplexe BB mit By = 2y, setze
T =inf{s>0: B ¢ U} < +00.
Dann gibt es eine komplexe BB (B,) mit
o(By) = ECz fiir0 <t <7y,

wobei

t
Co= [ 1¢'(B)Pds.
0
Beweis. Wir schreiben ¢ = g+ih (Zerlegung in Real- und Imaginirteil), insbes. sind g, h harmonisch

inU.
Die Ito-Formel, angewendet auf g(BY +iB®), zeigt flir t < 7

£ g 1) tdg )
B,) = ¢(B f—Bsst %9 (B,)dB!
o) =)+ [ SLByan® s [1 L)
und analog
t Oh 1) t Oh 2)
h(B,) = h(B [—Bsst( 9 (B, dB®.
(B) =B+ [ S yan ['hn,)
Demnach sind M, := g(B;), N; := h(B;) stetige lokale Martingale auf dem (zufilligen) Zeitintervall

[0, T U)-
Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen (g—i = g—Z, g—z = —%) zeigen (mit Prop. 2.38)

<M)t:fot(g—Z(Bs))Qd“/Ot(g—z(BS))zds=[0t|¢(38)|2ds=ot

und analog

<N>t=0tu (M,N)t:().

Mit oy := inf{u : C,, > t} und Satz 2.55 (Dambis, Dubins, Schwarz), bzw. Bem. 2.56 zum mehr-
dim. Fall:

Efl) = M,,, Efz) = Ny, sind 1-dim. BBen, mit (B, B@), = 0.
= (mit Lévys Charakterisierung der BB, Satz 2.54)
B:=(BW B®) st (2-dim./komplexe) BB
und nach Konstruktion ist
w(By) = (9(B:), h(By)) = (BY), BS) = Be, fiar0<t <.

Bem.: Zunichst ist B; nur auf dem (zufilligen) Intervall [0, C,, ) definiert, man kann sie durch ,,An-
kleben einer unabhingigen Kopie“ auf ganz [0, 0o ) definieren, vgl. Bem. 2.56. ]
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2.7 Zur Black-(Merton-)Scholes-Formel?

Marktmodell Sei (W, )50 (standard-)Brownsche Bewegung, o > 0 (die ,,Volatilitdt®), 1, 7 € R (r
ist die ,Zinsrate®),

* S =(5¢)0 Losung von
dSt = /LSt dt + O'St th

(Aktie, engl. “Stock”, ein Wertpapier, dessen Preis zufillig schwankt),

° — X dﬂt _ S b h l « d» . f . l h .
B = (Bt)1>0 Losung von T 15 (Sparbuch, engl. “Bond”, ein festverzinsliches Wertpapier
mit deterministischem Preis)

mit 3y = 1 fest, Sp u.a. von W (und wir messen die jew. Werte in Euro, sagen wir).

Offenbar ist 3; = ", weiter gilt
S; = Spexp (aWt +(p- %02)15)

(d.h. S'ist eine geometrische Brownsche Bewegung), wie man anhand der zeitabhingigen It6-Formel
(Kor. 2.50) verifiziert.

Marktteilnehmer kénnen (im Modell) zu jedem Zeitpunke (beliebige) Anteile/Vielfache von S
und /3 kaufen oder verkaufen.

Optionen (ein Beispiel) Seien K > 0,7 > 0. Eine (europiische) Kaufoption (“call option”) mit
Austibungspreis K (“strike price”) und Filligkeit 7" (“maturity”)

beinhaltet das Recht (aber nicht die Pflicht) zum Zeitpunkt 7" eine Aktie zum Preis /
zu kaufen, d.h. der Wert zum Zeitpunkt T ist (St — K)*.

Frage: ,fairer Preis der Option zur Zeit t = 0?

Portfolio / Handelsstrategie Sei H ein linksstetiger, R%-wertiger, adaptierter Prozess, wir schrei-
ben H, = (HV, H?).

Interpretation: Wir halten zum Zeitpunkt ¢ Ht(l) Einheiten von S und Ht(2) Einheiten von /3,
d.h. der (Nominal-)Wert unseres Portfolios zur Zeit ¢ ist

v = VS, + HP B,

H heifSt selbstfinanzierend, talls gilt

t t
VD _ ) f M ds, + f H? dB., t>o0.
0 0

?Nach Fisher Black (1938-1995), Robert Carhart Merton (*1944) und Myron Samuel Scholes (*1941); F. Black und
M.S. Scholes, The pricing of options and corporate liabilities, /. Polzt. Economy 81, 637-659, (1973) sowie R.C. Merton,
Theory of rational option pricing, The Bell Journal of Economics and Management Science 4 (1), 141-183, (1973).

Merton und Scholes erhielten 1997 fiir ihre Arbeiten den Alfred-Nobel-Gedichtnispreis fiir Wirtschaftswissenschaf-
ten.
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Interpretation: Beginnend mit dem ,Startkapital® VO(H) wird das Vermdgen (ggfs. kontinuierlich)
zwischen Aktie und Sparbuch umgeschichtet, aber es wird weder Kapital entnommen noch hinzu-
gefligt.

Idealisierungen (des Marktmodells):

* kontinuierliches Handeln méglich
¢ keine Transaktionskosten

Beispiel. Ht(j) = Lﬁj)l{tg} + Léj)l{t>7}, J = 1,2 mit 7 Stoppzeit, Fy-messbaren Lgl), LEQ) und
JF--messbaren Lgl), LéQ) (d.h. es gibt einen ,Umschichtungszeitpunkt®), es gelte

v =1 Vs 128, = LVS, + 198, = VD

(,Umschichtungsbedingung®).
Dann ist H tatsichlich selbstfinanzierend: Es ist

tAT tAT
Vt(AI;{) - VO(H) = Lgl)(stm - S0) + Lgm(ﬁtm - o) = _/(; HV ds, + _/(; 1 ag,

t t
‘/;‘,(H) - V(H) = Lgl)(st - St/\‘r) + L§2) (Bt - /3t/\T) = Higl) dSu + [ HiSQ) dﬂ’m
tAT

tAT
tAT

(mit der Umschichtungsbedingung) also gilt tatsichlich

t ¢
Vt(H) _ VE)(H) - / Hl(tl) dsS, + / H&Q) dB, firjedest > 0.
0 0

Beobachtung 2.71 (Wechsel des Numéraire und Selbstfinanzierungs-Bedingung). Sez

= St S Vt(H) =~ B
Spi=—, V7= —=— dpy:=—=1).
=g W= (b= e1)

(diskontierte, bzw. in Einbeiten von (3 ausgedriickte Werte; im Jargon: Wir verwenden [3. als «<Numéraire> [= Wert-

mafi)
~ ~ t ~
H ist selbstfinanzierend — <= Vt(H) = VO(H) + / Hqsl) dS, firt>0.
0

Insbesondere: Ein vorgebener (adaptierter, linksstetiger) reellwertiger Prozess (H, t( % )ts0 kann durch
die Setzung

t ~ ~
7 =V + f 2O 45, - HVE,
0

stets zu einem selbstfinanzierenden Portfolio H = (H() | H®)) mit gegebenem Startwert Vi (= VO(H) =
VO(H) ) ergdnzt werden.
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Bewers. <" :Esist

vt = d(pVD), = 8, dV + VD dB, + d(p, VD),

0
- B, HM a3, + VI 4, = 6UH(1)(B—dS -5 dﬁu) 5 (H(l)S + HP8,)dB,
=gMds, + H? dg,,
d.h. H ist selbstfinanzierend.
= : Sei H selbstfinanzierend, dann ist
(H)
- 1
RATAS T av,t - Vﬁg df, +d(1/8, VD),
u —
=0
(1) (2)
1 (1) (2) Hu Su+Hu ﬁu
= E(Hu dS, + Hy dB,) - P df.
(1) P
- g (Eds - Edﬁu) HV dgs,.

Zum Zusatz: Mit obiger Setzung ist dann

~ ~  ~ ~ t ~
HOS + HP B =V =V 4 [ 1P ds,
— 0
-1

]

Optionen (allg. europiische Optionen) 7" > 0, ein (contingent) claim mit Laufzeit / Filligkeit T’

ist eine (reellwertige) Fr-messbare ZV C' (wir nehmen zusitzlich an: C'ist nach unten beschrinkt).

Ein selbstfinanzierendes Portfolio H dupliziert C', wenn gilt VéH) =(C'ts.

Prinzip der Abitragefreiheit (Arbitrage = Moglichkeit eines risikolosen Gewinns)
p(C) := fairer” Preis von C' = VO(H),

wenn H ein selbstfinanzierendes duplizierendes Portfolio fiir C'ist.
Insbesondere ist (in einem arbitragefreien Marktmodell) p(C') damit eindeutig festgelegt, sonst
gibe es Arbitrage.

Beispiel 2.72 (Optionen/Derivate mit Basiswert / “Underlying” S).

1. C'=Sr— K (“Forward”, ein Termingeschift)

Wihle HY =1, H® = -Ke 7,0 <t < T, H = (HM, H® ) ist s.-£ mit V™ = BV S+
H® By = Sp— Ke'Ter™ = Sp - K, also p(C) = VI = Sy — KerT,

62



2. a) C' = (Sp — K)* (europiischer Call), b) C' = (K - Sr)* (europiischer Put)
3. Allg. europiische Option mit Laufzeit T™:
C =h(Sr) mith:R, - Rstetig (und nach unten beschr.)

(und, sagen wir, sup, |h(x)[/(1 +|x])™ < oo fiir ein m)

Frage: Fairer Preis der Option C'? Duplikationsstrategie?

Ansatz zur Losung (sozusagen implizit eine Markovannahme an den Wertprozess stellend):
Gesuchtv : [0, 00)x[0,7] - R (gen. glatt) und ein selbstfinanzierendes Portfolio H = (H(), H(?)),
so dass

VI Zo(S,,t) fir0<t<T und VP =C.
Die Selbstfinanzierungs-Bedingung ergibt dann

1
av,' = g as, + H® dp, = HY dS, + E(VJH) - HS,)rb; dt
= HV dS, + (VD - 5, B dt, (2:52)

andererseits liefert die Strukturannahme zusammen mit der zeitabhingigen Ito-Formel (Kor. 2.50)

82

dvg“”=dv<st,t>=(a%v)wt,t)dw((%v)wnt) (530)(Su1)5 0252)0” (2:53)

d.h. es muss gelten Ht(l) = ((%v)(St, t)

Beobachtung 2.73. Sei v(x,t) fiir (z,t) € [0,00) x [0,T'] z-mal stetig in x und 1-mal stetig in t
differenzierbar und lose

1, , 0? 0
50°F 8x2v+m8xv+(’)tv rv=_0 (2-54)
(,,Blac/e-Scboles(—Merton)—Glezcbung“) mit Endbedingung v(x,T) = h(x), x € [0, 00).

Dann ist das Portfolio H mit Wertprozess Vt(H) =v(Sy, 1),

0 1
HY = (5-0)(Si 1), H = E(V;(H) - S:HM)

selbstfinanzierend und dupliziert C' = h(Sy) = VT(H), insbesondere ist der faire Preis von C gur Zeit
t =0 gleich VO(H) =v(Sp,0).

Beweis. Esist (vgl. auch (2.52), (2.53))

T 2
W(Sr, T = v(Sp,0) = f 0)(Sp,t) dS, + f ( 0)(Si,t) + ((9 )(St,t) 0252 dt
%,_/ 0
:Ht(l) =rv(St,t)- rSt( )(St t)
E—e) Tl (1) ) 2)
:[ H dSt+[ = (u(Si.t) - S,H )rﬂtdt:f H dSt+f H® 48,
0 0o B 0 0
d.h. H ist selbstfinanzierend. Nach Konstruktion gilt VT(H) =v(Sy,T) = h(Sr). O
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Bericht %v heifit (im Jargon der Finanzmathematik der Derivate) das ,Delta“ der Option, man
nennt die Strategie aus Beob. 2.73 auch den ,,A-hedge”.

Beobachtung 2.74 (Losung der BSM-Gleichung via Variablentransformation). Sei v Lasung der
Black-Scholes(-Merton)-Gleichung (2.54) aus Beob. 2.73, setze

u(x,t) = e Ply(e®, T ~t/o?), zeR,te[0,0T] (2.55)
mit o= Ty — %, b= %(% + %)2 Dann lost u die Wirmeleitungsgleichung

0 1 02

— U= —-— 2 . _ - eap (o
50" 5t af Rx[0,0°T]  mit Startbed. u(w,0) = g(x) = e**h(e”),

demnach ist

u(a,t) = E,[g(Wh)] = Elg(z + VZ)]
mit (W) standard-BB, Z ~ N (0, 1) und

p(C) =v(Sp,0) = e’alog(SO)’ﬁ"QTu( log(Sy),o?T) = e’TTE[h(SOe”\/TZ+(’""’2/2)T)]. (2.56)
Insbesondere gilt fiir den Call mit Ausiibungspreis K, d.b. h(z) = (x — K)*, und Laufzeit T
p(C) = Soe™ TPE[e7VT71,] - Ke ' TP(A) = SgP(Z < d,) - Ke " TP(Z < d.)

mit
A= {Soe”ﬁZJr(T_”Q/Q)T >K} = { - Z < (log % +(r - %Uz)T)/(O'ﬁ)}
und

~ log %2 + (r £ 102)T
o T '

Bemerkung. Die Preisformel (2.56) (und auch die Hedging-Strategie) hingt nicht von 1 ab — man

ds

kann sie als die diskontierte erwartete Auszahlung unter dem sog. ,risikoneutralen Maf¥* auftassen
(d.h. so tun, als ob diS; = 1S} dt + 0.5, dW, gilte).

Die entscheidenden Gréfen sind (nur) die Volatilitit o und die Zinsrate 7.

Beweisskizze fiir Beob. 2.74. Zur Formel fiir u(x,t) = E,[g(W})]:
Man kann anhand der Gleichung (2.54) fiir v und der Definition (2.55), u(x, t) = e®@*fty(e®, T'-
t/o?) direkt nachrechnen, dass u die Wirmeleitungsgleichung mit Startbedingung ¢ lost:

0 10

7 _ poz+pt T _ AN T _ 2
Spu(e.t) = c (Bo(er, T~ t/0?) V(e Tt ).
2u(a: t) = e“x+5t<av(ex T -t/o?) nLe"jgv(egC T—t/02)>
ax ) Y ax Y )
92

2
7u(x, t) = eo‘“&(a%(e”&, T -t/o?) + (2a + 1)69”([%1)(&, T -t/o?) + egx%v(ex, T - t/ag)),
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somit

9,19
8tu 28x2u
:eoa:r:+,8t((ﬁ_%O[Z)v(ex’T_t/o-z)_(a+%)el’agv(ex,T—t/O'z)
X

1 z\2 82 T 2 19 z 2

S ot T = 0%) - (e T -1fa)
eaerBt 8
S 5 ) e 1) -+ D e Tt

- az(ex)Qa—Qv(ex T -t/o?) - Qv(ex T- t/O’Q)) =0.
0%x ’ ot '

Weiterhin kann man explizit nachrechnen, dass

1

2
e V212t g
\ 27t Y

(@) [ gly+a)

(mit ((z,0) = g(z)) dieselbe Gleichung 16st (Ubung); die Behauptung ergibt sich mit der aus der
Analysis bekannten Tatsache, dass das Anfangswertproblem fiir die Wirmeleitungsgleichung eindeu-

tig losbar ist.

Alternativ beachte:
My :=u(Ws+x,t-5), 0<s<t

ist ein lokales Martingal (mit Ito-Formel unter Beachtung von (2.54) fiir v und der Definition von u,
wie oben) und |u(x, )| < el fiir ein ¢ < oo (verwende dazu etwa die Darstellung u(z,t) = E.[g(W;)]
und die Wachstumsbedingung an h), also E[sup,, |M;|] < co und (M;)o<s<t ist somit tatsichlich ein
Martingal, daher ist

u(z,t) = My =E[M,;] = E[u(W; +2,0)] =E,.[g(W})].

Fiir die Preisformel (2.56) beachte
e‘alog(s@)‘ﬁ”2Tu( log(Sy), O'2T) = e‘B‘TZTE[e‘alogSOg( log(Sy) + a\/TZ)]
= 6_5”2TE[6“UﬁZh(Soe”ﬁZ)]
_ e—rT]E[h(Soea\/TZ+(r—a2/2)T)]
denn fira,b>0, f : R - R, m.b. gilt stets
E[e*? f(bZ)] = e PE[ f(bZ + ab)] (2.57)

(quadr. Erginzung im GauRintegral), wende dies an mit a = ao\/T, b = o/T und beachte, dass
-Bo*T + 30%0%T = —rT.



Die Formel fiir den Preis des Calls folgt aus (2.56) durch explizite Rechnung (unter Ausnutzung
von (2.57): In diesem Fallist h(x) = (2 — K)* = 21 iy — K15k, somit

e_TTE[h(Soe”ﬁZJr(T_"ZmT)]
= TE[Soe™TH T I vy ] - €T KB (ST T 5 [
=SOe‘UQT/2]E[e"ﬁ21A] - Ke™P(A).

Da Z symmetrisch verteilt ist, ist P(A) = P(Z < d_), mit (2.57) (angewendet mita = o+/T, b = 1)
ist

> o
Spe T/zlE[e ﬁzlA] - SOE[]'{Soedﬁ(z+”ﬁ)+(r"’2/2)T2K}]

. log % +(r+ %O’Q)T

:SOIP’(—Z 7

) = SoB(Z <d.).

2.8 Mafiwechsel und Girsanov°-Transformation

Vorbemerkung Begriffe der stochastischen Analysis hingen a priori vom zugrunde liegenden Maf§ P
ab (speziell von seiner Nullmengenstruktur) und bei Ubergang zu einem anderem Maf8 Q mit Q L P
konnten sie sich fundamental indern - z.B. kdnnte die quadratische Variation (X') von X unter Q

ein anderer Prozess sein.

Wir gewinnen in diesem Abschnitt eine Ubersicht, wenn P und Q dquivalent sind.

Lemma2.7s. (2, o7, (F,),P) filtrierter Wraum, der den iiblichen Bedingungen geniigt (vgl. Def. 2.2),
Q ein zu P dgquivalentes Wmaf§ d.h.P(A) =0 < Q(A) =0 fiiralle A € o, insbesondere gibt es
eine Dichte %% € LYP)und Q(A) = Ep[lA %] nach Satz von Radon-Nikodym (z.B. [Kl, Kor. 7.34]).

Dann gibt es ein gleichgradig integrierbares cadlag (P-)Martingal (Z,; )0 mit

d d
2= Bl 20 @R L] -ELZ)fr A F)  s)

und

P(Vt>0:2,>0und Z,->0) =1 (2.59)

(WLZ'Z‘ Ly = 1ims/t,s<t Zs)

dQ

Beweis. Sei Z, = T

Zy=E*[Zw|F], t>0.

*°Nach Igor Vladimirovich Girsanov, 1934-1967
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( Zg) ist gleichgradig integrierbares (IP-)Martingal (fiir die Martingaleigenschaft verwende die Turmeigen-
schaft der bedingten Erwartung; fiir gleichgradige Integrierbarkeit beachte, dass ( Z; ) ein Doobsches Martingal
ist, vgl. [KI, Kor. 8.21]),

demnach gibt es eine cadlag-Modifikation (Z;)so (d.h. (Z;) hat cadlag-Pfade und P(Z; = Z;) = 1 fiir
alle ¢ > 0; vgl. Beweis von Satz 2.9 oder [KI, Satz 21.24], [RY, Kap. II, Thm. 2.9]).

Firt >0, A e F;ist

EF[142,]) = B*[14Z,] = B[ 14E"[ Zo| 7] | = BF[14Z.0] = Q(A),
| S —
=EP[14 Zoo | Ft]
d.h. (2.58) gilt.
Sei T :=inf{t >0: Z; = 0oder Z;_ = 0}, T ist Stoppzeit, zeige
P(Z, =0 Vte[T,00))=1. (2.60)

(Ein nicht-negatives Martingal, das O getroffen hat, bleibt ab dann = 0.)
Sei T, :=inf{t: Z; <e} .0 T,esist

]P)(Zt > \/E,t > Te) = Ep[l{tzTE}]P)(Zthg > \/g‘ng)] < \/E

< 5_1/2EP[ZWTE ‘FTE] = 5_1/2ZTE < \/E

(Markov-Ungl. und optional sampling) mit e | 0 also
P(Z;>0,t>T)=0 VYt >0 = P(Z;=0Vte[T,00)nQ) =1,

da (Z;) cadlag-Pfade besitzt, folgt (2.60).
Schlielich

0=E[12-0,7] = Q(Z =0)"="P(Z,=0) fiirallet >0,
also P(T" = o0) = 1, d.h. (2.59) gilt. ]

Annahme 2.76. (Z;);50 aus (2.58) in Lemma 2.75 habe (f.s.) stetige Pfade. (Dies ist eine Voraussetzung

an P und Q - wir werden sehen, dass dies z.B. im ,,Brownschen Fall“ typischerweise erfiillt ist.)

Setze

t1

X, = . ZdZs, t>0, (2.61)

dann ist (X;) ein lokales Martingal (bzgl. P) und
Zy = Zyexp (Xt - %(X)t) (2.62)

(d.h. Z ist das Doléans-Exponential von X, vgl. Beob. 2.51, denn d.X; = th dZy,also dZ; = Zy dXy).
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Bemerkung 2.77. 1. (Eine ,Umkehrung® von Lemma 2.75: Vom nicht-neg. Martingal zum (lokal)
dquivalenten Mafl]) Sei (Z; )40 strike positives (P-)Martingal, dann definiert

Q(A) =EF[1,42], AeF

ein W’maf auf o := o(Fi,t > 0) (Qist wohldefiniert, vgl. Beweis von Lemma 2.75) mit Z; = ‘fl% ‘ £

Allerdings ist dieses Q nur dann dquivalent zu [P auf o, wenn (Z;) gleichgradig integrierbar (unter
P) ist mit P(Zo > 0) = 1. (Im allgemeinen Fall ist Q nur lokal iquivalent zu P, d.h. Q|, <« P|£, und
Pz, < Q| fiirjedest > 0.)

2. Wenn fir ein vorgegebenes (P-)Semimartingal X durch (2.62) mit Zj := 1 ein (IP-)Martingal
definiert ist und nicht ,nur ein lokales Martingal, so kénnen wir wie in 1. ein W’mafl Q definieren.
(Eine hinreichende Bed. dafiir haben wir in Ubung 7.1 gesehen: X lokales Mart. mit (X ), < ct fiir
ein ¢ < 0o, so ist [via eine Version der Bernstein-Ungleichung] insbesondere Z ein Martingal.)

Bericht Angesichts Bem. 2.77, 1. liegt die Frage nahe, unter welchen Bedingungen an ein stetiges lo-
kales Martingal X durch (2.62) ein gleichgradig integrierbares Martingal definiert ist. Bekannte dafiir
hinreichende Bedingungen sind

L (eXt/?)4s0 ist ein gleichgradig integrierbares Submartingal (Kazamaki-Bedingung),

2. E[e(X Joo! 2] < 0o (Novikov-Bedingung).

Satz 2.78 (Girsanov-Transformation™). Seien P, Q wie in Lemma 2.75, X wie in (2.61), es gelte Ann. 2.76.
1. Sei (My) o stetiges lokales Martingal (bzgl. P), dann ist
M, := M, - (M, X),, t>0

¢in stetiges lokales Martingal bagl. Q. M heifst die Girsanovo-Transformierte von M.

(Demnach: Man muss (die Drift) mit der Kovariation von M und dem ,Doléans-Logarithmus*
X des Dichteprozesses korrigieren.)

2. M, N stetige lokale Martingale (bagl. P), M, N zugehirige Girsanov-Transformierte, dann gilt

(M,N)2=(M,N)?, t>0 P-fis. und Q-fs.

"Igor Vladimirovich Girsanov, On transforming a certain class of stochastic processes by absolutely continuous sub-

stitution of measures, Theor. Probab. Appl. s (1960), 285-301 (1962); translation from Teor. Veroyatn. Primen. s, 314-330
(1960).

Vorarbeiten (fiir den Brownschen Fall) in Robert Horton Cameron and William Ted Martin, Transformations of Wie-
ner integrals under translations, Ann. of Math. 45 (1944), 386396, die hier formulierte allgemeine Form erschien in Jan
H. Van Schuppen, Eugene Wong, Transformation of local martingales under a change of law, Ann. Probability 2 (1974),
879-888.
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Beweis. Seio.E. My = 0.
1. : Zeige (]\ZZt)tzo ist lokales Martingal bezg]. IP.

MtZtltoFormelf MdZ +/ Z dM + f MdZ +/ Z dMS,
=dM;, d(MX

wobei wir verwenden, dass
— t
(W, Z), = (M = (M, X), 2), = (M, Z), - fo Z.d(M, X),

(denn dZ = Z; d X, vgl. (2.62); verwende Prop. 2.38).
Sei

T, =inf {t LM > n},
Sp = 1nf {t 1 | X, > m oder (X); > m},

esgilt T}, /oo 00, Sy /M imosoo 00 (Wegen Pfadstetigkeit).

Obige Rechnung (angewendetauf X om := (X5, )10, 257 := (Zias,, )20 MSmATn = (M/\Sm/\Tn )20)
zeigt:
(Mins, AT, Zins,, )iz0 st lokales Martingal,

ist nach Konstruktion beschrinkt = ist Martingal.
Demnach fiir s < t, A € Fy:

EP[]-AM/\ST”/\T” Zt/\Sm] = EP[]-A]’\Z;/\Sm/\Tn Zs/\Sm]

mit m — oo folgt (da M/\Tn beschrinkt und Zig,, =m—oo Zs in L1 (IP) wg. gleichgr. Int.bark. von 2)
EQ[14 Mz, | = EF[1aMonr, Zi] = EF[14 M7, Z5 ] = EY 14 M0, |, (2.63)

d.h. (M1, )y ist Q-Martingal.

2. Sei

t
It:Mf—(M)t:2f M,dM,, t>0
0
(wobei (-) = (-)F), dann ist

Prop. 2.38

~ t
T =1, - (I, X), M2~ (M), -2 f M, d(M, X),
0
ein lokales (Q-Martingal (nach Teil 1.),
—\2 2
(M,)" = (M), = MZ = 2M, (M, X ), + ((M, X)) = (M),

ST+ (M X)) +2 fot M, d(M, X )y - 2M,(M, X),.



It6-Formel /

T, = 2M(M, X ), 2/ M, d(M, X), ™= 2/ (M, X), dM,,
also ist
Too= Ji— (1, X), = 2/ (M, X),d(M,X), = J, - ((M,X);)"
auch ein lokales Q-Martingal (nach Teil 1.) und somit
(Mt) ~ (M), =1,-J, ecinlokales Q-Martingal,
d.h. (M) = (M)F.
Der allgemeine Fall folgt durch Polarisierung. O

Korollar 2.79. Y = (Y}); Semimartingal unter P mit kanonischer Zerlegung Yy = Yo + My + A,
((M,) lokales P-Martingal, (A;) mit Pladen von lokal endlicher Variation), Q dguivalent zu P, so ist
Y auch ein Semimartingal unter Q:

}/;g )/0+Mt (At'f—(M,X)t):Yb-l‘j\zg-i-A’t.

Korollar 2.80 (Der Brownsche Fall). Sez M Brownsche Bewegung (bzgl. P), das zum Dichteprozess
(Zy)i (ans (2.58) in Lemma 2.75) gehirige lokale Martingal (X)) (vgl. (2.61)) besitze eine Darstellung

t
X, = f a. dM,
0

mit einem lokal beschréiinkten, progressiv messbaren Prozess (ay)y.
Dann ist M unter Q eine Brownbewegung mit ( zufilliger) Drift ay, d.b.

. ¢
Mt:Mt+/ asds,
0

wo M Brownbewegung bezgl. Q.
Beweis.
N, = My — (M, X), = M, = (M, ; a,dM,), = M, - fotasds
(denn (M), = s in diesem Fall) ist lokales Q-Martingal und (M), = (M), = t (nach Satz 2.78).
Mit Lévys Charakterisierung der BB (Satz 2.54) folgt
M ist Brownbewegung bezgl. Q.
O

Beispiel 2.81. 1. Mit a, = p fiirein p € R in Kor. 2.80 ist Xy = puMy, Z; = erMe—n *t/2 (dies ist etwa
gem. Bem. 2.77, 2. ein ,richtiges“ Martingal) und Kor. 2.80 zeigt:

(M) ist unter Q BB mit Drift p.
2. Sei a, := —cM, mit einem ¢ > 0, so ist in Kor. 2.80 X; = —¢ fot My,dM, = —ng + 5t (It6-Formel
und My = 0) und (X); = ¢2 [ M2ds, Z; = exp (%( —cM? +ct - [ M? ds)) (0< Z; <eclh?
tiir jedes t < T, daher ist es ein Martingal), Kor. 2.80 zeigt:

t —
(M;) erfiillt unter Q MtzMO—cf Myds+ M;, t >0
0

mit M BB (d.h. M ist unter Q ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess).
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Kapitel 3
Stochastische Differentialgleichungen

Vorbemerkung  (Diffusionsprozesse als ,stochastisches Analogon® zu gewShnlichen Differential-
gleichungen). Seien b: R - R, 0 : R - R, (mit geeign. Bedingungen), gesucht:
Stetiger stochastischer Prozess (X;), so dass

gegeben X = x gilt Xy, - g/\/’(hb(m), ho?(z)) fur0<h <1,
d.h. (X}) sicht ,lokal* aus wie eine BB mit Drift b(x) und Varianz 0%(x), suggestiv schreibt man
dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) dBt (31)

(Wir haben diese Frage von einem ,praktischen Standpunkt® bereits im Stochastik-Praktikum betrachtet und

sie dort mittels Euler(-Maruyama)-Verfahren gelost)

SLutaten d.m e N;b: RIxR, - R% g : R x R, - R¥™ messbar, wir schreiben b;(x, ),
i=1,...,d fir die i-te Koordinate von bund 0;;(x,t),i = 1,...,d; j = 1,..., m fiir den Eintrag
in Zeile 4, Spalte j von o,

B=(BM,..., B(™) m-dim. (std.-)BB, 2 € R (Startpunk)

Fir X = (XM, ..., X)) betrachten wir die stochastische Differentialgleichung (SDgl, engl.
SDE=stochastic differential equation)

dXt = b(Xt,t) dt +O'(Xt,t) dBt (32)

(mit Startwert X = x, fur die einzelnen Koordinatenprozesse lautet (3.2)

dX{" = (X, ) dt + ) 03y(X,,t) dBY

J=1

firi=1,2,...,d).
Fiir b € R? verwenden wir die euklidische Norm [|b]| = (b3 + -+ + b2)'/2, fiir A € R¥™ die
Hilbert-Schmidt-Norm

41 = (Spur(447)) " = (5 (447),,)" = (

d
i=1 =

$az )"

1j=1

)
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Definition 3.1. (€2, .97, (F})is0, P) filtrierter W’raum, der den iiblichen Bedingungen geniigt (vgl.
Def. 2.2), darauf (B;) m-dim. BB, 7 sei die P-Vervollstindigung von 0 (Bs, s < t) (dh. FP = {A €
o/ : 3B € o(Bs,s <t) mit P(AAB) = 0}, vgl. Beispiel 2.3), weiter seien b, o wie oben.

Ein stetiger (d-dim.) Prozess (X ) ist eine starke Lisung der SDGI (3.2) (mit Startpunkt 2 € R?),
falls gilt

t t
L / b( X, 5)|| ds + [ lo(X,, 8)|2ds < 00, £20 fs,
0 0
2. Xp=xo+ [y b(Xy,8)ds + [ 0(Xs,8)dBs, t20 fis.
(d.h. in Koordinaten geschrieben Xt(i) = LEéi) +f0t bi(Xs, s)ds + Tzn: fot 0ij(Xs, s) dBY),
=1

3. X ist (FP)is0-adaptiert.

Bem. Forderung 3. macht das ,stark aus: die vorgegebene BB wird als Teil der ,Daten® aufgefasst.

Wir werden (spiter) auch ,schwache® Losungen betrachten, wo u.U. die Konstruktion der ,trei-
benden® BB ein Teil der Losung ist.

Beispiel 3.2. Die SDGI. (ind = 1, mit € R, 0 > 0)
dX; = pXidt + o X, dBt
besitzt die Losung
X; = x exp(aBt + (- %Oz)t),
d.h. (X}) ist eine geometrische BB (vgl. auch Kap. 2.7), wie man leicht mittels It6-Formel priift.
Satz 3.3. Angenommen, b: R xR, - R und o : R*™ xR, - R"™ erfiillen die
1. Lipschitz-Bedingung
1Cy,t) = b(2, )|+ llo(y,t) o (2, )| < Klly = 2|, y,2 e Rt >0 unddie  (33)
2. Wachstums-Bedingung
1bCy, OIF +llo(y, DI < K(1+[[yl*), yeR%,t>0 (3.4)

fiirein KK < oo, ( By) sei m-dim. BB auf einem gegebenen filtrierten Wraum (der den iiblichen Bedin-
gungen genitigt), To € R.
Dann gibt es eine (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindentige starke Losung X der SDGL. (3.2).

777777777

oo, ( B;) m-dim. BB. Dann ist
e[| [ H(s)aB)=E] [ IR as] (55)
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Beweis.

L(1) ::Zf Hy;(s)dBY
j=170
ist stetiges Martingal mit

m t
=ZA Hj(s)ds, i=1,...,d,
j=1

also

E[fotHH(s)Hst] [ii[ @@]:iﬂ-«: [7,(t)?] H/ H(s) B[]

=1 g=1

.

]

Lemma 3.5 (Gronwall'-Ungleichung / Gronwall-Lemma). Seien f,g : [0,T] - R integrierbar,
C >0, es gelte

£ < g(1) +C/Otf(s)ds firt € [0,T].
Dann ist .
f(t) <g(t)+ C’/O eCUg(s)ds fiirt €[0,T],
insbesondere falls g(t) = G, so ist f(t) < ge®*

Beweis. Sei
F@)= [ fs)ds. b= F(t)e .
also
%h(t) _ F(1)eCt = OF()eC" < g(t)eCt
und

¢ ¢
F(t) = e“h(t) = “* f ih(s) ds < f =) g(s) ds.
0o ds 0
Nach Vor. ist

f@@)<gt)+CF(t)<g(t)+ C’foteo(t‘s)g(s) ds.
O]

Beweis von Satz 3.3. Es gentigt, fiir jedes 0 < 1" < oo zu zeigen, dass es eine eindeutige starke Losung

auf [0, 7] gibt.

"Thomas Hakon Gronwall, 1877-1932; Note on the derivatives with respect to a parameter of the solutions of a system
of differential equations, Ann. of Math. (2) 20 (1919), no. 4, 292—296.
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Eindeutigkeit Seien X und X’ Lésungen von (3.2). Dann ist

X, - X/ = —/Ot(b(XS,s)—b(X;,s))derfOt(a(Xs,s)—J(X;,s))st,

somit

2

X, - X!|? g2||fot(b(XS,s)—b(X;,s))dsHQ+2||f0t(a(Xs,s)—U(X;,s))st

Daher ist (verwende Cauchy-Schwarz fiir den ersten Summanden und Lemma 3.4 fiir den zweiten
Summanden auf der rechten Seite)

t
B[IIX, - XP] <2t [ E[[lp(X005) - b(XL9)|[ ] ds
0
t 2
+2 f E[HU(XS,S) - O(X;,S)H ]ds,
0
demnach erfille f(¢) := E[||Xt - Xt’||2]
t
f(t)SC'[ f(s)ds mit C:= (2T + 1) K2
0
Mit Lemma von Gronwall (Lemma 3.5) folgt f(¢) = 0.
Existenz Wir verwenden (eine Variation {iber) Picard-Iteration: Sei X? = x4 und
t t
XN =g+ [ (XN, 5) ds + f (XN §)dB,, 120, firNeN.  (37)
0 0
Die Wachstumsbedingung (3.4) sichert
r N|2 g N-1})2 N 2
[ XX at <2 (T [CE[IXNR]dt) << 27T+ DE) 1+ lol),
0 0

insbes. ist das Ito-Integral in (3.7) wohldefiniert.
Schreibe

XN XN =+,
mit

I = fOtO'(XéV,S)—O'(XSN_l,S)dBS
und

t
J, = f (XN, ) = b(XN 5) ds.
0
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(I17¢]|?)#20 ist nicht-neg. Submartingal, mit Doob-Ungl. ist
E[sup|IL,|1*] < 4E[11]
¢
= 4E[[ lo(XY,s) — (XN 8)|]? ds] (nach Lemma 3.4)
0
t
<4K*? f E[HX;V - Xév’l‘ﬂ ds (wegen der Lipschitz-Bedingung (3.3)).
0
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert
t
1P <t [T, 5) =X ) P ds,
0
also
¢
Bfsup||1)12] < B[ [ (XY, 5) - (XN, )| ds]
s<t 0
¢
<tK? / E[HX;V ~ XSN_1H2] ds (wegen der Lipschitz-Bedingung (3.3)).
0
Demnach erfiille
AN(t) = E[sug) HX;V - X;V_1H2]
¢
ANTI(1) < Cf AN(s)ds, NeN
0
mit C':=2K2(4+T)v2(T +1)K?(1 + ||xo||?) und
t t
Ay <2t [ b )P ds+2 [ oo, )| ds
0 0
<2(T+ 1)K +]|zol]?) - t<Ct (wegen der Wachstums-Bedingung (3.4)).
Induktiv folgt
(CHN

N
A (t)sT.

Mit Markov-Ungleichung folgt

() 0 s N
NZ_:IP(SSIg) XN - xM° > Q‘N) < szl 2NAN (1) < szl (QJOV’? =2 - 1< o0,

mit Borel-Cantelli also

sup sup HX;V - XSMH2 — 0 fs.,
M,N>Ny s<t No—o0
d.h. (X¥, N e N) bildet (f.s.) eine Cauchy-Folge in C'([0, t]) (beziiglich Sup-Norm || - ||« ). Somit
konvergiert XV (f.s.) gleichmiflig gegen ein stetiges X (dasan (F} )0 adaptiert ist, denn dies gilt fiir
jedes X¥), die gleichmiflige Konvergenz impliziert auch die Konvergenz der stochastischen Integrale
(vgl. Satz 2.42; gehe ggfs. zu einer Teilfolge tiber, um f.s. lokal gleichmifSige Konvergenz zu erhalten),
somit ist X eine starke Losung von (3.2). [
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Beispiel 3.6 (Tanakas* SDGI). Die SDGI (ind = 1)
dXt = Sgn(Xt) dBt7 XO = 07 (38)
wobei B std-BB und sgn(z) = 1(0,00) (%) = 1(—c0,0](2) besitzt keine starke Losung.

Beweis. Ang., X wire eine starke Losung, insbes. adaptiert an (FB)ss0.

t
X, =0+ [ sen(X,) dB,
0

ist stetiges (lokales) Martingal mit

(X)t=/Ot(sgn(Xs))2ds=fOt1d5=t,

d.h. X ist Brownsche Bewegung beziiglich der von X erzeugten Filtration (F;¥ );»0 gem. Lévys Cha-
rakterisierung der BB (Satz 2.54).

Andererseits ist

¢ t
B, = / (Sgn(Xs))2 dB, = / segn(X,)dX,, t>0,
0 0

wir werden sehen (vgl. Beobachtung 3.11 unten):

( [y sen(X,) dXS) ist (FX1)150-adaptiert.

t>0

Somit firt >0
FPcFM e FYX c FP,

was einen Widerspruch ergibt. O

Definition 3.7. Eine schwache Lisung der SDGI
dXt = b(Xt,t) dt +O'(Xt,t) dBt (39)

(mit Startwert Xy = 7o, b : RIx R, — R4 o : R x R, — R%™ messbar) ist ein filtrier-
ter Wraum (2, o7, (F;),P) (der den tiblichen Bedingungen gentigt), ausgestattet mit einer ((F3)-
)Brownbewegung (B} )0 und einem stetigen, adaptierten Prozess (Xt )0, so dass gilt

t t
X, =x9+ f b(Xs,s)ds + / 0(Xs,8)dBs, t>0 fs. (3.10)
0 0

(Intuitiv: eine schwache Losung ist (die Verteilung eines) Paars (X, B), das zusammen (3.10)

erfiillt.)

Beobachtung 3.8. Tanakas SDGI (3.8) (aus Bsp. 3.6) besitzt eine schwache Losung.

*Hiroshi Tanaka
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Beweis. Betrachte einen filtrierten W’raum, auf dem eine 1-dim. Std.-BB (X} )0 definiert ist, setze
t
B, = / sen(X;)dX,, ¢>0.
0

B ist stetiges lokales Martingal mit

(B)= [ (san(x) d(x), = 1.

S
=1

d.h. B ist BB (gem. Lévys Charakterisierung der BB (Satz 2.54) und

t t t
f sen(X,) dB, = f (sen(X,))’ dX, = f 1dX, = X, - Xy = X,,
0 0 0
somit 18st (X, B) Tanakas SDGI. O

Satz 3.9 ((It6-)Tanaka-Formel). X stetiges Semimartingal. Es gibt einen stetigen, adaptierten Progess
(01) 150 mit nicht-fallenden Pfaden, so dass gilt

t
| Xe| = [Xo| + /0 sgn(X,)dX, +4;, t>0. (3.11)

(01) >0 beifst die (Semimartingal-)Lokalzeit von X in 0 und es gilt

fo Lixao =0, 30, (3.12)
d.b. (Uy) wéchst nur auf {t : X; = 0}.
Korollar 3.x0. Fiir ein stetiges Semimartingal X ist
Xp=Xi+ fot 1x.00 X, + 304,
X =X - [ iy dX,+ 30,
denn X = L(1 X4+ X1), X; = 3(1X4| - X3) wnd X = Xo + [y 1d X,
Beweis von Satz 3.9. Betr. Funktionen f, : R - R, f,, € C>(R) gegeben durch

fn(0) =0, fu(x) = p(nz), z€R,

wobei ¢ € C*(R) ,glatte Version® des Vorzeichens (¢’ > 0, -1 < ¢(-) < 1, ¢ = =1 auf (-o0,0],
p=+lauf[1,00)).Esgilt

(o) <1, Sgg\fn(x) fall =0, fi(2) Ao sEN(2).

Die Ito-Formel liefert
>0

t 25/_:H
1) = o)+ [ ) ax g [T ), G0

oM
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Sei X = M + A die kanonische Zerlegung von X, o.E.
E[sup |My] + (M)ow | <00 und  E[sup Vi(4)] < oo
t t
(sonst lokalisiere mittels geeign. Stoppfolge).

B( [ (sen(x) - o) ans) = B[ [ (smn(X0) - £2060)) dtn).] — 0

n—00

—0 fiir n—o0

mit dominierter Konv., mit Doob-Ungleichung demnach

2
Z0

sup |[0t (sgn(X,) - f1(X,)) dM,

und
|fo (sen(X,) - f1(X,)) dA,

(realisierungsweise, mit monotoner Konv.).

< [ len(X0) - fuXo| Al — 0

Lasse in (3.13) n = ny, /7 oo lings einer geeigneten Teilfolge, so ergibt sich

t
|Xt|=|X0|+f sen(X,)dX, + £, t20
0
mit

G=Tm C™, t>0  (fs)

k—oo0

Nach Konstruktion hat (¢;) stetige, nicht-fallende Pfade und

t
0= X4 - [ Xo| - fo sgn(X,)dX, ist Fr-messbar.

Zum Beweis von (3.12): Intuitiv folgt aus

t
fo 1(x.p1ymdC =0, 20

(was nach Konstruktion richtig ist) mit n = nj, — oo auch fot 14x,j20ydls = 0. Anstatt den Grenz-
wert explizit zu rechtfertigen (was etwas aufwendig ist, da sowohl der Integrand als auch der Integrator
von n abhingen), argumentieren wir folgendermaflen:

Es gilt (Ito-Formel, angewendet auf X und die Funktion f(x) = 22)

t
X2 = X2 +2f X, dX, + (X)),
0

andererseits liefert die Ito-Formel, angewendet auf das Semimartingal (|X¢|):»0 und die Funktion
f(z) = 22 mit (3.11)

X2 =X =X +2 [ 1X,]d]X], + (1X]),
t t
- X2 [ X Jsen(X) dX, +2 [ X de, + (IX]),
0 0

t t
:Xg+2/ Xsts+2/ X, de, + (X),
0 0
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denn aus (3.11) folgt mit Def. 2.40 und Prop. 2.38, 3., dass (| X|): = fot(sg_j:n(Xs))2 d(X)s = (X)s.
Demnach gilt (f.s.)

t
2[ IX,[dl, =0 firt >0,
0
was (3.12) impliziert. ]

Beobachtung 3.1x. X eindim. BB mit Lokalzeitprozess (0¥ )is0, (| Xi|)is0 ist Semimartingal (vgl.
Tanaka-Formel (3.11), Satz 3.9), sei (KLX‘ )is0 der zugehirige Lokalzeitprozess. Dann gilt

KLX‘ :2&/}(, t>0 f.‘_f,’
insbesondere ist (U)X )10 adaptiert an (FlX| ).

Beweis. Mit Tanaka-Formel (Satz 3.9) gilt

t
X =1%ol = [ sen(X.)) dlx], + 6"
0 ~—- ——
=1-211x4]-0)

t t X1
- f d|X|s—2f Lix, 0y dIX]s +,
0 0 [
= sgn(Xs)dXS + d@(

t t
:|Xt|—|Xo|—2/0 (-1)1¢x,-0) dXs_QA 1(x,-0} X + ¢

=0 (*)

wobei wir fiir (*) beachten, dass

E[(fotl{xszo} dXS)Z] :E[[Ot(l{xszg})st] - /OtIP’(Xs =0)ds = 0.

Somit
ﬁ‘ | —Q[tl deX —2ft X = 20X
t = 0 {Xs=0} Oty = 0 t — <Y

denn fot 1ix,20) dl¥ = 0 nach Satz3.9. [l

Definition 3.12. Fiir ein stetiges Semimartingal X definieren wir die Lokalzeit in a € R via
t
07 =Xy —a|-|Xo-al- /(; sgn(Xs —a) dX; (3.14)

Satz 3.13. Sei X ein stetiges lokales Martingal. Es gibt eine Version des Lokalzeitprozesses (5? ta €
R,t> O), die in beiden Variablen stetig ist.

Beweis. Zu zeigen: Es gibt eine stetige Version von
t
(a,t) = ((a,t) = f sgn(Xs —a) dX;.
0
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Wir nehmen an

sup | Xy|, sup (X); < K fiirein K < o0
t t

(sonst stoppe entsprechend).

Seip>4,a<b.

E[ﬁg{g\(@i)-((@i)\”] =QPE[igglfot1(a,b](Xs)dXs|p]

:fot (sgn(Xs-b)-sgn(Xs—a)) dXs

t p/2
s(%EFggLA~1mm(XQd¢¥%‘ ]

gemifl BDG-Ungleichung (Satz 2.57).
Sei f € C?(R) gegeben durch f(0) =0, f/(x) =0 firz < -1 und

0, xr < —1oderx > 2,
1+z, -1<z<0,
1, 0<z <1,

2—-x, l<x<?2.

fr(x) =

Insbesondere gilt 0 < f/(z) < 2 fiirallez € R.
Seid:=b-a, fop(z) = f((:c - a)/&), somit

(fv)—— "((z-a)/5) > 1(ab(rr)

1 t 52 t
)3 ) tanXDax) < T [ dx),
= 52(fa,b(Xt) — fan(Xo) - fotféyb(Xs)dXs) (Ito-Formel)
<8 [fun(X0) = Fan(X0)| 48 [ F14(X,
Jar o)

<2/ X~ Xol/6 =51'((Xs-a)/6)

<4K5+6|/ ((X.-a)/s)dX

Esist
sup|/ (X~ a)/6) dx.["*] < ¢,E sup\/ (X, a)/8))” ) ""] < e, 2P B0
t>0 |
<4 <KP/4

gemifl BDG-Ungleichung (Satz 2.57), also

E[sup| f L () (X[ ] < Crepd2(1 4 2012 K71,
t>0 0
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d.h.
E[Sup |C(b, t) - ((a, t)|p] < 5K7p|b —alP’?
0

(fiir ein C'g ) < 00).
Die Behauptung folgt mit Kolmogorovs Stetigkeitskriterium (Satz 1.5 und Bemerkung 1.6), an-

gewendet auf den Prozess ({(a,-))qer mit Werten im polnischen Raum E = (C([0,0)), || - [|oo)-
[

Bemerkung 3.14. Wir schen
S , : 1
a v+ {{ ist Holder-stetig von jeder Ordnung < 3

denn Satz 1.5 zeigt: E[|Yu - Yv|°‘] < Clu —v|"*8 =Y besitzt Holder-(/3/cr)-stetige Version.

Korollar 3.x5. X stetiges Semimartingal, dann gibt es eine Version von (E? taeR,t> 0), die stetig
int und cadlag in a ist.
Sei X = M + A die kanonische Zerlegung, so ist € — (¢~ = 2 fot 1ix,-aydA,.

Beweis. Esist (vgl. Def. 3.12)

t t
(9= |X, - a| - | Xo—d| - fo sen(X, - a) dM, - [O sen(X, - a) dA,

=:L1 (t,a) =:L1 (t,a)

(t,a) = Li(t, a) besitzt eine stetige Version nach Satz 3.13,

(t,a) = Lo(t, a) ist nach Konstruktion stetig in ¢ und cadligin a
(denn a ~ sgn (X — a) ist cadlag, verwende dann z.B. dominierte Konvergenz).

Fir die Formel fiir £¢ — ¢¢~ beachte
sgn(X, - a) —limsgn(X, - b) = —21(x,_q).
bra
O

Bericht 3.16 (Eine allgemeinere Form von Satz 3.9). Fir f : R - R konvex existiert die linksseitige

Ableitung

i L&) = f(x=h)
D_f(x):= }Lli% , eR

fiir jedes 2 € R, und z — D_f(x) ist nicht-fallend (denn fiir x < y < z gile f(y) < Z2Lf(z) +
2 f(2) [ ] (ZZ)_—; @ U (ZZ)__yf Y wegen der Konvexitit von f), demnach definiert

w! ([a,b)) = D_f(b) = D_f(a), a<b einlokal-endliches positives Mafl

(man kann p/ als die 2. Ableitung von f im Distributionssinn auffassen, fiir f € C?(R) ist u/ (dx) =

f"(x)dz).
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Sei (X¢ )10 ein stetiges Semimartingal mit Lokalzeitenprozess (ﬁf, t>0,ac¢ R).

(f(Xt) )0 ist ein Semimartingal und es gilt die Meyer-Itd-Formel:

FO6) = £+ [ D)X+ 5 [ 6l da), (315

Fir ¢ : R — R beschrinkt und messbar gilt die Okkupationszeitformel:

fotga(Xs)d(X)ssztp(a)E?da, t>0 fs. (3.16)

Beweisideen/-skizze. Die linksseitige Ableitung D_ f () existiert stets fiir konvexes f und ist nicht-
fallend, denn firx < y < z gilt f(y) < Z2f(z) + & f(2) [ = (f(yy)__j(m) < Y1),

)

Fiir (3.15) betrachten wir zunichst ein stiickweise lineares, konvexes f mit endlich vielen ,Knicks-
tellen, dannist /' = Y1 Ciog,und f(2) = do+dyz+ X cjlv—xy|fireinn e Nyzy, ... 2, € R,
Cly. ., Cp > 0,do,dr € R;in diesem Fall erhilt man (3.15) leicht aus der Tanaka-Formel. Im allgemei-
nen Fall approximiert man p/ geeignet mit //» dieses Typs.

Fiir (3.16) sei zunichst ¢ € C.(R), sei f € C?(R) mit f” = ¢, dann gilt D_f = f’ und
Jrg(a) pf(da) = [ g(a)p(a) da fiir jedes messbare g : R — R,. Wir setzen g(a) = ¢¢ ein und
vergleichen den Ausdruck aus (3.15) mit dem Ausdruck der Ito-Formel fiir f(X;), um (3.16) in die-
sem Fall zu erhalten. Fiir den allgemeinen Fall beachten wir beispielsweise, dass die Klasse der ¢, fiir

die (3.16) gilt, einen unter monotoner Konvergenz abgeschlossenen Vektorraum bildet.

Details finden sich z.B. im Buch von Revuz & Yor, siche [RY, Thm. VL.1.5 und Cor. VL.1.6] oder
im Buch von Kallenberg, [Ka, Thm. 22.5]. O

Satz 3.r7 (Yamada-Watanabe-Kriterium3). o : R — R messbar, es gebe o : R, — R, wachsend mit

1

— du=00 firallee>0
Joow 70 f

und |o(z) —o(y)|* < o(|x —y|) < K|z —y| Vz,y € R, sowie |o(x)|? < K(1+|z[?) fiirein K < oo,
b: R — Rses Lipschitz-stetig.
Dann besitzt die SDGI

dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) dBt, XO =2y (317)
(mit B=1-dim. BB) eine (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutige starke Lisung.

Beweis.

3Toshio Yamada und Shinzo Watanabe, On the uniqueness of solutions of stochastic differential equations, J. Math.
Kyoto Univ. 11, 155-167, (1971). Unser Beweis folgt Jean-Frangois Le Gall, Applications du temps local aux équations
diftérentielles stochastiques unidimensionnelles. Sém. Prob. XVII, 15-31, Lecture Notes in Math. 986, Springer, Berlin,

(1983).
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Eindeutigkeit Seien X, X starke Losungen.
Es gilt ]E[th] , E[Xf] < oo (wie im Beweis von Satz 3.3).
SeiY = X - X, also

(V) = fot(a(xs) Co(K,)ds,

t 1 _ t(0(X,) - 0(X)))?
/(; ml{ys>0}d<y>5_ 0 o(Xs - X,)

<1 n. Vor.

1{X5>X5} dS < t < o00.

Die entscheidende Beobachtung ist, dass dies impliziert

O(Y)=0 fs.
(wobei £9(Y) = [Yy| - [Yo| - fot sgn(Y;) dY die (Semimartingal-)Lokalzeit von Y in 0 ist, vgl.
Def. 3.12),
denn

to P
(oo>)fO m1{y5>0}d(y)s:f(o’m) Sy )

gemifd Okkupationszeitformel (3.16) (aus Bericht 3.16) und

Wy)>ojc U {gg(Y)zdfarae(o,a)}c{f(o ng(Y)da:oo}

€,0eQN(0,00) ,00) Q(a)

(fiir die erste Inklusion verwenden wir, dass a = £¢(Y") cadlag ist).

Mit Satz 3.9 ist

~ t
X0 - Kl =¥il= Vol + [ sgn(vi)dve+ £(Y)
=0 =0

= [ s (06 -0 ds+ [ sen(¥)(o(X,) - o(K,)) B,

Der Integrand im ersten Summanden ist beschrinkt durch |Sgn(YS) (b(Xs) - b(X,) ‘ < K|X,- X,
der zweite Summand erfiillt E[---] = 0, also

E[|X, - X,[] < K fOtEUXS - X.[]ds,
mit Gronwall-Lemma (Lemma 3.5) folgt
E[|X: - X,]]=0 >0,
wegen Stetigkeit der Pfade folgt

P(X,=X,¥t>0)=1.
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Existenz Man kann hierzu die (unten dargestellte) ,allgemeine Theorie® verwenden: Der Eindeu-
tigkeitsteil zeigt, dass (3.17) pfadweise eindeutig im Sinne von Def. 3.18 ist, in Satz 3.25 unten wird eine
schwache Losung (insbesondere) von (3.17) bereitgestellt, Bericht 3.19, 2) zeigt dann, dass es auch eine

(eindeutige) starke Losung von (3.17) gibt.

Alternativ kann man explizit rechnen und Picard-Iteration wie Beweis von Satz 3.3 verwenden :
Sei

t ¢
X? =z, XtN*l::xo+/0 b(XéV)ds+/0 o(XN)dB,,

es gilt E[(XtN)ﬂ <oofiirallet >0, N € N (Argument wie im Beweis von Satz 3.3).
Setze
Y= XX

es gilt
O(YN)=0 fs.

(Argument wie oben:
(YN), = fot(U(XL;,N) - U(X;V‘l)) ds, wire (9(Y'N) > 0, so wire _[Ot @1{Y§N>O}d(Y)s = 00.)

Wie oben mit Tanaka-Formel
¢
YN=0+ [ sen(v¥)dy +0
0

t t
f sgn(Y) (b(XY) - b(X) ) ds + f sen(Y) (o(XN) - o(XV1)) dBs
0 0
: Dt(l’N) + DgQ’N)

(D?’N))tzo ist Martingal = AN(t):= E[|YtN|]
erfiille

t
AN(t) < K/ AN"Y(s)ds, weitethinist supA’(t) <C
0

t<T

fiirein C' = C(T") < oo, erhalte induktiv (analog zum Beweis von von Satz 3.3)
N
AN (1) < % fir0<t<T

mit einem ¢ = ¢(7T") < oo.
Mit Doobs £2-Ungleichung ist

E[sup(D*™V)"] < 4E[ (D)) - 4E[f0t (o(XY) - (XD))" ds]

s<t

<K[YN-1

t lt N

<4k [ AN (s)ds < (GOM
0 N!
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fiir t < T miteinem ¢’ = ¢/(T) < o0 und damit

() = [SUP YN < 2]E f Ksup|YuN|ds) ]+2E[sup(D(2 N)) ]

s<t u<s s<t
’t)N
< oK f N(syds 4 D
; [P (s)ds + N
und somit mit Gronwall-Ungleichung
TN 2
N(py < N (¢ o2TK?
0=y

Wie im Beweis von Satz 3.3 zeigt dies, dass die Folge XV f.s. lokal gleichmifig gegen eine Losung von
(3.17) konvergiert. []

Definition 3.18. Eine stochastische Differentialgleichung wie (3.1) heif$t pfadweise eindentig (auch:
stark eindeutig), wenn fiir je zwei Losungen (X, B) und (X', B) auf demselben Wahrscheinlich-
keitsraum (und mit derselben Brownschen Bewegung B) gile P(X; = X/ V¢ >0) = 1.

Sie heif§t in Verteilung eindeutig (auch: schwach eindeutig), wenn fiir je zwei Losungen (X, B)
und (X', B') auf moglicherweise verschiedenen Wahrscheinlichkeitsriumen gilt £(X') = £(X).

Bericht 3.19 (Zusammenhinge zwischen den Losungsbegriften). 1) Gilt fiir eine stochastische Dif-
ferentialgleichung wie (3.1) pfadweise Eindeutigkeit, so gilt auch Eindeutigkeit in Verteilung.

2) Eine pfadweise eindeutige SDGI, die eine schwache Losung besitzt, besitzt auch (zu beliebig vor-
gegebener Brownscher Bewegung) eine eindeutige starke Losung.

Der Beweis benutzt die (intuitiv plausible) Idee, (X, B) als ein zweistufiges Experiment zu realisie-
ren: Generiere zunichst eine Brownsche Bewegung B, dann X gemifl P(X|B) mit Hilfe eines ge-
eigneten Ubergangskerns. Eine analoge Konstruktion fiir (X', B") mit P'(X'|B’) gestattet dann,
X und X" auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum zu realisieren und so die pfadweise Eindeutigkeit
auszunutzen. Die technischen Details der Messbarkeitskonstruktion sind zu aufwendig, um hier wie-
dergegeben zu werden, siche z.B. Rogers & Williams [RW], Vol. 2, Kap. V.17 oder Karatzas & Shreve
[KS], Kap. 5.3.D.

3.1 Martingalprobleme und schwache Losungen von SDGIn

Definition 3.20. Seienb: RY > Réund a : RY - R%4 messbar, a(z) = (a;;(x) )i j=1
semidefinit fiir jedes x € RY, d.h. {Ta(x)€ = ¥, ; §i&jai(x) 20V E§ e RY, seix € R.
Eine Losung des Martingalproblems MP (a, b, x) ist ein W’mafl P auf(C’( [0,00),R9), 9’) mit

d S€ei positiv

-----

P(Xo=1z)=1, (3.18)

firalle f € C2(R?) ist
- F) = F(X0) - [ LX) ds (319)
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ein Martingal unter P, wobei

d 82 d
Lf(y):= 5 ”21 az’j(y)mf(y) + 2

(y), yeR™ (3.20)

Beobachtung 3.21. Seienb: R? - RY, 0 : R — R messbar, lokal beschrinkt, x¢ € RY. Aufeinem

Sfiltrierten Wraum (Q, o, (F;),P) gebe es eine n-dimensionale (F;)-BB ( By )10 und einen stetigen,
adaptierten Prozess (Xy) 0 mit

t t
Xt=x0+f b(Xs)ds+f o(X,)dB,, t>0  Pfs (3.21)
0 0

Dann ist fiir jedes f € C?(R?) der Prozess (M )50 aus (3.19) mit a(y) = o(y)o(y)T € Rxd i
(3.20) ein stetiges lokales (P-)Martingal.

Beweis. Da X (3.21) erfille, ist
(X7 X9, Z/ ou(X,) dBE, Zfaﬂ(xu)dBﬁ)t
1 0
t t
:Zf Uik(Xs)Ujk(Xs)de (O'O'T)Z'j(Xs)dSZf aij(Xs)ds.
= Jo 0 0

Mit Ito-Formel ist

PO =100+ 3 [ a0y axi=4 3 [on 0 b x0),

z]l

N or 2/ B, (X, )b(X)ds+ZZf O, f (X )ow(X,) dB"

=1 k=1

—Z/%(X) X,)ds

-1+ [ L) ds+ [ (90 0 (X,) b,
(mit Vf(x)=(01f(x),...,04f(x))T), d.h. M7 ist (lokales) Martingal. [

Satz 3.22. 1 Seien die Voraussetzungen von Beob. 3.21 gegeben und erfiillen b, o die Wachstumsbe-
dingung (3.4) ans Satz 3.3, &b IBIE + o (IF < K (1 + Iyl2), X lose (321). Dann sst die
Verteilung Py, =P o XL von X (ein W’mafSauf (C(R,,R?),.F)) eine Lisung des Martin-
galproblems MP (a,b, xg) mita(x) = o(x)o(x)T.

2. Seiumgekebrt Py, eine Losung von MP (a, b, xo). Dann gibt es einen filtrierten Wraum (Q, o, (F;),P),
anf dem eine n-dim. BB () und ein stetiger, adaptierter Prozess Z = (Zy) definiert sind mit

t ¢
7, =30 + [ b(Z,)ds + f o(Z)dBs, t>0  Pfs (3.22)
0 0
und die Verteillung von Z unter P ist P,.
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Beweis. 1. X erfiille (3.21). Wie in Beob. 3.21 bewiesen ist (M) ein stetiges lokales (IP-)Martingal.
Zeige:
Fiir f € C2(R?) ist (M) ein (P-)Martingal.

Wie im Beweis von Beob. 3.21 ist
t d t )
M = 0 - F0) - [ L) ds= 303 [ 0f(X )y (X.) dBL
i=1j=1

also

)= 35 5 (L o)X a5,
-5 5 [P )Xy ds

wwv;;[pwm%un@
< 30%(X.) + 503, (X0) < ol (X,)

sC’ft(1+||X5||2)ds
0

mit C' = C(f,d,n,K) < oo. Somit gilt unter der Wachstumsbedingung (3.4) aus Satz 3.3, die
SUD,or ]E[||Xt||2] < oo erzwingt (vgl. den Bew. von Satz 3.3), dass

E[(M'),] < oo fiirallet > 0.

Dies zeigt, dass M/ tatsichlich ein Martingal ist (sogar M/ € MS, vgl. Bem. 2.56, 2. oder Kor. 2.59).

Seien 0 < 89 < 81 << 8, =5<t,70,G1,---,Gm : R = R beschr. und m.b.

-[C'(R+,Rd) (f(wt) - f(wo) - ZLf(ws) ds)go(ws(J)...gm(wsm) Pa:o(dw)
B E[MfQO(XSO)mgm(XSm)] = B[ M go(Xsy)-gm(Xs,) ] (denn M7 ist P-Mart.)
B L(R+,Rd) (f(ws) B f(wo) B Ostf(ws) dS)go(w30)~--gm(wsm) Pxo(dw),

und PZO(WO = :1:0) = P(XO = 130) =1.

2. Wir betrachten hier nur denn Fall, dass n = d und a(x) lokal elliptisch ist, d.h. fiir @ # U c R?
offen und beschrinkt gibt es ein ¢y > 0 mit

la(z)€ 2 cyllé|]*  furalle & e RY. (3.23)

(Fiir den allgemeinen Fall siche z.B. [RW, Vol II, Thm. V.20.1].)
Wegen (3.23) und a = 00T ist jedes o (y) invertierbar, fiiry € U, £ € R% ist

16]1* = €50~ (w)a(y) (e (1)) "€ 2 coll (0™ (w) €I,
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d.h.
o~ '(-) istlokal beschrinkt (und messbar) (3.24)

Auf (C(R,,R?),.Z, P,,) sei H; die von {X;,s < t} und den P, -Nullmengen erzeugte o-
Algebra, und
gt ::m%ﬂaa t>0

e>0

so dass
(C(R,,RY), Z,(G;), Ps,) den tiblichen Bedingungen gentigt (vgl. Def. 2.2).
Seien

M;;:th_Xé—fo bi(Xs)ds, i=1,....d. (3-25)

Fir f(y) = y; ist Lf(y) = bi(y), also sind (mit geeignetem Stoppen, da y — y; keinen kompakten
Triger hat)
die M" stetige lokale (G;)-Martingale.

Analogerfiillt f(y) = yiy; Lf(y) = aij(y) +yibj(y) +y;0:(y), also ist
o . t ) .
XiX] - XX, - f a;;(Xs) + X1b;(Xs) + X1bj(X;)ds  stetiges lokales (G;)-Martingal.
0
(3.26)

Die It6-Formel zeigt
Xix/ =X3‘Xg+f0tX;' X7 +f0th dX' + (X', X7),
b2) xixi 4 fo CXIBi(X) + Xiby(X,) ds + (M7, M), + seet. lok. (G)-Mare.  (3.27)
Aus (3.26) und (3.27) ergibt sich
(Mi,Mj)t:fOtaij(Xs)ds, 120  (Pfs) (3.28)
Sei

5, = /Otg—l(Xs)dMS, £20 (d.h.ﬁ;:jifota;jl(xs)dMg), (3.29)

(B;) ist stetiges lokales (G;)-Martingal mit
d
(ﬁi,ﬁj)F Z[a;,}( ) dMPF Z/ (X)de
o kL.
lef L (OX)a3 (X) dM*, M)
(géS)k;r/ o (Xo)o 3 (Xo)are(X,) ds
= [N (a0 (X)), ds = .
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Gemif$ Lévys Charakterisierung der BB (Satz 2.54) ist demnach
(B;) d-dim. (G;)-BB unter P,.

Schlieflich zeigt (3.29), dass
t t
f o(X,)dB, = f o(X.)o  (X,) dM, = M,
0 0

und somit (vgl. (3.25))

¢ ¢
X, =20+ f b(X,)ds + [ o(X,) dfs,
0 0
d.h. Z := X und S 16sen (3.22). [
Korollar 3.23. Ang, b:R? > R und o : RY - R&™ erfiillen die Lipschitz-Bedingung

Ib(y) = b()+llo(y) - o ()l < Klly = 2l|, y.zeR%,£>0 (3.30)
(vgl. auch (3.3) in Satz 3.3). Dann besitzt fiir jeden Startwert v € Re das Martingalproblem MP (a, b, z)
mit Generator L = 5 szzl a;;0;0; + Y4 60, woa(-) =)o ()T, eine eindeutige Losung.
(Man sagt, das Martingalproblem ist wohlgestellt.)

Beweis.

Existenz Nach Satz 3.3 gibt es eine Lésung X von (3.21) (auf jedem W’raum, auf dem es eine ent-

sprechende Brownsche Bewegung B gibt), nach Satz 3.22, 1. ist die Verteilung von X eine Losung von

MP(a,b, xq).

Eindeutigkeit Sei P, eine Lésung von MP(a, b, z). Nach Satz3.22, 2. gibt es (auf einem geeign.
filtrierten W’raum) eine n-dim. BB (3;) und einen stetigen, adaptierten Prozess Z = (Z;) mit

¢ ¢
Zy =20 + f b(Zs)ds + [ o(Zs)dps, t>0, (3.31)
0 0

so dass P, = L(Z). (3.31) besitzt eine eindeutige starke Ldsung nach Satz 3.3, die man als lokal
gleichmifligen Grenzwert (X;°), X{° := limy_ . X} von

t t
Xto =X, XtN+1 =gt ‘/0 b(XéV) ds + [0 O—(Xév)dﬁ& L2 07 NeN (332)

erhilt, somit P, = £(Z) = L(X ). Die Verteilung von X und somit auch die von X > hingt
nach Konstruktion nur von der Verteilung von (/3;) ab (d.h. dem Wienermaf8) und ist durch (3.32)
eindeutig festgelegt. Folglich gilt ) = L(X*) = P, fiir jede Lésung ) von MP(a, b, z). [

Bemerkung 3.24. Korollar 3.23 ist insoweit etwas unbefriedigend, dass die Basisvoraussetzung (3.30)
der Lipschitzstetigkeit an o (-) gestellt wird und nicht an das in der Formulierung des Martingalpro-
blems auftretende a(-) = o(-)o(-)7.

Im Allgemeinen geniigt Lipschitzstetigkeit von a(+) nicht, damitauch seine ,Wurzel“ o (-) Lipschitz-
stetig wird (betr. etwain d = 1 a(x) = |z], so ist o/(x) = \/]]).

Bekannt sind folgende Kriterien (siche z.B. D.W. Stroock, S.R.S. Varadhan, Multidimensional
diffusion processes, Springer, 1979, Kap. 5.2):
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* Wenn a(-) uniform elliptisch ist (d.h. inf ,cga infeega g1 §7a(2)€ > 0) und global Lipschitz,
so besitzt es eine ,,Lipschitz-Wurzel”.

* Wenn a(-) beschrinke ist und (koordinatenweise) zweimal stetig diff’bar mit beschrinkten
zweiten Ableitungen (maxX,; j<a SUP,epa |0;;a(7)| < 00), 50 besitztes eine ,Lipschitz-Wurzel.

Zur Existenz von (schwachen) Losungen Wihrend fiir die Eindeutigkeit der schwachen Lésung
einer SDGI / der Losung des zugehérigen Martingalproblems typischerweise Lipschitz-Annahmen
an die Koeffizienten (oder sehr spezielle Argumente fiir den konkreten Einzelfall) notwendig sind,
kann die Existenz einer Lésung unter recht milden Wachstumsbedingungen allgemein sichergestellt

werden:

Satz 3.25. Seien b,0 : R — R stetig und hichstens linear wachsend, d.b. ¥ x € R: |b(x)| + |o(z)] <
K (1 + |z|) mit einem K < oo. Dann bat die stochastische Differentialgleichung

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt (333)

mit Xo = o fiir jeden Startpunkt x € R (mindestens) eine schwache Losung (und mit Satz 3.2z besitzt
somit das gugehorige Martingalproblem mindestens eine Lisung).

Beweis. Die Idee ist, eine Approximation mittels Euler(-Maruyama)-Schema zu konstruieren, Straff-
heit der Folge auf dem Pfadraum (via Kolmogorovs Momentenkriterium, vgl. Satz 1.5) zu zeigen und
dann eine konvergente Teilfolge auszuwihlen; der Limesprozess 16st dann das zugehorige Martingal-
problem. Dieser Ansatz geht auf D. Stroock und S. Varadhan, 1969, zurtick.

1 Schritt Fiir N € N, t > Osei [t]y = 27V[2N¢], sei B Standard-Brownsche Bewegung, ¥ davon
unabhingige, reelle ZV. Die stochastische Differentialgleichung

dx™ = b(X{)))dt + o (X)) dB, (3.34)
mit X(gN) =Y hat die eindeutige ,explizite“ (starke) Losung
N N N N
xM™ = X[(t]]i n b(X[(t];)(t ~[tlv) + O(X[(t]]\)r)(Bt - By )- (3-35)
Zeige: Fur T' > 0,p > 1 gibtesein C' = C(T, p, ') so dass

E [Sup |X§N>|2p] <C(L+E[|Y[*])e”, 0<t<T, und (3.36)

s<t
E[IX{™ - XIVPr| < 0+ T (1+E[YP])(E-5)?, 0<s<t<T  (337)

(insbesondere sind die Schranken nicht von N abhingig). Dazu schreibe

t
(XL o= sup | XV, M = / o(X{)))dB,,
0

s<t
es gilt

2p

¢ 2p t
XMV < 32|y PP 4 3% f b(X[))ds| +3% f o(X(),)dB,
0 sin 0 [s]n
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Fiir den mittleren Term beachte mit der Jensenschen Ungleichung

t 1 t
(N) (N)
A b(X[S]N)ds n /0 b(X[S]N)ds

t t
Stzp—l/ ‘b(X[(g])v)fpdsSt2p_1(2K)2pf 1+(|X(N)|;)2p ds, (3.39)
0 0

2p

2p

fiir den dritten Term beachte, dass M (M) ein (lokales) Martingal ist, mit der BDG-Ungleichung folgt
(mit einem ¢, < 00)

E [sup|Ms(N)|2p] <c,E [((M(N))t)p] =c,E [([Dtaz(X[(g;)ds)p] =, t’E [(% /(;tUQ(X[(gg)ds)p]

s<t
(3.40)
B t 5 t )2
< tr! fo E[o*(x())]ds < e, (2K ) fo L+ E[(IX[)™] ds.
(3.41)
Insgesamt ergibt sich damit aus (3.38) mit einem C<oofirt<T
~ t
E[(IX™])"] < C(R[yPr]+ ! f L+ E[(IXM])™ ] ds), (3.42)
0
fir fy(t) :=E [(| XM ) ] gilt also (mit entsprechend angepasstem C' < o)
t
in(t) < CO+E[YP]) +C [ fu(s)ds .43
woraus (3.36) mittels Gronwall-Ungleichung folgt.
Um (3.37) zu beweisen betrachten wir fiir eine Wahlvon 0 < s < ¢ < T*: X, =X s(i\? -X S(N),
0 <7 <t- s (insbesondere X, = 0) und wenden (3.42) auf X;_; an:
~ ~ t-s ~
E[IX™ - xMVPr]| =E[|R, 7] < C(t - s)7! f 1+E [(|X|:)2”] dr (3.44)
0
<Clt-sy (1+2E[(IXM)7]) (.45

2. Schritt Sei Py == L(X(N)) € Ml(C'([O, 00), R)) (wir statten C'([0, 00), R) mit einer Metrik
aus, die die lokal gleichmiflige Konvergenz metrisiert).
Nach dem Satz von Arzela-Ascoli sind Mengen von Funktionen des Typs

<s<t<

Aucucs = {101 > Rsuplr (] <Coo sup )= FOIE-9 < Ca - a0

mit v € (0,1],C4, Cy < oo kompakein C([0,T'],R). Aus (3.36), (3.37) und Kolmogorovs Momen-
tenkriterium (Satz 1.5) ergeben sich fiir v € (0, 1/2), ¢ > 0 Konstanten C1, C5 < 00, so dass

]1\21{I Pyn(Aacicp)>1-¢. (3.47)
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Demnach ist die Familie Py (zunichst eingeschrinkt auf das Zeitintervall [0, T']) straff, mit dem Satz
von Prohorov gibt es eine schwach konvergente Teilfolge. Lasse 1" lings N divergieren, ein Diagona-

lisierungsargument zeigt:

P =w-limy_ Py, existiert fir eine Teilfolge /Vj, (3.48)

3. Schritt Setze den Startpunkt Y := x in obiger Konstruktion. P 16st das Martingalproblem MP(o2,
b, xp): Sei f € C2(R). Nach Konstruktion ist fiir jedes /V der Prozess

MY = ) = fao) =[O P 4 Lo (X)) ds ao)

ein Martingal, d.h. fiir 0 < sy <+ <5, <5<, g1, ..., gm € Cp(R) gilt

E [(Mtf’N - M) [T g5(x >>] = 0. (3.50)

J=1

Daraus ergibt sich (mit der Stetigkeit von b, o und (3.36), um gleichgradige Integrierbarkeit sicherzu-
stellen) mit (3.48) auch

IEP [(f(Xt) - f(Xs) - lt b(Xu)f,(Xu) + %O-Q(Xu)f”(Xu) du) lz_lg](XSJ)] = 07 (3-51)

d.h. P 16st MP(a2, b, ).

4. Schritt Mit Satz 3.22 erhalten wir aus der Losung von MP(c2, b, x() eine schwache Losung von

(333)- O
Bemerkung. Der Beweis funktioniert ebenso (mit leicht hoherem Notationsaufwand) fiir Prozesse
in R,

92



Anhang A

Erginzung: Markovprozesse und
Martingalprobleme

Schreibweise (vgl. auch Def. 3.20):

Definition A.1. Seien b : R? - R?und a : R? » R%? messbar (und a(z) = (a;;(x))i =1
symmetrisch, positiv semidefinit fiir jedes x € R?), n € M (R?).
P e M;(C(R,,R%))ist Lsung des Martingalproblems MP(a, b, 1), wenn fiiralle f € C2(RR%)

M= FX0) - F(X0) = [ LX) ds

ein Martingal unter P ist (wir schreiben X; = w() fiir den kanonischen Prozess auf (C ([0,00),R%), F ))
und P o X! = pu(dh. X ~ p unter P), wobei

L) e L d 0? d by 2
fy) = 5;1 aij(y)ayiayjf(y) + 2; i(y)ayif(y)-

Bem. Dies erginzt Def. 3.20 (dort hatten wir Martingalprobleme MP(a,b,2) = MP(a,b,d,) zu
einem festen Startpunkt 2 € R? betrachtet). Wenn P, Losung zu MP(a, b, z) = MP(a,b, d,) fir
z e Reist, soist P := [pa P, pu(dz) Losung fiir MP(a, b, 1t).

Bemerkung A.2. P 15st MP(a,b, P o X;') g.d.w. (vgl. Beweis von Satz 3.22)

t
E[(f(X:) = f(Xo) = [LF(Xs)ds)go(Xey)gm(Xs,)] = 0 (A)
fiir alle Wahlen 0 < sg < 81 < - < 8, = 5 < t, G0, G1, - - -  m : R = R beschr. und messbar.

(Wir betrachten im Kontext von Martingalproblemen hier i.A. die ,rohe“, d.h. unvervollstindigte, kano-

nische Filtration F; := 0(X,, s < t) auf Q = C(R,,R?).)
Proposition A.3. Es gelte
Ve Mi(R), 20 : P,Q Losungen von MP(a,b,1) = PoX;'=Qo X, (A.2)

Dann besitzt fiir jedes 1 € M1(R) MP(a, b, 1) hichstens eine Lisung.
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(A.2) besagtin Worten folgendes: wenn fiir je zwei Losungen zur selben Startverteilung die Rand-
verteilungen zu jeder vorgegebenen festen Zeit gleich sind, so sind die Losungen bereits gleich.

Prop. A.3 ist oft niitzlich, da man fur (A.2) nur (zeitlich) eindimensionale Marginalverteilungen
betrachten muss, nicht die gesamte Verteilung auf dem Pfadraum.

Bewets. Seien P, () Losungen von MP(a, b, 1t). Zu zeigen ist

Vj€N7 0381<"'<8j,Bl,...,Bj€B(Rd) :
P(X,, €By,...,X,,€B;)=Q(Xs, € By,....X,, € Bj)  (A3)

(denn Mengen dieses Typs bilden einen N-stabilen Erzeuger von o( X, s > 0) auf Q = C(R,,R%).)
Wir zeigen (A.3) per Induktion tiber j: j = 1 v/(nach Vor.)
Sei (A.3) fiir ein j € N wahr und

0< sy < <sj, By,...,B; e B(RY) mit P(X,, € By,...,X,, € B;) > 0.
Definiere P € M;(C(R.,R%)) durch

P(d) P({X,, €B,..., X, € Bj}n A)
" P(X, €Bi,....X,, €B))

und einen stetigen Prozess
X;i= Xpw), 20,

SeimeN,0<tg<ty <<ty =t<t+h,g0,91,...,9m: R¢— R beschr. und messbar.

EP[(f(Xun) - F(X0) - ij(f@) 0)g0(Xeo) -0 (K )]

1 t+h+s;

_ . ) )
T P(X B Xo B [(FKionie) = 1K) = ] LI du)

x gO(Xto+Sj )"'gm(Xtm+Sj )131 (Xsl )"'1Bj (XSJ' )]
=0
nach Bem. A.2, d.h.
Po X! lost MP(a,b, PoX;h).

(anders gesagt: X unter P 16st MP(a,b, P o X;1).

Konstruiere analog Q (ersetze jeweils P durch Q in obiger Konstruktion), @ o X~ 16st MP(a, b, Q
X'

Fiir B € B(R?) ist

P(X,, €Bi,....,X,, , € Bj1,X,, € BjnDB)

P(X,, €By,...,X,, € B;)
P(X,, €By,....X,, , € Bj1,X,, € BjnB)

= ) sj-1 :_X B
P(XsleBl,...,XSjij) Q( o€ )

P(XoeB) =
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nach Induktionsannahme, d.h. P o X5 = Q o X'

Nach Voraussetzung (A.2) gilt ftir 5,1 > s

also fiir bel. Bj,; € B(R?)

P(X,, €Bi,..., Xy, €B;, X, € Bju1) = Q(Xs, € Br,..., Xs,, Xy, € Bju1 € By),

Sj+1

d.h. (A.3) gile fiar 7 + 1. [

Bem. Dasselbe Argument kann man verwenden um zu zeigen, dass unter Vor. (A.2) eine Lésung —
falls existent — die (schwache) Markoveigenschaft besitzt.

Es kommt bei diesem Argument nicht auf die Form von L als Differentialoperator an — insoweit
ist es ein abstraktes Argument, das genauso mit dem Generator irgendeines Markovprozesses funk-

tionieren wiirde.

Der folgende Satz zeigt den fundamentalen Zusammenhang zwischen Markovprozessen und Mar-
tingalproblemen.

Satz A.4. Das Martingalproblem MP(a,b) zu a, b sei woblgestellt, d.b. fiir alle i € My (R®) besitzt
MP(a, b, j1) eine eindeutige Lisuny.
P, sei die (eindeutige) Losung von MP(a, b, 9, ), © € RY, setze

S, f(x) = [ F(X,) P.(dX) (:: Ex[f(Xt)]), z eRY, f:RY - R beschr, m.b.
Dann gilt fiir jede endliche Stoppzeit T (und x € R?, f : R? - R beschr., m.b.)

Eu[f(Xea) |F:] = Suf (X)) (= Bx, [F(X0)]), (A.4)
insbes. ist (X, (Py) yera ) ein starker Markovprozess.

Beweis von Satz A.4. Anmerkung: Wir verwenden ohne Beweis, dassR? 3> z — P, ¢ M;(C(R,,R?))
messbar ist (vgl. z.B. Exercise 6.7.4 in D. Stroock und S.R.S. Varadhan, Multi-dimensional diffusion
processes, Springer, 1979).

Wir nehmen zunichst an, dass 7 beschrinkt ist.

Sei P eine beliebige Losung von MP(a, b) (z.B. P = P, fiirein z € RY), A € F, mit P(A) > 0,
definiere _
EP[14Px, (B)]

pA)

Esgiltfiir 0 <tg < <t;, <t <t+h,go, 01, 9gm : R? - R beschr. und messbar mit

Pi(B):= BcC(R,,RY) m.b.

t+h

n(X) := (f(Xt+h) - f(Xy) - tf Lf(Xu) du)go(Xto)“'gm(Xtm)
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(vgl. Bem. A.2)

B[O = 5B 1 [, 100 Pr(@)] =0,

=0

d.h. P, 155t MP(a, b).
Sei
EP[1A1§((XT+u)uZO)]

B R, R%) m.b.
P(A) b CC( b )mb7

PQ(E) =

es ist

Ey[n(X)] = mEP[lAU((XHu)uzo)] = mEP[EP[lAT}((XT+U)UZO) |]:T+t]]

= ﬁEP[lAQO(XTHo)"'gm(X7-+tm)EP[(f(XT+t+h) - f(X7-+t)

T+t+h

[ LF(X) du)| Fra]

T+t

=0 (optional stopping)
=0
(denn 7 + t ist n. Vor. eine beschrinkte Stoppzeit), d.h. auch P, 16st MP(a, ).

Weiter ist

pl(Xo € B) = ;EPI:IAPXT(XO € B)] - L
P(A) P(A)

Dies impliziert (denn n. Vor. ist MP (a, b) wohlgestellt)
Py =P, dh EF[14Px (B)]=E"[1415((Xrs)0)], Ae€F,,BcC(R.,RY) mb,

Ef[141(x,ep ] = P2(Xo € B), BeB(RY).

was die Behauptung ergibt.

Wenn 7 endlich, aber nicht notwendig beschinkt ist, wird im Beweis, dass E2[n(X)] = 0 gilt,
noch ein Approximationsargument benétigt:

¢
Betrachte 7y := 7 A N (dies ist beschr. Stoppzeit) und M, = f(X,) - f(Xo) - [ Lf(X,) du
0
erfiille

?Vup ‘ N+t+h TN+t| < Cf(l + h)

demnach mit dominierter Konvergenz

LY(P)

MrfN+t+h MfNth N%OO Mrf+t+h N Mgﬂf?
somit
P T+t+h
EP[(f(Xram) = F(Xew) = [ LF(X,)du) | Frud]
T+t
TN +t+h
= hm EP[(f(XTN+t+h) - f(XTN+t) [ Lf(X )du ’fT+t:|
TN+t
f _
1%13.10 M(TN+t+h)/\(T+t) M(TN+t)/\(T+t) = 0.
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Korollar A.s. Die eindeutige (starke oder schwache) Losung X einer (autonomen) SDGI
dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) dBt
ist ein starker Markovprozess.

Bem. [Dies gilt insbes. unter den Voraussetzungen von Satz 3.3 (b, o Lipschitz) oder von Satz 3.17. Der
Generator der zugehdrigen Markov-Halbgruppe (im Sinne der Funktionalanalysis) ist dann L f (x) =

b(z)-Vf(z)+1Y,ai;(x)0:0;f(x).

A.1 Dualitit

Fir die Frage nach der Eindeutigkeit eines Martingalproblems ist angesichts Prop. A.3 Dualitit oft
ein nitzliches und wichtiges Werkzeug.

Definition A.6. X (®) = (Xt(x))tzo, r e Fund Y = (Yt(y))tzo, y € E’ Familien von stocha-
stischen Prozessen mit Werten in F bzw. in B’ (E, E’ seien polnische Riume, sagen wir), es gelte
Xém) =z, Yo(y) =y t.s. X und Y heilen dual mit Dualititsfunktion H : E' x E' — C, wenn gilt

E[H(X",y)| =E[H(z,Y,")] Vt20,z€¢E, yek'"

(Wir nehmen an, dass H geeignete Messbarkeits- und Beschrinktheits/-Wachstumsannahmen erfiillt,
so dass die betrachteten Erwartungswerte existieren.)

Satz A.7. Fiirjedesx € RY existiere eine Lisung von MP(a, b, 0., ), es gebe eine Familie Y V), y € E' von
Markovprozgessen mit Werten in E' und Yo(y) =y, H :RIxE’" > Cm.b.s0 dassE“H(x, Y;(y))” < 00
firxeRLye Bt >0,

{H(-, ),y € E’} sei trennend fiir My (R?),

(d.h. [pa H(x,y) p(dx) = [pa H(z,y) v(dz) fiir alle y = p = v) und fiir jede Lisung X *) von
MP(a,b,d,) gelte

E[H(X",9)] =E[H(z,Y )] vtz0,yeE" (A.s)
Dann ist MP (a, b) woblgestellt.
Beweis. Seien X (@), X (@) Losungen von MP(a, b)

(A'S) v (x xT 7
=" EB[H(X )] =E[HX",y)] =E[H(z,Y,")] Vt>0,yecE
H('a y)v ye E’
trennend _
= LX) =£(X™) vix0
Prop. A3

= Losung eindeutig, d.h. X@ 4 X@)

(Strenggenommen braucht es hier noch einen kleinen ,Schlenker, da Prop. A.3 die Eindeutigkeit der 1-dim.
Marginalverteilungen bei beliebiger Startverteilung voraussetzt (nicht nur bei Dirac-Verteilungen), formal: be-

dinge auf X bzw. X und verwende dann regulire Versionen der bedingten Verteilungen.) [l
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Beispiel: Wright-Fisher-Diffusion und Kingman-Koaleszent
Die Losung (X} )0 der SDgl

dX; = 1[0,1](Xt)\/7Xt(1 - X;)dB; (A.6)

mity >0, Xo = g € [0, 1], (Bt)s0 Brownsche Bewegung heifit die (neutrale 2-Typ-) Wright-Fisher-
Diffusion’. Sie ist ein fundamentales Modell der (theoretischen) Populationsgenetik zur Beschrei-
bung des Anteilsprozesses eines genetischen Typs in einer zwei-Typ-Population konstanter Grof3e
unter Einfluss von Zufilligkeiten im Fortpflanzungserfolg (sogenannte ,genetische Drift).

Bem. Die Funktion o(z) = \/x(1 — z) ist nicht Lipschitz-stetig, erfiillt aber die Bedingungen von
Satz 3.17 (Yamada-Watanabe-Kriterium), somit besitzt (A.6) eine eindeutige (sogar: starke) Losung
und beschreibt insbesondere einen Markovprozess.

Wir briuchten also nicht Satz A.7 fiir die Eindeutigkeit des zug. Martingalproblems zu verwen-
den, aber mittels Dualitit lassen sich hier Eigenschaften der Losung (etwa Momente von X;) leicht
recht explizit bestimmen.

Seine Macht zeigt der Dualitdtsansatz hier (erst) in der mehrdimensionalen (=multi-Kolonie) Si-
tuation im nichsten Abschnitt.

Bem. Esgilt X; € [0,1] fiiralle ¢ > 0.
(Wir kdnnen also ,salopp® schreiben dX; = \/7X:(1 — X;) dB;, sofern X, € [0,1].)

Beweis. Seit:=inf{t>0: X, ¢[0,1]}, X, := X, der gestoppte Prozess, wegen Pfadstetigkeit gilt
Xy €[0,1] fiirallet > 0und X € {0, 1} firt > 7. Es ist (mit Prop. 2.38, 4) fiir (*))

- tAT . tAT - — —
X, = X, :x0+[0 110.7(X,) fst(l—Xs)st(:)gc0+[0 1o (X)X, (1 - X,) dB,
t - — —
:x0+f0 1o (X)X (1 - X,) dB,

(denn fttM 110,13 (XS)\ / ’y)N(S(l - XS) dB, = 0), somit ist X ebenfalls Losung von (A.6), aus Ein-
deutigkeit folgt (insbes.) £(X) = £(X) und somit 7 = oo fs. [

Zur Dualitit  Sei (Y} )50 zeitkontinuierliche Markovkette auf N mit Sprungratenmatrix Q = (Qy.0 ) mnens

'y(rg), n=m-1,
Qm,n = —’7(7;), n=m,
0, sonst.
(Dies ist der sog. Blockzihlprozess des Kingman-Koaleszenten.)
X und Y sind dual beziiglich H(x,n) := 2" (z € [0,1],y € N), d.h. es gilt
E[(X,)"|Xo=2] =E[2"|Yy=n], t>0,2€[0,1],neN. (A7)

'nach Sewall Wright (1889-1988) und Ronald A. Fisher (1890-1962)

98



Beweis. Sei fi (1) == E[(X:)"| Xo = 2], gon(t) := E[zY*| Yy = n]. Mit Itd-Formel ist

t t
(Xt)”—x"—%/ n(n—l)(Xs)”‘Qst(l—Xs)ds:f n X7 Xo(1 - X)dB,
0 0

ein Martingal. Wir nehmen den Erwartungswert und finden ein Gleichungssystem fiir f, ,,(-): Fiir
t>0ist

for®) =2, fon(t)=2" ”(2) fo (fona(s) = fon(s))ds firn>2.  (AS)

Dies ist ein System linearer Differentialgleichungen

L@ =5(5) (e (0= fen®))

das eindeutig rekursiv (bzgl. n) 16sbar ist.

Andererseits 16st g, ,(t) = E[2Y*|Y) = n] (wegen der Kolmogorovschen Riickwirtsgleichun-
gen, vgl. z.B. [Ka, Thm. 12.22] oder auch Stochastik II, WS 14/15, Aufgabe 6.2) ebenfalls

G0 (1) = T Y0 =] = 2 QuEl™) = ) (B Y5 = n - 1] - B[+ 3 =)
- /y(;l)(ngn—l(t) - gm,n(t)) (A9)

und wegen L£(Y;|Y; = 1) = 9; (siehe die Form der Sprungraten) ist g, ,,(t) = , somit gilt g, ,,(t) =
fun(t), dh. (A7) gil. 0

Insbesondere ist B[ X, | X = z] = x,
E[(X,)?| Xo = ] = B[2" | Yy = 2] = 22P(Y; = 2| Yy = 2)+2P(Y; = 1| Yy = 2) = a2e 4z (1),

also

Var[ X;| Xo = 2] = E[(X;)?*| Xo=2] -2? = (1 -e")z(1 - 2)

und die ,erwartete Heterozygositit® zur Zeit ¢ ist

E[2X,(1 - X,) | Xo = 2] = 22(1 - 2)e ™.

Beispiel: Interagierende Wright-Fisher-Diffusionen und strukturierter Kingman-
Koaleszent
Wir betrachten den N-dimensionalen Prozess (X;(1), ..., Xi(N) )0, Ldsung von

N

dX, (i) = /7 X (3)(1 - X.(2)) dBy(i) Z (G, ) (X:(j) - Xe(i))dt, i=1,...,N (Auo)

,,,,,

wobel (Bt(l))tz(b ooy (Be(N))is0 N uaa. Brownbewegungen
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Bem. Man kann zeigen, dass (X;(1),..., X:(N)) € [0, 1]V furalle t > 0 gilt, sofern es fiir t = 0

erfiillt ist.

Sei (Y;) zeitkont. Markovkette auf £/ = (Ng)», Sprungratenmatrix (wir schreiben £/ 3 y =

(y(4))ics; etc.)
y(i)m(j,1), falls y’ =y — Ly + 1y, fiir gewisse @ # j,
0., = ’y(y(;)), falls y' = y — 1) fiir ein 4,
i (mi) - 4(*)), fallsy =,
0, sonst

Zur Dualitit Fiirz € [0,1]V,y € (Ng)V sei

H(x,y)=a¥:= Hm(i)y(i).

i=1

Es gilt

E[XY|Xo = 2] = E[H(X¢,y)| Xo = 2] = E[H (2,Y}) [Yo = y] = E[2"* | Y = y]

Beweis. Sei
foy(#) = E[(Xy)"| X0 = 0] = E[H (X}, y) | Xo = 7],
gry(t) = B[z Yy = 0] = E[H (2,Y;) | Yo = ]
firx € [0,1]V,y € (Ng)V. Esist

%(i)ﬂ(x,y) =y(i)2" o,

H(z,y) = 2(y(i))$y_21{i},

2(i)? 2

mit Itd-Formel ist also

X7 =Xt 18 ymG G0 - X)X ds

_ %1 fo t v(y(;))Xg_Zl“} X.(0)(1 - X.(i)) ds

ein Martingal. Nehme Erwartungswerte und erhalte

Juy(t) =2+ /Ot Z y(i)m(J, Z')(fzvy—l{i}”{j}(s) B fl‘vy(s)) ds

3,5=1

+ f0t7§; (ygi))(fw,y—l{i}(s) ~ feu(s)) ds

(A.1x)

(A.r2)

(A.13)

(mit Randbedingung f (0,0,...0)(t) = 1). Dieses lineare (Differential-)Gleichungssystem (hier in in-

tegrierter Form notiert) ldsst sich — wenigstens im Prinzip — mit Induktion iiber 37, y(4) eindeutig

16sen.
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Andererseits 1ost g, (1) (wiederum wegen der Kolmogorovschen Riickwirtsgleichungen) eben-

falls

79O = GEAEING =)= 5 QuEH ) Y=
PNOLIRIOPTRIORYE) RS 2 Gy (RO

(A.14)

(mit Startwerten g;,,,(0) = 2¥ und Randbedingung g, (0,0,...0)(t) = 1). Somit gilt g, (t) = fo, (%),
d.h. (A.r2). O

Da die Funktionenfamilie H (-, ), y € (Ng)® trennend fiir M ([0, 1]V) ist, ist nach Satz A.7
die Losung von (A.10) (zumindest in Verteilung) eindeutig.
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