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Aufgabe 0.1 a) Sei X irreduzible diskrete Markovkette auf F. Es gebe eine Funktion ¢ : £ —
[0,00) mit () — oo fiir z — o0 (in dem Sinne, dass #{z € E : p(z) < M} < oo fiir jedes
M € (0, 00) gilt) und eine endliche Teilmenge F' < E, so dass

E.[e(X1)] < ¢(z) firalle z € E\F.

Zeigen Sie: Dann ist X rekurrent.

[Hinweis. Sei 7 := min{n € Ny : X, € F'} und T := min{n € Ny : ¢(X,,) = M}. Benutzen Sie
die Tatsache, dass (¢ (X A7) )nen, ein Supermartingal ist, um P, (7, < 7) abzuschitzen und folgern
Sie mittels M — oo, dass P, (7 < 00) = 1 fiir jedes x € E.]

b) Wenn man in a) die Bedingung ¢ — oo durch ¢ — 0 ersetzt (d.h. fiir jedes € > 0 ist #{zx € F :
o(z) = e} < ) und mingep @(x) > 0 gilt, so ist X transient.

¢) Sei X diskrete Markovkette auf Z, mit Ubergangsmatrix p, wobei

1, i=0,j=1,
o i>0,j=i+1,
A R
0, sonst

fiir gewisse 7; € (0, 1) (eine solche Kette heifit auch ein Geburts- und Todesprozess).
Es gelte r,, = % + €p, wobei €, ~ ¢/n® fiir ein ¢ > 0 und « € [0, ). Zeigen Sie: X ist rekurrent
fiir o > 1 und transient fiir o < 1. (Falls Sie mochten: wie sieht es im Fall o = 1 aus?)

[Hinweis. Die Funktion ¢(0) := 0, ¢(¢) := Zi::lo i 1;;7 fir £ € N (wobei fiir m = 0 das ,leere*

Produkt als 1 interpretiert wird), ist auf {1, 2, ...} harmonisch fiir X.]

Aufgabe 0.2 (Wartezeitparadoxon, diskreter Fall)  Seien &1, &5, ... u.i.v. mit Werten in N, es gelte
geT{j:P(& =j) >0} = 1und E[§;] < o0. Wir setzen Ty := 0, T, := & + - - - + &k, k € N. Fir
n € Ng sei

N, :=max{keNy: T <n} und W, :=En, 11 ( = min{T} : Ty, > n} —max{Ty : Ty < n})
Fiir £ € N gilt

l
Jim P(W,, = ) = mp(fl =1{).

[Hinweis. Sei X, := inf{T}, —n : k € No, T}, = n}. (W,, X, ), ist eine Markovkette, bestimmen Sie
die invariante Verteilung.]

Aufgabe 0.3 (Eine Version von Poincarés Wiederkehrsatz) — Sei (2,4, P, 7) ein maBerhaltendes
dynamisches System, fiir A € A sei T} := inf{n > 0: 7"(w) € A}.
a) Es gilt A < {T'} < oo} P-f.s.und A < {7"(w) € A unendlich oft} P-f.s.
[Hinweis. Sei B := A n {T} = o0}, dann sind die Mengen 7~%(B), k € N paarweise disjunkt mit
P(r*(B)) =P(B)]
b) Sei 7 dariiberhinaus ergodisch und P(A) > 0, so gilt

P(7"(w) € A unendlich oft) = 1.

[Hinweis. C' := {7"(w) € A unendlich oft} ist 7-invariant, und A ¢ C P-f.s. nach Teil a).]



Aufgabe 0.4  Sei (X,,)nen, €in Z-wertiger stationérer Prozess mit Xo € £1(P) und E[X, | Z] = 0
und S, = >0, Xi, n € N (sowie Sy = 0).

a) Zeigen Sie:

. 1
limsup — max |S;| =0
n—soo N 1<isn

b) Sei A = {S,, # 0 fur alle n > 1}. Zeigen Sie: Es gilt P(A) = 0.
¢) Fir m € Ny sei o, := inf{n e N: S,,,,, = S,,}. Zeigen Sie: P(o,,, < 0) = 1.
d) Folgern Sie:
P(S,, = 0 fiir unendliche viele n) = 1
[Hinweise. a) und b) Verwenden Sie die aus der Vorlesung bekannten Tatsachen, dass .S,,/n — 0 und
n T #{S1, 52, ...,8.) = P(A| T) f.s. gilt.
¢) Verwenden Sie {09 = o0} = A und Stationaritét.
d) Esist()_o{om < o0} < {S,, = 0 fiir unendliche viele n}.
Ubrigens: Die Aussage in d) verallgemeinert den Satz von Chung-Fuchs, der besagt, dass jede zen-
trierte Irrfahrt auf Z rekurrent ist.]



