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Aufgabe 0.1 a) Sei X irreduzible diskrete Markovkette auf E. Es gebe eine Funktion φ : E Ñ

r0,8q mit φpxq Ñ 8 für x Ñ 8 (in dem Sinne, dass #tx P E : φpxq ď Mu ă 8 für jedes
M P p0,8q gilt) und eine endliche Teilmenge F Ă E, so dass

Ex

“

φpX1q
‰

ď φpxq für alle x P EzF.

Zeigen Sie: Dann ist X rekurrent.
[Hinweis. Sei τ :“ mintn P N0 : Xn P F u und TM :“ mintn P N0 : φpXnq ě Mu. Benutzen Sie
die Tatsache, dass pφpXn^τ qqnPN0 ein Supermartingal ist, um PxpTM ă τq abzuschätzen und folgern
Sie mittels M Ñ 8, dass Pxpτ ă 8q “ 1 für jedes x P E.]
b) Wenn man in a) die Bedingung φ Ñ 8 durch φ Ñ 0 ersetzt (d.h. für jedes ε ą 0 ist #tx P E :
φpxq ě εu ă 8) und minxPF φpxq ą 0 gilt, so ist X transient.
c) Sei X diskrete Markovkette auf Z` mit Übergangsmatrix p, wobei

pi,j “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1, i “ 0, j “ 1,

ri, i ą 0, j “ i ` 1,

1 ´ ri, i ą 0, j “ i ´ 1,

0, sonst

für gewisse ri P p0, 1q (eine solche Kette heißt auch ein Geburts- und Todesprozess).
Es gelte rn “ 1

2 ` ϵn, wobei ϵn „ c{nα für ein c ą 0 und α P r0,8q. Zeigen Sie: X ist rekurrent
für α ą 1 und transient für α ă 1. (Falls Sie möchten: wie sieht es im Fall α “ 1 aus?)
[Hinweis. Die Funktion φp0q :“ 0, φpℓq :“

řℓ´1
m“0

śm
j“1

1´rj
rj

für ℓ P N (wobei für m “ 0 das „leere“
Produkt als 1 interpretiert wird), ist auf t1, 2, . . . u harmonisch für X .]

Aufgabe 0.2 (Wartezeitparadoxon, diskreter Fall) Seien ξ1, ξ2, . . . u.i.v. mit Werten in N, es gelte
ggTtj : Ppξ1 “ jq ą 0u “ 1 und Erξ1s ă 8. Wir setzen T0 :“ 0, Tk :“ ξ1 ` ¨ ¨ ¨ ` ξk, k P N. Für
n P N0 sei

Nn :“ maxtk P N0 : Tk ď nu und Wn :“ ξNn`1

`

“ mintTk : Tk ą nu ´maxtTk : Tk ď nu
˘

.

Für ℓ P N gilt

lim
nÑ8

PpWn “ ℓq “
ℓ

Erξ1s
Ppξ1 “ ℓq.

[Hinweis. Sei Xn :“ inftTk ´ n : k P N0, Tk ě nu. pWn, Xnqn ist eine Markovkette, bestimmen Sie
die invariante Verteilung.]

Aufgabe 0.3 (Eine Version von Poincarés Wiederkehrsatz) Sei pΩ,A,P, τq ein maßerhaltendes
dynamisches System, für A P A sei T 1

A :“ inftn ą 0 : τnpωq P Au.
a) Es gilt A Ă tT 1

A ă 8u P-f.s. und A Ă tτnpωq P A unendlich oftu P-f.s.
[Hinweis. Sei B :“ A X tT 1

A “ 8u, dann sind die Mengen τ´kpBq, k P N paarweise disjunkt mit
Ppτ´kpBqq “ PpBq.]
b) Sei τ darüberhinaus ergodisch und PpAq ą 0, so gilt

P
`

τnpωq P A unendlich oft
˘

“ 1.

[Hinweis. C :“ tτnpωq P A unendlich oftu ist τ -invariant, und A Ă C P-f.s. nach Teil a).]
b.w.
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Aufgabe 0.4 Sei pXnqnPN0 ein Z-wertiger stationärer Prozess mit X0 P L1pPq und ErX0 | Is “ 0
und Sn “

řn
k“1Xk, n P N (sowie S0 “ 0).

a) Zeigen Sie:

lim sup
nÑ8

1

n
max
1ďjďn

|Sj | “ 0

b) Sei A “ tSn ‰ 0 für alle n ě 1u. Zeigen Sie: Es gilt PpAq “ 0.

c) Für m P N0 sei σm :“ inftn P N : Sm`n “ Smu. Zeigen Sie: Ppσm ă 8q “ 1.

d) Folgern Sie:
PpSn “ 0 für unendliche viele nq “ 1

[Hinweise. a) und b) Verwenden Sie die aus der Vorlesung bekannten Tatsachen, dass Sn{n Ñ 0 und
n´1#tS1, S2, . . . , Snu Ñ PpA | Iq f.s. gilt.

c) Verwenden Sie tσ0 “ 8u “ A und Stationarität.

d) Es ist
Ş8

m“0tσm ă 8u Ă tSn “ 0 für unendliche viele nu.

Übrigens: Die Aussage in d) verallgemeinert den Satz von Chung-Fuchs, der besagt, dass jede zen-
trierte Irrfahrt auf Z rekurrent ist.]
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