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Aufgabe 1.1 (eine Pralinenschachtel zur Brownschen Bewegung) Sei (W} );>¢ eine 1-dim. standard-
Brownsche Bewegung und B; := W, — tW, t € [0, 1]. Beweisen Sie einige (oder wenn Sie mdchten
auch alle) der folgenden Aussagen:

1. (Bt)te[m] ist ein zentrierter GauB3scher Prozess mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion
Cov[Bs,Bi] = (s at)(1—=(svt), s,tel0,1]
((Bt)e[o,1] ist eine Brownsche Briicke.)
2. (Bt)te[o,1) und W1 sind unabhingig.
3. L((We)ost<a | [Wh| <€) = L((Bt)ost<1) fiire — 0.

d d
4. ((L+By41) im0 = (L + D B1j+0) 1m0 =(Wa)i0-

N . d, s
5. Sei Bt = (1 — t)Wt/(lft)’ te |:O7 1] Es gllt (Bt)tG[OJ] :(Bt)te[o,l]
6. Zeitumkehr: f/IV/t = Wi, — W1, 0 <t < 1istebenfalls BB, weiterhin ist

d
(Bt)tefo,1] =(B1-t)efo,1]
7. Sei X; := e 'W,ai, t € R. X = (X})ser ist zentrierter GauBscher Prozess mit Kovarianzfunk-
tion Cov[ X, X¢] = exp(—|t — s|). X ist stationir, d.h. X =%(X;); ner fiir jedes h € R.

(X ist ein (stationdrer) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)

Aufgabe 1.2 Sei B = (B;)>0 eine standard-Brownsche Bewegung.
a) Zeigen Sie: Fiir jedes ¢ > 0 ist

P(¢ ist ein lokales Minimum von B) = P(t ist ein lokales Maximum von B) = 0
b) Argumentieren Sie: Fiir 0 < a < b < o0 ist

PP(B hat ein lokales Minimum in (a, b)) = P(B hat ein lokales Maximum in (a, b)) = 1

Aufgabe 1.3 (4+4+4 Punkte) a) (fiir Freunde der partiellen Integration) Fiir Z ~ A/(0,1) und
differenzierbares f : R — R gilt

E[Zf(Z)] =E[f'(2)]

(sofern Z f(Z) und f'(Z) integrierbar sind), insbesondere gilt
_ Cn!
2np!’
b) (zweiseitige Brownbewegung) Zeigen Sie, dass es fiir € R einen stochastischen Prozess (B;):cr

gibt mit stetigen Pfaden, unabhingigen Inkrementen, By = x und der Eigenschaft B;,, — By ~
N(0,h),t e R,h > 0.

¢) (Rotationsinvarianz der d-dimensionalen Brownbewegung) Sei B = (B;);>0 = (Bt(l), e Bt(d))tzo
eine d-dimensionale standard-Brownbewegung und M € R¥*4 eine orthogonale Matrix. Dann ist
auch (By)¢=o mit By = M By, t > 0 eine d-dimensionale standard-Brownbewegung.

E[Z*"]=(2n—1)-(2n—3)---3-1 neN.

b.w.



Aufgabe 1.4 (Die Pfade der Brownschen Bewegung sind nirgends differenzierbar, 12 Punkte) Sei
W = (Wy)=0 eine 1-dim. standard-Brownsche Bewegung, fiir a, 7 > 0, n € N sei

Dogr = {feC([0,00)): fistan einer Stelle ¢ < T differenzierbar mit | f'(¢)| < a},
5
- 10a
Lura = | ({fecto.0): [#(59) - r(:=4) < ==}
1<k<nT =1
Zeigen Sie:

1. Dy lNDG,T = ﬂ U Laotn,

m=1ln=m
2. P(W € Lar,) < Tn(10a/v/n)’

3. und folgern Sie, dass P(W € D, 1) = 0.



