
Prof. Dr. Matthias Birkner JGU Mainz

Stochastik III: Übungen und Ergänzungen SS 2025
Blatt 1

Aufgabe 1.1 (eine Pralinenschachtel zur Brownschen Bewegung) Sei pWtqtě0 eine 1-dim. standard-
Brownsche Bewegung und Bt :“ Wt ´ tW1, t P r0, 1s. Beweisen Sie einige (oder wenn Sie möchten
auch alle) der folgenden Aussagen:

1. pBtqtPr0,1s ist ein zentrierter Gaußscher Prozess mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion

CovrBs, Bts “ ps ^ tqp1 ´ ps _ tqq, s, t P r0, 1s

(pBtqtPr0,1s ist eine Brownsche Brücke.)

2. pBtqtPr0,1s und W1 sind unabhängig.

3. L
`

pWtq0ďtď1

ˇ

ˇ |W1| ă ε
˘

ùñ L
`

pBtq0ďtď1

˘

für ε Ñ 0.

4.
`

p1 ` tqBt{p1`tq

˘

tě0

d
“
`

p1 ` tqB1{p1`tq

˘

tě0

d
“pWtqtě0.

5. Sei rBt :“ p1 ´ tqWt{p1´tq, t P r0, 1s. Es gilt pBtqtPr0,1s
d
“p rBtqtPr0,1s

6. Zeitumkehr: ĂWt :“ W1´t ´ W1, 0 ď t ď 1 ist ebenfalls BB, weiterhin ist

pBtqtPr0,1s
d
“pB1´tqtPr0,1s

7. Sei Xt :“ e´tWe2t , t P R. X “ pXtqtPR ist zentrierter Gaußscher Prozess mit Kovarianzfunk-
tion CovrXs, Xts “ expp´|t ´ s|q. X ist stationär, d.h. X “dpXtqt`hPR für jedes h P R.

(X ist ein (stationärer) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)

Aufgabe 1.2 Sei B “ pBtqtě0 eine standard-Brownsche Bewegung.
a) Zeigen Sie: Für jedes t ą 0 ist

Ppt ist ein lokales Minimum von Bq “ Ppt ist ein lokales Maximum von Bq “ 0

b) Argumentieren Sie: Für 0 ă a ă b ă 8 ist

P
`

B hat ein lokales Minimum in pa, bq
˘

“ P
`

B hat ein lokales Maximum in pa, bq
˘

“ 1

Aufgabe 1.3 (4+4+4 Punkte) a) (für Freunde der partiellen Integration) Für Z „ N p0, 1q und
differenzierbares f : R Ñ R gilt

ErZfpZqs “ Erf 1pZqs

(sofern ZfpZq und f 1pZq integrierbar sind), insbesondere gilt

ErZ2ns “ p2n ´ 1q ¨ p2n ´ 3q ¨ ¨ ¨ 3 ¨ 1 “
p2nq!

2nn!
, n P N.

b) (zweiseitige Brownbewegung) Zeigen Sie, dass es für x P R einen stochastischen Prozess pBtqtPR
gibt mit stetigen Pfaden, unabhängigen Inkrementen, B0 “ x und der Eigenschaft Bt`h ´ Bt „

N p0, hq, t P R, h ą 0.

c) (Rotationsinvarianz der d-dimensionalen Brownbewegung) Sei B “ pBtqtě0 “ pB
p1q

t , . . . , B
pdq

t qtě0

eine d-dimensionale standard-Brownbewegung und M P Rdˆd eine orthogonale Matrix. Dann ist
auch p rBtqtě0 mit rBt “ MBt, t ě 0 eine d-dimensionale standard-Brownbewegung.

b.w.
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Aufgabe 1.4 (Die Pfade der Brownschen Bewegung sind nirgends differenzierbar, 12 Punkte) Sei
W “ pWtqtě0 eine 1-dim. standard-Brownsche Bewegung, für a, T ą 0, n P N sei

Da,T :“
␣

f P Cpr0,8qq : f ist an einer Stelle t ă T differenzierbar mit |f 1ptq| ă a
(

,

La,T,n :“
ď

1ďkănT

5
č

ℓ“1

!

f P Cpr0,8qq :
ˇ

ˇf
`

k`ℓ
n

˘

´ f
`

k`ℓ´1
n

˘
ˇ

ˇ ď
10a

n

)

Zeigen Sie:

1. Da,T Ă rDa,T :“
č

mě1

ď

něm

La,T,n ,

2. PpW P La,T,nq ď Tn
`

10a{
?
n
˘5

3. und folgern Sie, dass PpW P Da,T q “ 0.
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