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Aufgabe 4.1 (Beweis von Aussagen aus den Vorlesungsnotizen) Seien H “ pHtqtě0 gegeben
durch Ht “

ř

kě1 ξk1pτk,τk`1sptq (mit einer Stoppzeitenfolge τ1 ă τ2 ă ¨ ¨ ¨ ohne Häufungspunkt im
Endlichen und ξk beschränkt, Fτk -messbar) und analog J mit Jt “

ř

kě1 ηk1pσk,σk`1sptq elementare
Integranden, sowie M P Mc

2.

a) Für a, b P R gilt
ż t

0
paHs ` bJsq dMs “ a

ż t

0
Hs dMs ` b

ż t

0
Js dMs, t ě 0 f.s.

d.h. das elementare stochastische Integral bezüglich M ist linear.

b) Für t ě s ě 0 gilt (mit
şt
sH dM :“

şt
0H dM ´

şs
0H dM )

E
”

şt
sH dM

şt
sK dN

ˇ

ˇ

ˇ
Fs

ı

“ E
”

şt
sHuKu dxM,Ny

u

ˇ

ˇ

ˇ
Fs

ı

f.s.

[Hinweis. Betrachten Sie zunächst Integranden, die nur aus einer Stufe bestehen, d.h. Ht “ ξ1pτ,τ 1sptq
mit τ ď τ 1 ă 8 Stoppzeiten und Fτ -messbarem, beschränktem ξ.]

Aufgabe 4.2 (8 Punkte) Sei f : R` Ñ R messbar und lokal beschränkt, pBtq Standard-Brownbewegung
(somit ist der – deterministische – Prozess pfptqqtě0 in LpBq) und

Zt :“

ż t

0
fpsq dBs, t ě 0.

Zeigen Sie: pZtq ist ein zentrierter Gauß’scher Prozess mit Kovarianzfunktion

cps, tq :“ CovpZs, Ztq “

ż s^t

0
f2puq du, s, t ě 0

und Mt :“ exp
`

Zt ´ 1
2cpt, tq

˘

, t ě 0, ist ein Martingal.

[Hinweis. Betrachten Sie zunächst den Fall, dass f eine stückweise konstante Funktion mit endlich
vielen Sprungstellen ist.]

Aufgabe 4.3 (4+4 Punkte) Sei pMtqtě0 ein stetiges Martingal mit M0 “ 0, das zugleich ein
Gauß’scher Prozess ist, d.h. pMt1 ,Mt2 , . . . ,Mtnq ist multivariat normalverteilt für beliebige n P N
und 0 ď t1 ă t2 ă ¨ ¨ ¨ ă tn.

a) Zeigen Sie: Für 0 ď s ă t ist Mt ´ Ms unabhängig von σpMr, r ď sq.

b) Zeigen Sie: Die quadratische Variation von M ist (f.s.) deterministisch, d.h. es gibt eine stetige,
nicht-fallende Funktion f : r0,8q Ñ r0,8q mit xMyt “ fptq für t ě 0 f.s.

[Hinweis. Was ist die Kovarianz von Mt ´ Ms und Mr für r ď s ă t?]

b.w.
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Aufgabe 4.4 (2+2+2+2 Punkte) Wir betrachten den filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum pΩ,A , pFtqtě0,Pq

mit Ω “ p0, 1s, A “ Bpp0, 1sq, P das Lebesgue-Maß auf p0, 1s, F0 “ tH,Ωu,

Ft :“
␣

A P A : A Ă p0, ts oder pt, 1s Ă A
(

, 0 ă t ă 1

und Ft “ A für t ě 1 (überzeugen Sie sich, dass pFtqtě0 tatsächlich eine Filtration bildet).

a) Für Y P L1pPq und t ě 0 gilt f.s.

ErY | Fts “ At :“

#

Y pωq, 0 ă ω ď t,
1

1´t

ş

pt,1q
Y puq du, t ă ω ă 1.

[Hinweis. Betrachten Sie Ereignisse der Form tAt ą au um zu sehen, dass At Ft-messbar ist.]

b) Sei die ZV Y : Ω Ñ R definiert durch Y pωq “ 1{
?
ω und sei Mt :“ ErY | Fts, t ě 0. pMtqtě0

ist ein Martingal und es gilt

Mt “
1

?
ω
1p0,tspωq `

2

1 `
?
t
1pt,1spωq P-f.s.

c) Sei T (“ T pωq) eine Stoppzeit mit PpT ą 0q ą 0. Dann

gibt es ein ε P p0, 1q mit T pωq ě ω1p0,εqpωq.

[Hinweis. Zeigen Sie zunächst, dass für ω0 P p0, 1q gilt
Ť8

n“1tT ď ω0 ´ 1{nu Ą pω0, 1s, falls
T pω0q ă ω0. Führen Sie dann die Annahme, dass T pωkq ă ωk für eine Folge ωk Ó 0 gilt, zum
Widerspruch.]

d) Sei T eine Stoppzeit mit PpT ą 0q ą 0. Dann gilt ErM2
T s “ 8 (d.h. M ist kein lokales L2-

Martingal).
[Hinweis. Verwenden Sie Teile a) und b) um zu zeigen, dass ErM2

T s ě
şε
0
dω
ω für ein ε ą 0 gilt.]
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