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Aufgabe 4.1 (Beweis von Aussagen aus den Vorlesungsnotizen) Seien H = (H;);>o gegeben
durch Hy = 3~ §k1(r, r,,,](t) (mit einer Stoppzeitenfolge 71 < 72 < --- ohne Héufungspunkt im
Endlichen und &, beschrinkt, 7, -messbar) und analog J mit J; = >}~ k15, ,,,](t) elementare
Integranden, sowie M € MS.

a) Fir a, b € R gilt

¢ t t
J(aHS—FbJS)dMS =af HSdMS—i—bJ JsdMs, t=>0 fs.
0 0 0

d.h. das elementare stochastische Integral beziiglich M ist linear.
b) Fiir t > s > 0 gilt (mit §, H dM := §{ HdM — §3 H dM)

E|§:HaM§ KN | F| =B | { HK, dM N, | F] - fs.

[Hinweis. Betrachten Sie zundchst Integranden, die nur aus einer Stufe bestehen, d.h. Hy = £1(, (t)
mit 7 < 7’ < oo Stoppzeiten und F-messbarem, beschrinktem &.]

Aufgabe 4.2 (8 Punkte) Sei f : Ry — R messbar und lokal beschrinkt, (B;) Standard-Brownbewegung
(somit ist der — deterministische — Prozess (f(¢))¢>0 in £(B)) und

t
7 :=ff(s)st, £>0.
0

Zeigen Sie: (Z;) ist ein zentrierter Gauf’scher Prozess mit Kovarianzfunktion
SAt
c(s,t) := Cov(Zs, Zy) = f fA(u)du, s,t=0
0

und My := exp (Z;, — 5c(t,t)), t > 0, ist ein Martingal.

[Hinweis. Betrachten Sie zunichst den Fall, dass f eine stiickweise konstante Funktion mit endlich
vielen Sprungstellen ist.]

Aufgabe 4.3 (4+4 Punkte)  Sei (M;);>0 ein stetiges Martingal mit My = 0, das zugleich ein
GauBy’scher Prozess ist, d.h. (My,, My,, ..., M) ist multivariat normalverteilt fiir beliebige n € N
md0 <t <tg <<ty

a) Zeigen Sie: Fiir 0 < s < t ist My — M, unabhingig von o (M,,r < s).

b) Zeigen Sie: Die quadratische Variation von M ist (f.s.) deterministisch, d.h. es gibt eine stetige,
nicht-fallende Funktion f : [0,00) — [0, 00) mit (M ); = f(t) firt > 0 f.s.
[Hinweis. Was ist die Kovarianz von M; — M, und M, firr < s < t?]



Aufgabe 4.4 (2+2+2+2 Punkte) Wir betrachten den filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, <7, (F)t>0, P)
mit 2 = (0, 1], & = B((0,1]), P das Lebesgue-MaB auf (0, 1], Fo = {, Q},

Fri={Aed/ : Ac (0,t]oder (t,1] c A}, 0<t<1

und F; = o/ fiirt > 1 (iiberzeugen Sie sich, dass (F;);>o tatsidchlich eine Filtration bildet).
a)Fiir Y € £(P) und t > 0 gilt f.s.

Y (w) 0 <w<t,

= S(t,l) Y(u)du, t<w<l.

E[Y|]:t] ZAt ZZ{

[Hinweis. Betrachten Sie Ereignisse der Form {A; > a} um zu sehen, dass A; F;-messbar ist.]

b) Seidie ZV Y : 2 — R definiert durch Y (w) = 1/4/w und sei M; := E[Y | Fi], ¢ = 0. (My)i=0
ist ein Martingal und es gilt

¢) Sei T (= T'(w)) eine Stoppzeit mit P(7" > 0) > 0. Dann
gibteseine € (0,1) mit T'(w) = wlg e (w).

[Hinweis. Zeigen Sie zundchst, dass fiir wg € (0,1) gilt [ J {7 < wo — 1/n} > (wo, 1], falls
T(wo) < wp. Fiithren Sie dann die Annahme, dass T'(wx) < wy fiir eine Folge wy | 0 gilt, zum

Widerspruch.]

d) Sei T eine Stoppzeit mit P(7" > 0) > 0. Dann gilt E[M?] = oo (d.h. M ist kein lokales £2-
Martingal).
[Hinweis. Verwenden Sie Teile a) und b) um zu zeigen, dass E[M2] > Sé %‘" fiir ein € > 0 gilt.]



