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Aufgabe 8.1 (Ornstein-Uhlenbeck-Prozess, 4+2 Bonuspunkte) Sei pXtqtě0 die eindeutige starke
Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dXt “ ´bXtdt ` σdBt

mit b P R, σ P p0,8q und pBtq einer eindimensionalen Brownbewegung.

a) Zeigen Sie

Xt “ e´bt
´

X0 ` σ

ż t

0
ebs dBs

¯

und folgern Sie: Bei Start in x0 P R ist LpXtq “ N
`

x0e
´bt, σ2p1 ´ e´2btq{p2bq

˘

. Unter welchen
Bedingungen konvergiert Xt in Verteilung für t Ñ 8, und gegen was?

b) Sei LpX0q “ N p0, σ2
0q für ein σ0 ě 0 (mit der Interpretation N p0, 0q “ δ0). Bestimmen Sie die

Kovarianzstruktur cps, tq :“ E
“

XsXt

‰

. Unter welchen Bedingungen ist pXtq dann stationär?

Aufgabe 8.2 ([squared-]Bessel-Prozesse, 4+4+4 Bonuspunkte) Sei W “ pW p1q, . . . ,W pdqq eine
d-dimensionale Brownsche Bewegung mit Startpunkt W0 “ w0, Zt :“ ||Wt||

2.

a) Z ist eine Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dZt “ 2
a

Zt dBt ` b dt, Z0 “ z0 “ ||w0||2 (1)

wo b “ d und pBtq eine 1-dimensionale Brownsche Bewegung.
Folgern Sie: Für b “ 1 gilt suptt : Zt “ 0u “ 8 f.s., für b “ 2 gilt lim inftÑ8 Zt “ 0 f.s., für
b P t3, 4, . . . u gilt Zt ą 0 für alle t ą 0 f.s.

b) Seien Z 1 und Z2 Lösungen von (1) mit Z 1
0 “ z1

0, Z2
0 “ z2

0 und b “ b1 P R` bzw. b “ b2 P R`,
aber unabhängigen treibenden Brownschen Bewegungen B1 bzw. B2. Dann ist Zt :“ Z 1

t ` Z2
t eine

(schwache) Lösung von (1) mit Startpunkt Z0 “ z1
0 ` z2

0 und b “ b1 ` b2.

c) Welche stochastische Differentialgleichung löst der Prozess Yt “
?
Zt ?

[Hinweis. a) Verwenden Sie die Itō-Formel und benutzen Sie Lévys Charakterisierung um zu prüfen,
dass der Prozess

řd
i“1

şt
0W

piq
s {||Ws|| dW

piq
s eine Brownsche Bewegung ist.

b) Betrachten Sie βt :“
şt
0 1tZsą0u

a

Z 1
s{Zs dB

1
s `

şt
0 1tZsą0u

a

Z2
s {Zs dB

2
s `

şt
0 1tZs“0u dB̃s, wo B̃

eine weitere, unabhängige Brownsche Bewegung ist.]

Aufgabe 8.3 (4 Bonuspunkte) Sei d ě 2, B “ pBp1q, . . . , Bpdqq eine d-dimensionale Brownsche
Bewegung mit B0 ‰ 0, ρt :“ ||Bt|| :“

`

pB
p1q

t q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pB
pdq

t q2
˘1{2, t ě 0.

Zeigen Sie:

Wt “ ρt ´ ρ0 ´
d ´ 1

2

ż t

0

1

ρs
ds, t ě 0

ist eine eindimensionale Brownsche Bewegung.
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Aufgabe 8.4 (Beweisdetails für Bericht 3.16 der Vorlesungsnotizen, 4+4 Bonuspunkte) a) Für
f : R Ñ R konvex existiert die linksseitige Ableitung

D´fpxq :“ lim
hÕ0

fpxq ´ fpx ´ hq

h
P R

für jedes x P R, und x ÞÑ D´fpxq ist nicht-fallend (denn für x ă y ă z gilt fpyq ď
z´y
z´xfpxq `

y´x
z´xfpzq wegen der Konvexität von f ), demnach definiert µf pra, bqq :“ D´fpbq ´ D´fpaq, a ă b,
ein lokal-endliches positives Maß (man kann µf als die 2. Ableitung von f im Distributionssinn
auffassen, für f P C2pRq ist µf pdxq “ f2pxqdx).

Sei pXtqtě0 ein lokales Martingal mit Lokalzeitenprozess tℓat , t ě 0, a P Ru. pfpXtqqtě0 ist ein
Semimartingal und es gilt die Meyer-Itō-Formel:

fpXtq “ fpX0q `

ż t

0
D´fpXsq dXs `

1

2

ż

R
ℓat µ

f pdaq. (2)

[Hinweis. Betrachten Sie zunächst ein stückweise lineares, konvexes f mit endlich vielen „Knickstel-
len“, dann ist µf “

řn
j“1 cjδxj und fpxq “ d0`d1x`

řn
j“1 cj |x´xj | für ein n P N, x1, . . . , xn P R,

c1, . . . , cn ą 0, d0, d1 P R; in diesem Fall erhält man (2) leicht aus der Tanaka-Formel. Im allgemei-
nen Fall approximieren Sie µf geeignet mit µfn dieses Typs. ]

b) Folgern Sie aus a) die Okkupationszeitformel: Für φ : R Ñ R beschränkt und messbar gilt
ż t

0
φpXsq dxXys “

ż

R
φpaqℓat da, t ě 0 f.s. (3)

[Hinweis. Betrachten Sie zunächst φ P CcpRq, sei f P C2pRq mit f2 “ φ, dann gilt D´f “ f 1

und
ş

R gpaqµf pdaq “
ş

gpaqφpaq da für jedes messbare g : R Ñ R`. Setzen Sie gpaq “ ℓat ein und
vergleichen Sie den Ausdruck aus (2) mit dem Ausdruck der Itō-Formel für fpXtq, um (3) in diesem
Fall zu erhalten. Für den allgemeinen Fall beachten Sie beispielsweise, dass die Klasse der φ, für die
(3) gilt, einen unter monotoner Konvergenz abgeschlossenen Vektorraum bildet.]

Aufgabe 8.5 Sei pSnqnPN0 gewöhnliche symmetrische Irrfahrt mit S0 “ 0 und τ´1 :“ inftn P N0 :
Sn “ ´1u. Für k P N0 sei

Zk :“ #
␣

0 ď n ă τ´1 : Sn “ k, Sn`1 “ k ´ 1
(

die Anzahl „Abstiege“ von k nach k ´ 1, die der S-Pfad vor der Zeit τ´1 ausführt (offenbar Z0 “ 1).
Zeigen Sie: Z “ pZkqkPN0 ist ein Galton-Watson-Prozess mit Nachkommensverteilung Geom(1{2),
d.h. Z ist eine (diskrete) Markovkette und es gilt

LpZk`1|Zk “ jq “ L
`
řj

i“1 ξi
˘

, k, j P N0 (4)

mit ξ1, ξ2, . . . u.i.v., Ppξ1 “ mq “ 2´pm`1q für m P N0 (übrigens: die Verteilung rechts ist eine
negative Binomialverteilung b´

j,1{2). b.w.

[Hinweis. Betrachten Sie für k P N Stoppzeitenfolgen σ̃
pkq

0 :“ 0, σpkq

i :“ inftn ą σ̃
pkq

i´1 : Sn “ ku,

σ̃
pkq

i :“ inftn ą σ
pkq

i : Sn “ k ´ 1u, i “ 1, 2, . . . , mit σ̃pkq

i :“ σ
pkq

i :“ 8 für i ą Zk (es kann
hilfreich sein, eine Skizze anzufertigen). Sei S̃pk,iq “

`

S
σ

pkq

i `n
: 0 ď n ă σ̃

pkq

i ´ σ
pkq

i

˘

. Die starke

Markov-Eigenschaft zeigt, dass der Pfad von S in Zk unabhängige Exkursionen S̃pk,iq, i “ 1, . . . , Zk

oberhalb von k zerfällt.]
[Bericht. Die Aussage (4) ist sozusagen eine diskrete „infinitesimale“ Version des Satzes von Ray und
Knight: Sei B eindimensionale Standard-Brownbewegung, ℓat ihr Lokalzeitenprozess, τx :“ inftt ě

0 : ℓ0t ą xu, und Za :“ ℓaτx für a ě 0, dann ist pZaqaě0 ein Version von Fellers Verzweigungsdiffusi-
on. Z löst Za “ x `

şa
0 2

?
Zu dβu für eine Brownbewegung pβuq.]
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