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Kapitel 1

Brownsche Bewegung

1.1 Grundlegendes

Definition r.1. Ein stochastischer Prozess ( By )»o mit Werten in R? heif3t (d-dimensionale) Brown-
sche Bewegung, falls gilt

firneN, 0=1ty<t; <--<t,sind By, — By, By, — By, ..., By, — By, , unabhingig
mit Bti - Bti—l ~ N(O, (tz - ti—l)]d) (I.I)

und ¢t ~ B, ist stetig.

Erinnerung r.2. [KI, Bsp. 14.48] (und analog [St2, Bsp. 6.19] und [St2, Ber. 6.20]) konstruiert auf
Q = RO = {w|w:[0,00) - R}, ausgestattet mit der Produkt-c-Algebra 52[0:) ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf, so dass der durch die kanonischen Projektionen X; : Q - R, X;(w) = w(t)
definierte stochastische Prozess X = (X¢)ie[0,00) die Bedingung (r.1) erfiille. (Es wurde dazu gepriift,
dass die Brownsche Halbgruppe von Ubergangskernen x;(x,dy) = N (z,t)(dy) eine konsistente
Familie von endlich-dimensionalen Verteilungen erzeugt und dann Kolmogorovs Erweiterungssatz,
(K1, Satz 14.39] oder [St2, Satz 6.12] verwendet.) Die Frage, ob ein solcher Prozess stetige Pfade hat
bzw. haben kann, blieb dort (zunichst) unbehandelt.

In [St2, Kap. 2] hatten wir die Existenz stetiger Pfade via Lévy-Konstruktion bewiesen (vgl. [St2,
Satz 2.2]); wir betrachten hier nun einen etwas allgemeineren Ansatz.

Definition 1.3. Seien X = (X )50, Y = (Y);50 stochastische Prozesse mit demselbem Wertebereich,
die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, P) definiert sind.

1. Y heiflt Modifikation oder Version von X (und umgekehrt), falls

P(X;=Y;)=1 firalet>0 gil

2. X und Y heiflen ununterscheidbar, falls es ein N € o7 mit P(N') = 0 gib, so dass fiir jedes
t>0gile {X; #Y;} c N.



Bemerkung 1.4. Offenbar gilt
X und Y ununterscheidbar = X und Y sind einander Modifikationen,

die Umkehrung gilt i.A. nicht (indere z.B. einen stetigen Pfad zu einer unif{[0, 1])-verteilten Zeit
willkdrlich ab).

Die Umkehrung gilt, wenn wir (z.B.) a priori wissen, dass X und Y (f.s.) rechtsstetige Pfade be-
sitzen, denn dann gilt

X,= lim X,= lim Y,=Y, aof [(){X,=Y.}.

s\it,seQ s\it, 5€Q s5€Q4
und P(Nyeq, {Xs = Ys}) = 1.

Erinnerung. f : [0, 00) — R? heiflt Holder-stetig von der Ordnung «y (> 0), falls es ein C' < oo gibt
mit

Vst |If(s) = f(OII<Cls =1,
[ heif3t lokal Holder-stetig, falls fiir jedes 7" > 0 die Funktion f(- A T") Holder-stetig ist.

Satz 1.5 (Kolmogorov-Chentsov'). X = (X})»0 Ré-wertiger Prozess, es gebe o, 3 > 0 und fiir jedes
T > 0ein Cp < oo mit

E[||X: - Xi||*] < Crlt - s|"*?  fiirs,t [0, T].

1. Dann gibt es eine Modifikation Xovon X , die lokal Holder-stetige Pfade besitzt von jeder Ord-
nung vy € (0, B/a)

2. Firv e (0,B8/a), T >0,e>0gibtesein K = K(e,T, v, 3,7, Cr) < o0 mit
P(||X; - X,|| < K|t - s|" fiiralle s,t € [0,T]) > 1 - ¢.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass X fiir jedes T > 0 eine auf [0, T'] (Holder-)stetige Modifikation
X (T) besitzt, denn dann sind X (M) und X () fiir T’ > T" ununterscheidbar (vgl. Bem 1.4),

Ne= |J {3t<T:x+x)

T,T'eN, T<T"

ist Nullmenge und X, = Xt(T) fiir T € N mit T > t ist auf N¢ wohldefiniert (setze z.B. X; = 0 auf
N).

Sei im Folgenden d = 1 und 1" = 1 (zur Vereinfachung der Notation).
Mit Markov-Ungleichung gilt

P(1X; - Xs| > ¢) <eCyt - "7, (r2)

'Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987; Nikolai Nikolaevich Chentsov, 1930-1993



insbes. X; - X fiirt — s stochastisch (fiir jedes s € [0, 00)).

Die zentrale Idee ist, X; zunichst auf dyadisch rationalen Zahlen ¢ zu konstruieren und dann
stetig fortzusetzen. Sei dazu

Dn;:{k/Q”;]{;:O’L“_’2”}’ D::UD”’ ’yE(O,ﬂ/O&),

neN
zeige
X, - X
C:= sup M <oo fus. (1.3)
0<s<t<1 |t - S|7
s,teD
Sei

§n = pmax | Xejon = Xo1y2n)

2 (12)
P(&>27) <) ]P’(|Xk/2n = X(-1)jon| 2 TW) < 2m(27m) Oy (27 = o2l A,
i1

also
Zp(fn >277") < oo
(denn ay = 5 < 0) und

&n
Cp:i=sup — < f.s.
0 neNp 2-m * ’

(mit Borel-Cantelliist &, < 277" fiirn > Ny = Np(w)).

Seien s,t € D, s <t mit 27! < |t — 5| < 27 (fiir ein geeign. m):

d0eN, tq,...,t;1 € D mit
S=1tg <ty <<ty <typ:=1, ti—ti_1:2_ni mit n; > m
undVn>m : #{1<i<l:n;=n}<2

(beispielsweise via dydische Entwicklung von s, ¢ zu beweisen*) d.h.

l
|Xt _XS| < Z |th _Xti—1| <2 Z gn
=1

n>m
2C) 2C
-yn _ _ 20 9—y(m+l) o _ 220 1y
§2C’0n>§m2 1_2_72 < 1_2_7|t s

*Sei 0.E. s < t. Wir kénnen s = Zle a; 270t = Zle b27¢ firein k € N, a;,b; € {0,1} schreiben, wobei

(b1,ba, ..., by) lexikographisch grofer ist als (a1, az, ..., ax), d.h.esgibtein &' < kmitay = b1,...,ap-1 = byr_1,
’ .
ap = 0 < by = 1.Seit’ := Zéle b;27" (somit s < t' < t). Wegen 0 < t' — s < 27 kénnen wir schreiben
I’ 7 r
t' = s+27" 427 4+ .. + 27" fiir gewisse nj > my > -+ > nj, > m (wir eliminieren, von der am weitesten

rechts stehenden 1 beginnend, die ler rechts der k'-ten Stelle in der Bindrentwicklung von s); weiterhin kdnnen wir
b=t + 27 £ 27 e 4 27 schreiben fiir gewisse m < n, < --- < 0!/ (wir fiigen zur Binirdarstellung von #'
nacheinander diejenigen ler hinzu, die daraus die Bindrdarstellung von ¢ machen). Die sich daraus ergebende Darstellung
vont—s=(t' —s)+ (t —t') leistet das Gewiinschte.



und (1.3) gilt und insbesondere ist

Det— X; (fs.)gleichmifig stetig.

Setze
X, = u—}g{}eD Xy, te]0,1]
(der Grenzwert existiert, denn sei (u,,) ¢ D mitu,, - ¢, soist (X,,, ) Cauchy-Folge), es gilt
|Xt — X$|
sup ———
0<s<t<1 [t — 8|7

(verwende (1.3) und die Approximationsdef.), fiir ¢ € [0,1], s € D,e > O ist

P(|1X, - X, > ¢) <P(|X, - X 2¢/2) + P(|X, - X[ >¢/2) — 0,

s—t,seD

also P(X; # X;) = 0, d.h. 1. gilt.
2. folgt aus obigem Beweis, da C' = C'(w) aus (1.3) f.s. endlich ist. O

Bemerkung 1.6. Wir sehen aus dem Beweis, dass Satz 1.5 analog fiir jeden vollstindigen metrischen
Raum als Wertebereich gilt.

Korollar 1.7. Die Brownsche Bewegung B = (By) (im Sinne von Def. 1.1) existiert, mit der Zusatz-
annabme By = 0 ist die Verteilung eindeutig bestimmt ( Standard-Brownsche Bewegung®). B hat f.s.
lokal Holder-stetige Pfade der Ordnung vy fiir jedes v < 1/2.

Die Verteilung der Brownschen Bewegung ist ein Wmafs auf C([0, 00), R9), sie heifst auch das
(d-dimensionale) Wieners-Mafs.

Beweis. Betrachte zunichst d = 1. In [St2, Bsp. 6.19] (oder in [KI, Bsp. 14.48]), vgl. Erinnerung 1.2
wurde ein stochastischer Prozess (X )sso (auf RI%>)) konstruiert, der (r.1) erfiillt.
Esistfiirn e N

E[|1X. - X.P"] = B[]t - 512)"] = |t - s"E[ 2]

mit Z ~ N(0,1) und E[ Z27] = Gl — (2n-1)-(2n-3)--3-1 < 00, Satzr.smit v = 2n, B =n—1

2mn!

liefert Modifikation (Xt)tz(), die Holder-stetig zu jeder Ordnung 7y < "2—;1 = % - % ist.
Sind BM ..., B(4) y.a. Kopien der 1-dim. BB, so ist
By=(BM,....B"), t20
eine d-dim BB. [

*Norbert Wiener, 1894-1964; N. Wiener, Differential space, Jour. Math. and Phys. Mass. Inst. Technology 2, 131-174
(1923)



Beobachtung 1.8. 1. (B)ist Standard-Brownsche Bewegung g.d.w. B zentrierter GaufSscher Pro-
zess (d.h. (Byy, . .., By,) ist multivariat normalverteilt fiir jede Wabl von ty < --- < ty, k € N)
mit stetigen Paden und

Cov[Bs, Bi]=snat, s,t>0

(d-dim. Fall: die Kovarianzmatrix ist Cov[B; 5, B ;] = 0;;(s A 1)),
2. (Skalierungsinvarianz) Fiir c # 0 ist auch B, := %Bc% Brownsche Bewegung.
3. (Zeitumkehr) B Standard-Brownsche Bewegung, so ist
Y. {tBl/t, t>0,
0, t=0
ebenfalls Standard-Brownsche Bewegung.

Bewets. 1. Sei zunichst (B )50 eine (Standard-) Brownsche Bewegung. Fiir 0 < s < ¢ gilt
Cov[Bs, B;] = Cov[Bs, Bs + (B, — Bs)| = Var[ Bg] + Cov[ B, By — Bs] = s+0=s=sAt.

Die Umkehrung folgt aus der Tatsache, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen eines (zen-
trierten) Gauflschen Prozesses durch die Kovarianzen festgelegt sind, vgl. z.B. [KI, Kap. 15.6] oder
[St2, Kap. 4.1].

2. Es gilt Eo =0, B hat stetige Pfade und fiir die Kovarianzen gilt

~ ~ 1 1
Cov|[B,, B] = C—QCov[Bczs, Bay] = c_2(628 AC*t) = s At

3. (X}); ist Gaufischer Prozess,

1 1
Cov[X,, Xi] = stCov[Byjs, Biji] = st(; A ;) =tAs fiirs,t>0, (1.4)

Cov[Xo, X,] =0 =0nt. (Ls)
Oftenbar ist t = X stetig fiir ¢ > 0. Zur Stetigkeitint = 0:
(Xi:t€(0,1]1nQ)E(B,:te(0,1]nQ)
und X und B haben beide stetige Pfade in (0, 1]
(X )se(0.1] 2(Bt)se(o]

IP’(X gleichmifig stetig auf (0, 1]) =1

lim X existiert f.s.
N0

1



Sei

FP=0(Bs,s<t), (F})iso die von B erzeugte Filtration, (1.6)
Fi=F. (17)
t>0

Satz 1.9 (Blumenthals 0-1-Gesetz). F{ ist trivial, d.h. P(A) € {0, 1} fiir A € F§.

Beweis. Firn € N setze
n._ _
Y™ = (Bynyy BQ_n)Osthn

(mit Werten in C'([0, 2], R)),
Y1 Y? ... sind unabhingig
(und sogar bis auf deterministische Umskalierung identisch verteilt), also ist

T:=(o(Y™,m=2n) trival

—_ 70
_]:271'1,71

(gem. Kolmogorovs 0-1-Gesetz, vgl. z.B. [KI, Satz 2.37]), demnach ist auch

Fo=F=Fon trival.

t>0 neN

Beispiel 1.10 (ein Bsp. fiir Anwendung von Satz 1.9). Es gilt

li Bt - oo, limint 2" f

imsup — = +o0, liminf — =-o00 fis.

oL 2 N

Insbesondere ist B f.s. nicht Holder-stetig der Ordnung 1/2 in ¢ = 0 (und ebenso fiir jedes andere,
feste t > 0), insbesondere ist der Pfad nicht differenzierbar.

Mit Zeitumkehr (Beob. 1.8, 3.) folgt auch

. By . tByy d . By
limsup — = lim sup =limsup — = o0

t—o0 \/E (2] \/E t\O \/'E

und analog

. . t
liminf — = —o0,

t—o00 \/g
zusammen mit Stetigkeit der Pfade also

firallex e R : sup{t: By=x} =00 fs.

(Rekurrenz der 1-dim BB).



Beweis. Furs >0, K € Nsei
AS,K = {ll’lf{t >0: Bt 2> K\/E} < S}
(onenbar A&K Cc As’,K fiir s < S’),

Ay = Asx = {inf{t >0: B, > K\/t} =0} e 75,

s>0

also P(Ag) € {0, 1} gemifd Satz 1.9, wegen

P(Ak) = hgﬂP(AS,K) > hr%an(BS/Q > K\/s[2) =P(B;>K)>0

gilt
. By
1=P(Ak) = P( IQNAK) = P(llr?_)soup % = +oo>.
Fiir die analoge Aussage iiber den lim inf betrachte (—B;) 0. u

Bericht r.ux. Detaillierte Auskunft iber das Verhalten der Pfade der (eindimensionalen) Brownschen

Bewegung geben
das Gesetz vom iterierten Logarithmus
B B
limsup ————=1 fis., lim sup : =1

tooo  \/2tloglogt tlo ~ /2tloglog(1/t)

(beachte: angesichts Beob. 1.8, 3. implizieren sich die beiden Formeln gegenseitig)

und Lévys Stetigkeitsmodul der Brownschen Bewegung:

limsup sup Bun=Bi =1 fs. (1.8)

h~0 - te[0,1] \ /2hlog %

1.2 Starke Markov-Eigenschaft und Folgerungen

Definition r.x2. Eine Filtration (F; )0 heilSt rechtsstetig, wenn Fy = Ny Fo, fiir alle t > 0 gile.

Seiein stochastischer Prozess X = (X} )0 gegeben. Wir betrachten die rechtsstetige Vervollstindi-
gung der kanonischen Filtration (mit F = 0( X, : s <u)):

Fo=Fu (1.9)

u>t

(diese 75z rechtsstetig).

Bemerkung 1.13. Wenn (F)) die kanonische Filtration einer Brownschen Bewegung (B;) ist, so
entsteht die rechtsstetige Vervollstindigung (1.9) durch Hinzunehmen gewisser Nullmengen, es gilt
furt >0

zu A € Fy gibtesein A’ € F) mit P(AAA") = 0.

(Fiir t = 0 folgt dies aus Blumenthals 0-1-Gesetz, Satz 1.9.)

8



Beweis. Wir betrachten o.E. die BB mit Startpunkt By = 0, wir schreiben P, (und entspr. ) fiir die
Situation mit Startpunkt By = .

Sei Aeo(Bs:s>0),t>0,wir zeigen: Es gibt eine beschrinkte, JFP-messbare ZV Y mit
Eo[1a|F] =Y Pyfs. (r.10)
Fiir A € F, leistet dann A’ := {Y = 1} € F? das Gewdinschte, denn dann ist
1a=FEo[1la|F] =Y Pyfs.
Es gentigt, in (1.10) Ereignisse A der Form
A={By, €Dy,...,Bi € Dy, Bis, € D1, ..., Bis, € Dy} (r.11)

mith, 0 eN,0=tq<t; < <tp=t,0<8; < <8p Dy,..., Dprp € B(R?) zu betrachten (diese
bilden eine N-stabile Erzeugermenge von o (B; : s > 0) und die Menge der Ereignisse, fiir die es ein
Y wie in (1.10) gibt, sind ein Dynkin-System).

Nun ist
Eo[14]F] = lim Eo[14 |77, )]
= lim 13, <p, BtkeDk}PBm/n(le—un € Diy1y- oy Boyoiyn € Dk+€)

n—oo 0T

= 1{BtOED0 BtkEDk}]P)Bt(le € Dk+17 ot 7Bsg € Dk+€)7

~~~~~

wobei wir fur das erste Gleichheitszeichen den Konvergenzsatz fir Riickwirtsmartingale (z.B. [St2,
Satz 1.13]] oder [KI, Satz 12.14]), fiir das zweite Gleichheitszeichen die schwache Markov-Eigenschaft
und fiir das dritte die Stetigkeit der Pfade ausnutzen. Die rechte Seite ist offenbar F-messbar, d.h.
(1.10) gilt. [

Erinnerung. Eine ZV 7 mit Werten in [0, oo ] heifSt Stoppzeit (bezgl. (Fi)i»0), wenn gilt
{r<t}eF fiirjedest>0.
Fr={Aeo(F,,u>0): An{r <t} eF firjedest >0}
ist die (o-Algebra der) T-Vergangenheit.

Bemerkung 1.14. Sei (F; )50 rechtsstetig, dann ist 7 eine Stoppzeit g.d.w. {7 < t} € F; fiirallet > 0
(denn {7 <t} =N, {7 <t+1/n}).
Weiterhin gilt fiir jede Folge 7, von Stoppzeiten mit 7, Moo 7 Fr = Ny For,

Bem.: im Allgemeinen ist inf{¢ > 0 : X; ¢ [a, b]} keine (F})-Stoppzeit.

Bemerkung 1.15. Die Brownsche Bewegung ist ein Martingal (beziiglich der kanonischen Filtration
und [anhand von Bem. 1.13] auch beziiglich deren rechtsstetiger Vervollstindigung).



Satz 116 (Optional sampling, zeitkontinuierlicher Fall). (X;):s0 Submartingal mit rechtsstetigen
Pfaden, (F)iso rechtsstetige Filtration, o, T Stoppzeiten. Wenn T beschréiinkt ist oder wenn (Xy)is0
gleichgradig integrierbar ist, so gilt

X, e LYP) und E[X,|F,]>Xonr fs.

Beweis.
o =2""2% + 1], 7,:=27"|2"7+1]
sind Stoppzeiten, die nur abzihlbar viele Werte annehmen, und 0, ™ 0,7, N 7 fiirn — oo.

Sei 7 beschrinkt, 7 < T fiir ein festes 7" < co. Dann ist
E[X:, | Forl 2 Xopnr, £5. ¥Yn,meN

(optional sampling in diskreter Zeit, z.B. [St2, Satz B.277] oder [KI, Satz 10.11 und Satz 10.21]), es gilt
N Fo., = Fo (Rechtsstetigkeit der Filtration), also mit m — oo (und der Rechtstetigkeit der Pfade
von X))

E[ X, | Fol 2 Xonr, fs. (r.12)
Rechtstetigkeit der Pfade liefert X, — X fs., noch zu zeigen ist X, > X in L.
Es ist
Bk = E[XTk - XTk+1 | kaJrl] 2 0 (fS)
und

E| 3 By| = E[X,,] - inf E[X,,] < oo,
= k>1

demnach existiert A, := > By (fs.) und M,, = X, - A, erfille E[M,, | F,, ] = My, dh
k=n
(M_y,)me-ny, ist ein Riickwirtsmartingal (beachte 7, o F, ;). Gemif§ Riickwirtsmartingalkon-

vergenzsatz (z.B. [Stz, Satz 1.13] oder [K], Satz 12.14] existiert lim,,,,_o M_,, in £, insbes. ist {M,, :
n € N} gleichgradig integrierbar. Wegen 0 < A,, < Ag mit E[Ag] < oo istauch {4, : n € N}
gleichgradig integrierbar,

= {X,, : n e N} ist gleichgradig integrierbar
somit gilt auch £!-Konvergenz und mit n — oo in (r.12) folgt E[ X | | > X;a- fs.
Sei nun 7 méglicherweise unbeschrinkt und { X} : 0 < ¢ < oo} gleichgradig integrierbar

= 31X, eL'(P) mit Xtt—>X°° fs.und in £L(IP)

denn dies gilt lings jeder Folge t;, / oo gemif (Sub-)Martingalkonvergenzsatz (z.B. [St2, Satz B.21]
oder [KI, Satz 11.14]), daher kann der Grenzwert nicht von der Folge abhingen.
DaR > 2 = 2% = 2 v 0 konvex ist, ist auch (X}");s0 ein Submartingal; offensichtlich ist es
ebenfalls gleichgradig integrierbar und
X} — X% fs.undin L'(PP)

t—o0

10



Zudem gilt (mit dem Optional sampling-Theorem in diskreter Zeit) fiir jede Stoppzeit p mit diskre-
tem Wertebereich
X, <E[XL|F,] fs

Weiter gibt es (wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit) ein streng monoton wachsendes, kon-
vexes ¢ ¢ [0, 00) = [0, 00) mit lim, o ¢(x)/x = 0o und sup,,o E[¢(X;")] < oo (vgl. [St2, Erinne-
rung B.23] oder [KI, Satz 6.19]), mit Lemma von Fatou

E[p(XZ)] <liminf E[p(X[)] < o0

und somit fiir jedes 1 (wir verwenden die Jensensche Ungleichung fiir die zweite Ungleichung)

E[p(X} )] < E[(BIXL | Fronnl) | < E[E[0(XL) | Frin] | = Elp(XL)] (< 00).
Demnach ist { X . : n € N} gleichgradig integrierbar wir finden

XT/\O’ = lim XTn/\o/\'rL
n—oo

<limsup E[X,, ny | Fo] = limsup (E[ X} ., | o] ~E[X} 0 | Fo])

n—oo n—oo

<11mE[X+An|]-"]—hm1anE[ X: | Fol = [X+|.7-"]—11m1nfE[ X2 | Fol
SE[X;|‘FO']_ [X7|fa]: [X‘r|fa]

wobei wir fiir die erste Ungleichung wie in (1.12) argumentieren und fiir die dritte das Lemma von

Fatou verwenden. O]

Beispiel L.r7. Sei B Standard-Brownsche Bewegung, 7, := inf{t > 0 : B; = x} (mit Bsp. r.10) ist
T, < oo fiir alle x.
Fira,b > 0 gilt
b
a+b’

Beweis. (Wir verwenden dasselbe ,klassische” Martingal-Argument wie im Fall der gewohnlichen Irr-

P(T_ < Tb) =

fahrt.) Sei 7 := 7_, A T, startend von By = 0 € (—a,b) ist (Biar )0 beschrinktes, insbesondere
gleichgradig integrierbares Martingal, also

E[B,] = lim E[Biar] =E[By] =0,
andererseits ist
E[B;] =-aP(7_4 <7) +bP(7_4 > 1) =b— (a+ b)P(1_4 < 7).
[

Wir schreiben P, fiir die Verteilung von (B; + )50, wobei B Standard-Brownsche Bewegung,
[, fir Erwartungswerte unter P,.

II



Satz 1.18. Die Brownsche Bewegung ( By) mit Verteilungen (P ) yega besitzt die starke Markov-Eigenschafft,
d.h.

E[F((Bior)io) | 72] = En [F(B)] (55)
fiir F - (RY)[0%) — R beschr. und messbar, T f.s. endliche Stoppzeit.

(Dieschwache Markov-Eigenschaftistklar, vgl. z.B. [St2, Bsp. 6.19] oder [KI, Kap. 14.4, speziell Bsp. 14.48],
siche auch Erinnerung 1.2.)

Beweis. Es gentigt, Funktionen
F(B)=f(By,...,B,) mitk eN,0<t <ty <--<t; undf:RF - Rste,beschr.
zu betrachten (Erwartungswerte solcher Funktionen legen die Vert. auf (IR%)[0:>°) fest).
z v E,[F(B)] it stetigund beschrinke

(verw. explizite Form als Gauf3sches Integral).

Ty = 277|277 + 1| ist Stoppzeit, 7, N\ T fiir n — oo. Esist

E.[F((Brus)iso) | Frn | = Ba f(Brustrs - - s Brnsty ) | Fr]
= ]EB.,—n [f(Btw s 7Btk):| :)O]EBT[F(B)]

n

wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen verwenden, dass Markov-Prozesse in diskreter Zeit (wir
verwenden hier 27" Nj) stets die starke Markov-Eigenschaft besitzen (vgl. [St2, Satz 6.277] oder [KI,
Satz 17.14]) und fiir die Konvergenzaussage die Pfadstetigkeit von B ausnutzen.

Weiter ist

B[ B [F((Broet)iz0) | Fr ] = B[ F((Brit)iao) | 7, ]
< ]Ex[‘F((BTnth)tZO) - F((Bﬂt)tzg)‘] e 0 (Stetigkeit der Pfade von B),

also

Ep [F(B)] = lim E;[F((Bret)eo) | Fr, | = Bo| F((Brae)iso) | Fr]

wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen verwenden, dass N,, ,, = F- (Rechtsstetigkeit der Fil-
tration).

]

Bemerkung 1.19. Abstrakt betrachtet entnehmen wir dem Beweis von Satz 1.18: Wenn ein Markov-
Prozess X rechtsstetige Pfade hat und die zugehérige Ubergangshalbgruppe die Feller-Eigenschaft*
besitzt (d.h. sie bildet stetige Funktionen in stetige Funktionen ab), so besitzt X auch die starke
Markov-Eigenschaft (vgl. auch Diskussion in [St2, Kap. 6.4]).

*Eine Halbgruppe (P;);»0 von positiven Kontraktionsoperatoren auf einem lokalkompakten Raum E
heifit eine Fellersche Halbgruppe (benannt nach William Feller, 1906-1970), vgl. zB. [Kl, Kap. 214, ins-
bes. Def. 21.26] oder [Ka, Ch. 19] (die Def. ist auf S. 369), wenn P,(Co(E)) c Co(E) wobei Co(E) =
{stetige Funktionen auf E, die im Unendlichen verschwinden} und limyg P f(2z) = f(x) fiir jedes 2 € E,
f € Co(E) gilt (dies impliziert P, f — f fiir t — 0 im Sinne der Sup-Norm fiir jedes f € Cy(E), d.h. starke Stetigkeit
der Halbgruppe, z.B. [Ka, Thm. 19.6]).
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Satz 1.20 (Spiegelungsprinzip). B eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung, fiira > 0,1 > 0
gilt
P(supocer By > a) = 2P(Br > a).

Bewers. Sei 1 t.s. endliche Stopppzeit, zeige
By:=B.,, - (Bt - Bmt), t>0 ist ebenfalls BB. (.13)

Sei BT = (B] )¢ := (Biar )t (gestoppte BB), B := B,,; — B; ist BB, u.a. von F; (starke Markov-
Eigenschaft, Satz 1.18), also
(r,B™,B")&(r,B",-B').

Wegen B, = B] + BEZ‘Z—T)+’ Et =B} - BEt_T)+ folgt (1.13).

Sei M, := sup,, By, 7:=inf{t > 0: B, = a}. Nach obigem ist
P(Mz > a,Br <a) =P(Mr > a,Br > a) =P(Br > a),
also

P(Mr > a) =P(My > a,Br < a) + P(My > a, By > a) + P(Mr > a, By = a) = 2P(Br > a).

=0

]

Satz 121 (Lévys Arcussinus-Gesetz). B eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung, T > 0,
Cre=sup{t<T:B, =0}

P(¢r<t) = %arcsin(\/t/T), 0<t<T

Beachte: (7 hat Dichte =1/y/(¢/T)(1 - t/T),d.h. Beta(3, 1) umskaliertauf [0, '] (denn £ arcsin(z) =

T 272 dz

1/v/'1 - x2), insbesondere ist {7 symmetrisch um 7°/2 verteilt.

Beweis. Seio.E.T" = 1 (verwende Skalierungseigenschaft der BB).

P(¢ <t) =P(B, #0fiirs e (¢,1])
- [ P(B.+0firs < (1.1]| B, = o) P(B € da)

_ []P’|a|(Bs £ 0fiirs € (0,1 t])P(B, € da)
R
und

Pjq(Bs # O fiir s € (0,1-¢]) =Py inf B, > —lal)
=Py sup B, < a]) = 1-2Py(B1 > |a]) = Po(|Bi—¢| < al)
s<1-

3



gemif$ Spiegelungsprinzip (Satz 1.20). Demnach (mit B’ einer u.a. Kopie der BB und X, Y u.a., ~
N(0,1))

P(G <t) =P(|B]_| < |B,]) =P(V1-t]Y] < VI X]) = P(YZ < (X% +V?))

1 00 00
B % ]:oo du ,[oo dy 6_(I2+y2)/21{y2§t(x2+y2)}

1 o0 2 2 9 ‘
= % A Td?“e /2 \/0\ d(p 1{511'12(@)95} = ; arCSIH(\/Z)

wobei wir in der dritten Zeile in Polarkoordinaten integrieren (beachte y2/(22 +y2) = sin?(¢)). O

1.3 Donskers Invarianzprinzip

Seien X1, X5, ... uiv.reelle ZVn mit E[ X ] = 0, Var[ X;] = 1,

|t]
Spi= Y X+ (t-[t]) X1, 20
k=1
(St)1z0 ist eine ZV mit Werten in den stetigen Pfaden.

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist folgender Satz, sozusagen ein ,,grofer Bruder des ZGWS*.
Wir betrachten als Wertebereich C([0,1]) = {f : [0, 1] - R stetig} mit Metrik d( f, g) = || f—g||0;
diesist ein polnischer Raum (fiir Separabilitit verwende z.B. Polynome mit rationalen Koeffizienten).

Satz 1.22 (Donskers Invarianzprinzip). Es gilt

Snt w
(ﬁ)te[()” @(Bt)te[(),l]

mit (By) Standard-Brownbewegung
Wir fiihren den Beweis durch Einbettung, dazu benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma 1.23 (Skorokhods-Einbettung). X reelle ZV mit E[ X ] = 0, Var[ X ] = 02 < oo, dann gibt
es eine Stoppzeit T mit

L(B,)=2L(X) wund E[r]=0>

Die Forderung E[7] = 02 (< o0) ist entscheidend, sonst kénnte man das Problem ziemlich trivial
16sen via 7 := inf{t > 0: B; = X'} mit X unabhingig von B.

Beweis. Fir £(X) = 2:0_, + =26, mita,b> 0 (also E[X ] = 0, E[X?] = ab liefert

a+b

7:=1inf{t > 0: B, = —a oder B; = b}

das Gewiinschte (Ubungsaufgabe, vgl. auch Bsp. 1.17; die entscheidende Beobachtung ist, dass (B? -
t)4>0 ein Martingal ist).

S Anatoly Volodomyrovych Skorokhod, 19302011
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Der allgemeine Fall durch Mischung :
Sei p1 € M (R) mit [z p(dx) =0, [ 22 p(dx) = 0% < oo, dann gibtes § € M; ((—o0,0] x
[0, 00)) mit

U

v
e /(—oo,O]x[o,oo) (v - u5“ T ué”) 6(d(u,v)). (114)

Seim := f(o,oo) vp(dv) = —_[(_0070) u p(du),

Q(d(u,v)) = %(U —w)p(du) p(dv) + p({0})6¢0,0)(du, dv), v>0,u<0
leistet das Gewtinschte:
1
/( o0 (den0) = ) [ () (o)
- [ (- - L (mp((00.0)) + mp((0,00))) = pu(® » {0)).
d.h. p Zst ein W’mafl und
f(—oo,o]x[o,oo) (v - u5“ - u5v> e(d(u’ U))
1
= n({0})dg + — f(%o) p(du) /;0’00) p(dv) (vd, — ud,)
= u({0})do + f(mm p(du) &y, + f(o’w) p(dv) é, = p

Sei (U, V') ~ 0, u.a.von (B;)0, dann leistet
T:=inf{t>0: B, =U oder B, =V}

das Gewiinschte.

]

Beweis von Satz 1.22. Sei (By )0 Standard-BB, konstruiere mittels Skorokhod-Einbettung (Lemmar.23)
und der starken Markov-Eigenschaft (Satz 1.18) Folge von Stoppzeiten 0 = 75 < 7 < 75 < -+~ so dass
mit X,, := B, - B, | gilt

(Xn)neN g(Xn)neN und (7, = Th1 )nen ist wiv. mit B[ — 79] = 1.

Sei "
Z +(t=t]) Xpgper, 20,

also (gt)tzo =1(St) 0. Zeige

1
— sup ‘S BT‘ — 0 stochastisch. (r1s)

\/ﬁ 0<r<n

IS



Es gilt

-
- —E =1 fs.
2 Elnl-1 g
(mit dem starken Gesetz der grofien Zahlen), also auch Al f.s. firr - oo und
r
. On
0y i= sup ‘TL,.J - 7“‘ erfiilt — — 0 fs.
0<r<n n n—oo
Sei
w(B,t,h) = sup  |B, - By

O<u<v<t, v—u<sh

(wir wissen: w(B,t, h) < Cy,h7 fs. fiir (jedes) v < 1/2 nach Satz 1.5 und Kor. 1.7).

FirneN,e, h > 0ist

IP’(L sup ‘S;M - B,,| > 8) < IP’(w(B,n +nh,nh) > 6\/5) +P(5n > nh)

\/ﬁ 0<r<n ———
:P(w(B>1+h7h)>€)—)h\00 o0 U
(Skalierungseigensch. der BB)

d.h. mitn — oo, dann h — 0 folgt (r.15).

1 ~
Analog gilt — sup |SL,, J+1 — BT| —> 0 stochastisch, somit

\/ﬁ 0<r<n

1 ~
A, = sup —|S, - B
Ogrgn\/ﬁ|

Sei: C([0,1]) - R stetig und beschrinkt. Fiir e, 6 > 0 sei
Fes={feC([0,1]): Vg € C([0,1]) mit||f - glleo < 8 gilt |o(f) ~ p(g)] <},

esist F. 5 # C([0,1]) fiir 6 | 0. Somit

B[ Suatn®)ieto0) |~ ELo((Bodeto.n) | = [E] o Soefeeto1) | = B[ B/ ) icton)

< E[‘w((gm/nm)te[o,u) - w((Bnt/n1/2)te[o,1])H
<e+2|¢gllo(P(B ¢ F.g) + P(A, 26)),

r| — (0 stochastisch.
n—00

mitn — oo,dann ¢ | 0, € | 0 folgt

lim sup ‘E[@((Sm/nl/2)te[071])] - E[@((Bt)te[o,l])ﬂ = 0.

n—oo

]

Beispiel 1.24. 1. Fiir f € C'([0,1]) sei(f) := ¥ (f(1)) miteinem) : R - Rstetigund beschrink,

SO ist
E[¢(B)] = E[¢(B1)] = lim E[@((Snt/n1/2)te[o71])] = lim E[¢/(Sa/n'")],
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d.h. Satz 1.22 impliziert den ZGWS.

Analog gilt eine multivariate Form, d.h. fiir ¢) : R¥ — R stetig und beschrinke, ¢; < -+ < ¢, ist

lim E[w(S[t1nJ/nl/27 S[tzn]/n1/27 R S[tknJ/nl/2)] = E[w(Btu Bt27 ) Btk):l

n—oo

2. Fiir f € C([0,1]) sei p(f) := w( MaXoc<l f(t)) mit einem 9 : R > R stetig und beschrinkt, so
folgt mit Satz1.22

S, 4
max — — max B,
r<n \/ﬁ n—oo t<1

mit Satz 1.20 (beachte: die Vert. von max,<; B; hat keine Atome) also

lim ]P’( max% > ZL‘) =2P(B; >x) firxe[0,00). (1.16)
T —>00 r<n n

Vgl. auch die explizite Abschitzung fir festes n, z.B. [St2, Satz 6.28] oder [KI, Satz 17.15, Spiegelungs-
prinzip in diskreter Zeit]:

P(max Sy, > ) < 2P(S, > x) - P(S, = 7)
(mit Gleichheit, wenn Inkremente nur Werte aus {-1, 0, 1} annehmen); man beachte, dass fiir (1.16)

keine Annahmen an die Verteilung von S tiber die ersten zwei Momente hinaus ben&tigt werden
(wihrend [St2, Satz 6.28] / [K], Satz 17.15] benétigt, dass die Inkremente symmetrisch verteilt sind).
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Kapitel 2

Stochastische Integration

2.1 Zur Motivation

Integration beziiglich nicht-glatter Pfade Seien f, g : [0,00) — R, f sei stetig. Welchen Sinn
konnen wir fot fsdgs geben?

1. FallsgeC: fot fsdgs = fot fsg5 ds (als Riemann-[Stieltjes-] Integral).

2. Falls g nicht-fallend (und, sagen wir, rechtsstetig): Fasse g als Verteilungsfunktion eines Maf3es

g auf Ry auf, 11,((0,¢]) = g(t) — g(0), so ist fot fsdgs = f(O,t] fs 1bg(ds) (als Lebesgue-
Stieltjes-Integral, vgl. z.B. [KI, Def. 1.57]).
3. Falls g = g1 - go mit g1, go niche-fallend, soist [ fsdgs = [y fsdgis — [y fsdga.s.

Eine solche sog. Jordan-Zerlegung von g existiert g.d.w.

k
Vi(g):=sup sup Y

keN O=to<ti<--<tp=t ;=1

< 00

9t = Gtiq

(g hat endliche Variation).

Siehe z.B. [Ka, Prob. 2.18], vgl. auch Bem. 2.7 unten.

Die Pfade der Brownschen Bewegung ( B; )0 haben mit W’keit 1 unendliche Variation fiir jedes
t > 0, denn die quadratische Variation ist > 0:

1 2
Vi(B) > sup Z | Biggjon = Bi(-1)/2n

2 _
= 00
n sup{|B, - Byu|: 0<u<v<u+2"<t} o

daher kann man ,
f X,dB, = 7?
0

nicht in obigem Sinne ,realisierungsweise definieren.
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Vorschau Im diskreten Fall gilt (unter geeign. Bedingungen, vgl. [St2, Lemma B.1o] oder [KI, Satz 9.39]:
(M, )nen, Martingal, (C,,) previsibel, so ist (C' e M),, := ¥ C;(M; — M;_1) ein Martingal.
Wir werden (in Analogie dazu) sehen:

oo t
ZXE(BEM_B@M)—)/ Xs(_)dBS ﬁ'jrn—>oo
k=1 " " 0

n

(in geeignetem Sinne, fir eine noch zu klirende Klasse von Integranden X).

In dem R-Skript reskalierte_MK_und_Diffusionen.R betrachten wir Simulationen von
diskreten Approximation zufilliger Pfade X = (X});, die ,lokal ungefihr wie eine Brownsche Bewe-
gung® aussehen, d.h.

E[Xin - Xo| X; = 2] = hu(x) +o(h), Var[ X, — Xi|X; = 2] = ho*(x) + o(h).

fiir geeignete Funtionen  und o2.

Obiges sog. Ito-Integral wird uns gestatten, solche Prozesse X als Losungen von

t t
Xt:XO+/ N(Xs)ds+f o(X,)dB,
0 0

in einem mathematisch prizisen Sinn zu konstruieren.

2.2 (Einige Eigenschaften) zeitstetige(r) Martingale

Definition 2.1. Sei X = (X})ss0 stochastischer Prozess (mit Werten in (E, B(E))) auf filtriertem
Wraum (2, 7, (Ft)is0, P).

X heit adaptiert, wenn fiir jedes ¢ > 0 gilt: X ist F;-messbar.

X progressiv messbar, wenn fiir jedes t > 0 gilt: Q x [0,] 3 (w, 5) = X (w) ist F; ® B([0,1])-
B(E)-messbar.

Oftensichtlich gilt

X progressiv messbar = X adaptiert

sowie

X adaptiert mit (rechts)stetigen Pfaden = X progressiv messbar.

Progressive Messbarkeit ist wichtig fiir das Zusammenspiel mit Stoppzeiten (der zu einer Stoppzeit 7
ausgewertete Prozess X - istan die entsprechende Vergangenheit F adaptiert, vgl. z.B. [RY, Prop. 1.(4.8)]
oder [Ka, Lemma7.5]); weiter erlaubt progressive Messbarkeit von X insbesondere ,,Analysis-Operationen
wie fot f(Xs) ds (dafiir wiirde es allerdings auch schon ausreichen, dass Q2 x [0,00) 3 (w,s) ~ Xs(w)

o/ ® B(R,)-B(E)-messbar ist).

Definition 2.2. Ein filtrierter W’raum (€2,.97, (F; )0, P) gentigt den #blichen Bedingungen (hy-
potheses habituelles), wenn gilt

1. Fyenthilt alle P-Nullmengen (d.h. N € &/, P(N) =0 = N € Fy) und

2. (Fi)is0 ist rechtsstetig (d.h. Fy = Fyy = Neso Fise flirjedes ¢ > 0).
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reskalierte_MK_und_Diffusionen.R

Bemerkung 1.) erzwingt, dass ein von einem adaptierten Prozess (IP-)ununterscheidbarer Prozess
ebenfalls adaptiert ist.

2.) erzwingt z.B., dass die Zeit des ersten Eintritts in eine offene Menge eine Stoppzeit ist.

Wir werden im Folgenden zumeist stillschweigend annehmen, dass der zugrundeliegende W’raum
die tiblichen Bedingungen erftillt, es sei denn, dass wir explizit abweichende Voraussetzungen formu-

lieren.

Beispiel 2.3. Sei Q2 = C([0,00)) (= {f : [0,00) - R : f stetig}), F; := o(w(s) : s < 1),
o =o(Fy,t>0),W,, x e R das (1-dim) Wienermaf bei Start in . (d.h. die Vert. der BB startend
in z, aufgefasst als W’maf auf €2, siche Def 1.1 und Kor. 1.7).

Setze Fy = {A €/ : 3B € F, mit Wo(AAB) =0}, ¢ > 0. Es gilt
. Fppc Ffirt>0

2. (Fy)so ist rechtsstetig

3. (Q,., (Ft)is0, Wo) erfille die iiblichen Bedingungen.

(Diesist eine kleine Erginzung zu Bem. 1.13, dort hatten wir bereits die rechtsstetige Vervollstindigung
der kanonischen Filtration der Brownschen Bewegung betrachtet.)

Beweis. 1. Zeige
Fiir A € o7 gibtes ein beschr., Fi-messbares Y mit Eg[14 | Fy | = Y Wo-fis. (2.1)

(Bem.: (2.1) kann als eine Verallgemeinerung von Blumenthals 0-1-Gesetz, Satz 1.9 angesehen werden.)

Fir
A= {Xto €Dy,..., Xy, € Dy, Xy, € Dpgry oo, Xigs, € Dk+e} (2.2)

mitk,EEN,O:t0<t1<"'<tk:t,0<81<"'<Sg,Dl,...,DkH_gEB(R)iSt

.....

(23)

Wo-f.s. was Fi-m.b. ist, d.h. (2.1) gilt fur solche A. Hierbei haben wir fiir das erste Gleichheitszei-
chen den Konvergenzsatz fiir Riickwirtsmartingale (z.B. [St2, Satz 1.13] oder [KI, Satz 12.14]) und fiir
das zweite Gleichheitszeichen die (schwache) Markov-Eigenschaft und die Stetigkeit der Pfade ausge-
nutzt. Da As der Form (2.2) einen N-stabilen Erzeuger von &7 bilden, gilt (2.1).

Fir A € i, istdemmach 14 = Eo[14]|F;y ] = Y Wo-fis. mit Y Fy-m.b., insbes. {Y =1} € F;
und Wo(AA{Y =1}) =0,d.h. A € F,, somit gilt 1.

2.Sei A € Fpy = Neso Frse, insbes. zun € N gibt es

B, € ft+1/n mit 14 = 1Bn Wo-f.s.,
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esist B := limsup,, By, (= Ny, UmsnBm) € Fiy C F; nach 1., also

gibtesein C € Fymit 14 = 1o Wy-f.s. und somit A € F, nach Def.,

d.h. 2. gilt.
3. Sei Wy (V) = 0, also auch Wy(NAZ) = 0 mit @ € Fy und somit N € Fo nach Def,, Rechtsste-
tigkeit von (F1)es0 wurde in 2. gezeigt. O

Proposition 2.4 (Doob-Ungleichungen, zeitstetiger Fall). Sez (X, )50 ezn Martingal oder ein nicht-
negatives Submartingal, X habe rechtsstetige Pfade. Dann gilt fiirt > 0

L AP(supge, Xo > A) <E[|XG|]  fiir A>0,

2. E[ supge,q | XulP] < (%)pE[|Xt|p] fiir pe(1,00).
Bewers. 1.und 2. gelten im zeitdiskreten Fall (vgl. z.B. [St2, Satz B.40] oder [KI, Satz 11.2]).

Sei A < \. Es ist

AP( 8UPgeye; X > A) = A lim P(max,neon Xpnyjan > A) < E[|X]] (2.4)

n—oo

wobei wir fur das Gleichheitszeichen die (Rechts-)Stetigkeit der Pfade von X ausgenutzt haben. Mit
A 7 Aolgtr.

2. Analog ist
E[ suPpeyer [Xol?] = lim B[ maxgeon [Xpnon [P < ( L E[IX], (2.5)

wobei wir fiir das Gleichheitszeichen wiederum die (Rechts-)Stetigkeit der Pfade von X und den Satz

von der monotonen Konvergenz verwendet haben. O

Definition 2.5. Ein Martingal M = (M, )50 heifSt guadratintegrierbar, wenn E[ M?] < oo fiir alle
t > 0. M§ bezeichne die Menge der quadratintegrierbaren Martingale mit stetigen Pfaden (beztiglich

einem vorgegebenen filtrierten W’raum).

Definition 2.6. Fiir einen (zufilligen oder deterministischen) reellwertigen Pfad (X} )50 heifSt

V;t(X) = sup Z |Xti - Xti—l

neN,0=to<t)<-<tp=t j=1

die Totalvariation (von X zur Zeit t).
X hat endliche Variation, wenn V(X)) < oo fiiralle t > 0.

Bemerkung 2.7. 1. ¢~ Vi(X) ist nicht-fallend.
2. Fallst — X; nichtfallend, soist V;(X) = X; - X < 0.
3. Haben X und Y endliche Variation, soauch X + Y, X - Y.

4. X hatendliche Variation < esgibtY, Z nicht-fallend mit X =Y - Z.
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Beweis. 1.,2.,3.und 4. ,< sind klar.

Zu 4. ,2="tFlurt;,_; <t;ist |th _Xti—l

=2(Xy, - Xy, )+ (X, - X, ), alsogilt fiir jede Zerlegung
Z |Xti - Xti—1| =2 Z(th - Xti—l)_ + Xt - XO'
i=1 i=1
Bilde Supremum iiber alle Zerlegungen von [0, ¢]:
Vi(X) =2V (X) + X, - Xo
mit V,7(X) := sup Y ( Xy, — Xy, ) also
neN,0=to<t)<-<tn=t j=1
X = Xo + V(X)) -2V (X)
und t » Xo + Vi(X), t —» 2V, (X) sind nicht-fallend. O
Satz 2.8. Ser M stetiges Martingal mit V(M) < oo fos. fiirjedest > 0. Dann ist M fast sicher konstant.

Beweis. Wir nehmen o.E. an M, = 0, sonst betrachte M, := M, — M.

Ty = 1Inf{t > 0 : |My| > n} Ainf{t > 0: V(M) > n} ist Stoppzeit und es gilt 7, /00 00 fs.
M) := (M, )is0 ist dann ein beschrinktes Martingal mit (uniform in ¢) beschrinkter Totalvaria-
tion.

Sei also 0.E. M beschrinkt mit (gleichmif3ig) beschrinkter Totalvariation.

21’

E[M?] = [( Z Miyoe = Mo 1)t/2’)2]

2[

= 3 E[(Myar = Mg-1yj2e) (Miejor = Mgr_1yegor) |
oy
24
= ]E[ Z(Mkt/ﬂ - M(k—l)t/ﬂ)z]
i1

24
< ]E[ max | My or = Mg-yejoel % D 1 Mygjoe = Mgyl ] — 0
k<2t k-1 {—o0

—0 mit £—o0 (Stetigk.) <Vi(M)<Vioo (M) <00

wobei wir im dritten Gleichheitszeichen die EQ-Orthogonalitit der Martingalinkremente und in der
letzten Zeile den Satz von der dominierten Konvergenz verwendet haben.

Somit E[ M?] =0, IF’( Nieg, {M; = O}) = 1, Stetigkeit der Pfade liefert M, = 0 f.s. [
Satz 2.9. Fiir X € M sei || X|| := || X[ pg o= Z 27(|| Xl 2y A 1).

(M, ||+ 1]) 25t ein vollstindiger metrischer Rcmm (wenn man ununterscheidbare Prozesse identifi-
ziert).

Beobachtung 2.10. 1. Fiir X € M ist (X?) ein Submartingal, insbesondereistt — (E[X?] )1/2
nicht-fallend.
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2 Fiir X,Y € Mgmit || X = Y|| = 0gilt P(X; = Y, fiirallet > 0) = 1, d.bh. X und Y sind
ununterscheidbar (im Sinne von Def. 1.3):

| X =Y|| = 0impliziert E[(X,,— Y,)?] = 0, woraus mit Doobs L2-Ungleichung (Prop. 2.4) folgt,
dass E[ SUPg<yen | Xu — Yu|2] = 0 fiir jedes n € N gilt.

Beweis von Satz 2.9. ||-|| ist eine (Pseudo-)Metrik auf M (denn die £2-Norm erfiillt die Dreiecksun-
gleichung).

Sei { X (™), n e N} ¢ M Cauchy-Folge, d.h. lim,;, .0 [|[ X ™) = X ()]] = 0.

Insbesondere ist fiir jedes ¢ > 0 {Xt(n),n e N} c £2(PP) Cauchy-Folge in £L2(P)

= 3 X, € £2(P) mit X —£* X,.

Zeige: (X;) ist Martingal. Fiir A € o7, > O ist

(n) (n) 12
lim E[ 1, X" - X,[] < P(4) 2 (LmE[(X{" - X,)?]) " =0
mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung, also gilt fiir 0 < s < ¢, A € F

E[14(X, - X.)] = E[14(X™ = X))+ E[14(X - X)]-E[14(X™ - X))] = 0.

=0(X (™) ist Martingal) —0 mitn—o0 —0 mit n—o0

Zeige: (X;) hat (£.s.) stetige Pfade.

Sei T' > 0. Zunichst stellen wir sicher, dass X eine Version mit rechtsstetigen Pfaden besitzt (um
die Doob-Ungleichung anwenden zu kénnen): setze fiir ¢ € [0, T']nQ X := E[ Xr|F;] und dann fiir
allgemeines ¢ € [0,7"] X := limgy, seq X, dies Zsz eine rechtsstetige Version von X, da die Filtration
rechtsstetig ist.

Nun ist

‘ (n) 1 ™ yvele v v
IP’( 05;13|Xt Xy > 5) < €2E[osg?g%|Xt X ] < €2||XT Xr||72 =0

mit Doob-Ungleichung (Prop. 2.4), demnach gibt es eine Teilfolge s, /* oo mit
> 1
P( sup | X™) - X > —) < oo.
2 (gup 1 12 7)

Borel-Cantelli liefert Xt(n’“) — oo Xt gleichmifligint < T f.s., d.h. (Xt)te[o,T] hat stetige Pfade f.s.
(und da dies fiir bel. 7" > 0 gilt, folgt die Beh.) O

Bemerkung 2.11. Der Beweis von Satz 2.9 zeigt insbesondere:
X, XM e M mit [| X — X||pg = 0, s0 gilt

VT>0,e>0: P(OsupT|Xt(") - Xy > 5) — 0,
<t< n=ee

d.h. die Pfade konvergieren lokal gleichmif$ig in Wahrscheinlichkeit.
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Vorbemerkung zur quadratischen Variation Fiir die BB ist B? — ¢ ein Martingal (Ubung).

Sei (X}) ein allgemeineres stetiges Martingal, was miissen wir von dem Submartingal (X7?) ab-
ziehen, damit es ein Martingal wird?

Im zeitdiskreten Fall gilt (vgl. [St2, Lemma B.35] oder [KI, Satz 10.1 und Def. 10.3]):
(X )newo L2Martingal, Ay, := Yoy E[( X5 = Xi-1)2| Fect | (= Tiey (B[ X2 Froa]- X2 1)) (A o=
0), (A,,) hat nicht-fallende Pfade, ist previsibel (A,, ist F,,_1-m.b.) und (X2 - A,,) ist Martingal.

Gesucht: ein Analogon im zeitkontinuierlichen Fall

Satz 2.2, Sei (M), € MS (und der zugrundeliegende Wraum erfiille die iiblichen Bedingungen,
Def. 2.2). Dann gibt es einen adaptierten Prozgess (A )0 mit stetigen, nicht-fallenden Pladen und A, =
0, so dass gilt

1. E[Ay] < oo fiirallet > 0 und
2. (M} = Ap)iso ist ein Martingal.

(Ay) ist eindeutig bis anf Ununterscheidbarkeit (d.b. falls (A}) ebenfalls obige Eigenschaften besitzt, so
ist P(Ay = Aj fiirallet >0) = 1),

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 2.12 bendtigen wir:

Definition 2.13. Ein linksstetiger stochastischer Prozess ( H; )0 der Form

Hi= ngl(TvakJrl](t)? t>0,

k>1

wo 71 < Ty < --- eine (endliche oder abzihlbare) Folge von Stoppzeiten ohne Hiufungspunkt im
Endlichen ist (d.h. 7,/ oo fis., wenn es unendlich viele sind) und &, eine beschrinkte, F, -messbare
reelle ZV fiir k € N, heifit ein elementarer Integrand (auch: ein einfacher previsibler Prozess).

Fiir (H;) dieser Form und einen (beliebigen) reellwertigen Prozess (X} )10 definieren wir

t
]0 HodX, = Y (X, - Xinn ), 120,

k>1

das elementare stochastische Integral (von H beztglich X). Man beachte: in der Summe sind f.s. nur
endlich viele Summanden # 0.

t ¢
Man schreibt auch (H o X); := / HdX := f H,dX;.
0 0

Bemerkung 2.14 (Linearitit des elementaren Integrals). (H), (J;) elementare Integranden, a,b €
R, soist auch (aH; + bJ; )15 ein elementarer Integrand und es gilt

t t t
f(aH+bJ)dX=af HdX+bf JdX.
0 0 0

Zum Beweis gehe zu einer gemeinsamen Verfeinerung der jeweils zugrundeliegenden Stoppfolgen

iiber.
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Lemma 2.x5. (H;) elementarer Integrand mit sup,s, |Hy| < ¢ fs. fiir ein ¢ € R, (X;) € MS mir
Xo = 0. Dann gilt

E[(Jy HdX)'|<B[X7] wnd (fy HdX),,eMs. (2.6)

Beweis. t fot H dX ist stetig (n. Konstr.) v/
Seis<t, keN:

= & Xearoia(svr) — Xth/\(ku)) (Optional sampling, Satz 1.16)
= fk 1{5<7'k} (Xt/\Tk Xt/\Tk) + ]-{szfrk} (Xs/\ﬂﬂl - S/\Tk) ) fk( SATE+1 XS/\Tk)u

-0 =(Xonrpoy ~Xsnry,)

(

—gk(E Xinmy | Fovm) ~E[Xunr | Fovr])  (€eist Fourmb)
(
(

was F,-m.b. ist, somit

E[gk(Xt/\TkH - Xt/\’rk,) |-Fs] = E[E[ | fSV’Tk:I |‘7:s] = gk(Xs/\Tk“ - XS/\Tk) (2“7)
Betr. zunichst den Fall Hy = Y72 &x1 (5, -,.,,1(¢) fiir ein m € N, d.h. H besitzt nur endlich viele
Sprungstellen. Fiir s < ¢ ist
E[/Qt HdX | fs] = Z ]E[é.k/‘(Xt/\Tk+1 - Xt/\’rk) |]:s] (2=7) Z fk(Xs/\TkH - Xs/\m) = fos HdX fs.
k=1 k=1
(2.8)

und

E[(fotHdX) ] i [fk(Xtm,M _Xtm—k)Q]

+2 Z E[gk)(Xt/\T)ﬁ,l - Xt/\rk)&(Xt/\rgﬂ - Xt/\’l'g):l

1<k<l<m ~

=E[E[- \FT,Z]]:H*:[&(XW,C+1 ~Xtnr, oo B[ Xenry, 1 =Xtnry | Fr,] ]:0

~

"

=0

< 02 Z E[(Xt/\Tk+1 - Xt/\Tk)2:|
k=1

= CE[(Xinryiy — Xian)?] = CE[X}

tATm+1

|- eB[xz,] < E[x2),
d.h. (2.6) gilt in diesem Fall (und die Schranke hingt nicht von m ab).
Im allg. Fall ist

H, = lim Ht(m) mit H(m) Z Skl(m Th1] (t)

und [y HdX =lim,, . ff H™ dX,
E[(fy HdX)"] <liminfE[(f H dX)*] < B[ X?],
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wobei wir fiir das erste Ungleichungszeichen das Lemma von Fatou verwendet haben. Demnach ist
tiirjedes T' > 0 die Familie von Martingalen ( fot Hm) dx ) o<t M € N gleichmifig £2-beschrinke,

insbesondere gleichgradig integrierbar und somit ist ihr Limes ebenfalls ein Martingal. ]

Beweis von Satz 2.12. Seio.E. My = 0 (sonst gehe zu M, := M,— M iiber, ]\;ff -M}? = -2M Mo+ M
ist ebenfalls Martingal).

Definiere Stoppzeiten
=0, 70 =inf {t> 7" My - M | =27}, k,neN
k

(beachte: {T,En), keN} c {7’,57“1)7 k € N} und fiir jedes n gilt T,En) 7 koo 00 f.s., da M stetige Pfade

hat).
Setze
H™ ="M ol ) (¢
0= LMy oo oy (1),
(n) ._ 2
A= (Mo =M o)
k>1
t
(n) . n _
I, '_/; H™ dM = Zth,g")(th,iji _thlg"))’
k>1
dann ist

Mt2 - Mg = Z {2(Mt/\7'(n)Mt/\T(n) - Mt2/\ (n)) * (Mf/\
2 A © k+l Tk
=0

2
0 = 2M,, oo M, o + Mmk(n))}

Tk+1

=271 + A,
(2.9)

Nach Konstr. ist sup, |Ht(n) — My| < 27", also sup,s |Ht(") - Ht(m)| < 2™ + 27" = (nach Lem-

ma 2.15 [und Bem. 2.14])
E[(If”) - [§m>)2] < (2" +27m)?E[M2],
d.h. {I( n e N} ist Cauchy-Folge in MS. Mit Satz 2.9 folgt:
31 = (It)is0 € MS mit [[1M) = I|| s — 0.
Wihle (gemifl Bem. 2.11) eine Teilfolge n; ./ oo mit

IP’( Sup|[t(n") - L] > 1) < %7

t<j J J

dann gilt (mit Borel-Cantelli) fiir jedes 7" > 0

sup |]t(nj) -L|—0 fs.,
t<T J=ee
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demnach auch

Ainj ) = M2~ 2]t(nj ) — A; lokal gleichmifig f.s. und (A¢) hat stetige Pfade

J—00

Weiter ist Ay = A(()nj ) = 0 und nach Konstruktion giltsup,, (Aﬁ”) - AE”)) <2(2-2m)%furneN,
daher ist t — A; nicht-fallend.
SChllCBllCh ist (Mt2 - At)t = (2]t)t € Mg

Zur Eindeutigkeit: Sei (A}) ein weiterer Prozess mit den geforderten Eigenschaften, dann ist
Y= A - A= (M2 - A) - (M - 4A;), t>0

ein stetiges Martingal mit Pfaden von endlicher Variation (nach Bem. 2.7, 4.), nach Satz2.8 also Y; = 0

fs. ]

Definition 2.16. Fiir M € M heifSt der Prozess (A;) aus Satz 2.12 die guadratische Variation von
M, er wird (meist) als (M) geschrieben (d.h. (M? — (M), )ss0 ist ein Martingal). Man nennt (M)
auch den ,Klammerprozess® (engl.: bracket process) von M.

Fir M, N € M definieren wir

(M,N), = i((M+N)t (M -N),), t>0,

die quadratische Kovariation von M und N.

Korollar 2.ry. Seien M, N € MS. (M, N) = (N, M) ist der (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindentige
adaptierte Progess mit stetigen Pfaden von (lokal) endlicher Variation mit

. (M,N)o=0,
2. MyNy — MoNy - (M, N), t >0 ist ein stetiges Martingal.

Beweis. 1.v/

Zu 2. beachte M, N, = %((Mt + N2 = (M, - Nt)Q), Eindeutigkeit wie im Beweis von Satz 2.12:
Sei (Z;) ein weiterer Prozess mit den geforderten Eigenschaften, dann ist (M, N), — Z; = (M N; -
Zi) = (MyNy — (M, N),) ein stetiges Martingal mit (lokal) endlicher Variation = (M, N'); — Z; = 0
nach Satz 2.8. O

2.3 Stochastisches Integral

Lemma 2.a8. H; = Y101 §el(rn,,,(t) elementarer Integrand mit sup, |Hy| < ¢ € [0, 00) fs,
M e M§, dann ist H e M = (fOtHdM) e M§ und

£20
t 21 _ trro
E[(fy HdM)"| =E| fy H2d{M),], 20 (2.10)
(wobei |, Ot H? d{ M) realisiernngsweise als Lebesque-Stieltjes-Integral definiert ist).
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Beweis. H o M € M hatten wir bereits in Lemma 2.15 bewiesen.

Zu (2.10): Betr. zunichst H; = Y32 &1 (s, r,,,1(1) fiir ein m € N, d.h. H besitzt nur endlich
viele Sprungstellen. Wie im Bew. von Lemma 2.1 ist

S0 ) -

L

E[gl%(Mt/\Tku - Mt/\m)2]

bl
1l

1

Mz

E[l{t”'k}gl%(Mt/\Tkﬂ - M’Tk)2]

k=1
- Z E[l{t”’k}gg E[Mt2/\7—k+1 = 2Min,, My, + Mzk |‘7:Tk] ]
k=1

=E[MZ,, |Fr,]-M2,

tATE 41

(;);E[l{t>‘rk}£l%E[<M>t/\Tk+1 - <M>7'k ‘ka]]

= ]E[ i f[i((M)t/\TkH - <M>t/\‘rk)] = E[[Ot Hg d<M)S:|’
k=1

wobei wir in (*) Satz 2.12 / Def. 2.16 verwendet haben.

Der Beweis funktioniert genauso, wenn wir annehmen, dass es fiir jedes 7" > 0 ein deterministi-
sches m = m(T") gibt mit 7,,, > T — was z.B. erfiillt ist, wenn wir a priori wissen, dass 7j41 — 7 > 0
tir alle £ € Nund ein festes 0 > 0 gilt (und eine Durchsicht der Beweise von Lemma 2.21 und Korollar 2.22)

zeigt, dass die Klasse der elementaren Integranden mit dieser (Zusatz-)eigenschaft fiir unsere Zwecke gentigte).

Fiir den allgemeinen Fall approximieren wir (wie im Beweis von Lemma 2.15) H; = lim,, 00 H. t(m)

mit Ht(m) = ZZL:I gkl(‘%ﬂ'ml](t)'
Es gilt

B[ fy H2d(M), | = tim [ [ (H™ )2 d(M),]
mit monotoner (oder auch mit dominierter) Konvergenz.
Weiter ist

supfot H(MdM < sup  [;"H(™dM = sup ka(MuAmu — Mynr,)

meN 0<u<t,meN 0<u<t,meN f=1
[ee]
u
= sup Y &(Munry,, = Mupr,) = sup [, HdM
0<u<t =1 O<u<t

und analog sup fot ~H™) dM < sup fot —~H dM, somit
meN

O<u<t

2
[OtHdM] :

sup
meN

0<u<t O<u<t

2
2
fOtH(m)dM‘ < ( sup [, HdM + sup fou—HdM) 3451%)

nach Lemma 2.15 ist ( fot HdM ) o € M5, nach Doobs L2-Ungleichung (Prop. 2.4, 2.) (und noch-

t>
mals Lemma 2.15 gilt somit

]E[ sup

ust

fO“Hde] < 16]El|f0tHdM|2] < 16”E[M?] < oo,
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demnach gilt mit dominierter Konvergenz:

E[(fy HdM)’] = lim E[(fy H™ dM)’]

m—>0o0

Definition 2.19. Fiir progressiv messbares (Y} )0, 7" > 0, M € M sei

T
VI arery =E[ o Y2 (M),
L(M) ::{Y progressiv messbar : ||Y||%(M;T) < oo firalle 7" > O}.

Bem. Sei 1137 auf Q2 x [0, 00) definiert durch par(A) = E[ [;° La(w, ) d{M),], so ist Y12 0y
die £2-Norm von (Y;(w))o<t<r beziiglich gy

Beobachtung 2.20. Y progressiv messbar und beschrinkt =Y € L(M), insbesondere liegen be-
schréinkte elementare Integranden in L(M ) fiir jedes M € M5,

Beweis. (Offensichtlich) [

Idee: Wir verwenden Lemma 2.21und ,,£?-Isometrie”, um das (elementare) stochastische Integral
(vgl. Def. 2.13) von den elementaren Integranden auf £( M) fortzusetzen.

Lemma 2.21. Sei (A;)s0 adaptierter Progess mit stetigen, nicht-fallenden Pfaden, Ay = 0und E[ A;] <
oo fiir allet > 0. Zu jedem progressiv messbaren Prozess Y mit E[ fOT Y2 dAu] < oo fiiralle’ T > 0

gibt es eine Folge H™), n € N von beschréiinkten elementaren Integranden mit

sup lim E[fOT |H™ — Y2 dAS] =0. (2.11)

T>0 ">
Beweis. 1) Sei Y beschrinkt mit stetigen Pfaden, 7" > 0.

Setze Ht(n) = Z Yijon L(j2n, (ke1) /2] (t) (dies ist ein beschr. elementarer Integrand), es gilt
k=0

T
E[[ H - Y, dA,] — 0 (2.12)

(dominierte Konvergenz, denn H™ Y, >, 00 O fiir jedes s > 0 und |H™ — Y| < 2]V ||o).

2) Sei Y beschrinkt (aber nicht notw. stetig; wir verwenden ggfs. eine geeign. Glittung von Y und approxi-

mieren dann diese).

Sei zunichst 7" > 0 fest, wir nehmen o.E. an
t = A, ist strikt wachsend und bijektiv mit A, — A, >t - s (2.13)
(sonst gehe tiber zu A= Ay +t)und

Yo=0, Y,=0firt>T.
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Sei 7, :=inf{t > 0: A; > u}, u > 0 die Inverse von (A;);, es ist

f TR dA, = f T f(rn)du  fir f:R, >R, mb. (2.14)
0 0

(denn fiir f = 1(, 4 ist die linke S. = A; — Ag, die rechte S. = A({u : @ < 7, < b}) = A = Ag, dann

approximiere allg. nicht-neg. messbares f mittels Linearkombinationen solcher Stufenfunktionen, etc.)

Fiir m € N sei .

G i=m Y,dA,, t>0

TA-1/m

(dies ist eine “geglittete” Version von Y'), es ist

G Y e (A= Ar ) = Y e (e = (A= ) = [ e,

7—At—l/m)

d.h. G(™) ist beschrinkt, t — G,Em) ist stetig.
Zeige: G(m) jst adaptiert:

TA-1jm = mf{u >0: Au > At - %} ist ft—m.b.,

(Jy YadA,),,, ist adaptiert.

Fiir s > O ist
G :m/ g YudAusz (7 1m < 0 < 7)Y, dA,
TArg -1/m 0
G2y 1(Teim < Tu £76) Yo, du=m Y. du
0 (s-1/m)*

demnach gilt (realisierungsweise) G Y, in £2(R,, \) fisr m — oo und

@ vran= [TeE -yt — o
0 0 e

somit

E[f, (G - v,)2dA | <E[[7°(GI™ - V)2 dA,] — 0

mM—>00

(verwende dominierte Konvergenz).
Nach 1) gibt es beschr. elementare Integranden H (™9, ¢ ¢ N mit

B[/, (™0 - GE)2dA,] — 0,

{— 00

wihle ¢,,, # o0, s0 dass lim,,_,co E[[OT(Hﬁm’fm) - Ggm) )? dAS] = 0, so leistet die Folge von elemen-
taren Integranden H(m) .= [(mdm) m e N:

lim sup E[fOT(HS(m) -Y;)? dAS]

m—>0o0o

< lim 2B [ (H{™ - GS™)2dA, |+ lim 2B [ (GI™ - ;) dA, | =0

m—0o0
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(d.h. die Formel (2.12) gilt fiir dieses Y und diesen Zeithorizont T').

3) Zeige: Lemma 2.21 gilt fiir beschr., progr. m.b. Y. Nach 2) gibt es zu n € N einen beschrinkten,

elementaren Integranden H (") mit
E n f[(n) _Y 2 l
I:_[O ( S S ) dAS] S n )

die Folge H (™), n € N leistet das Gewiinschte: (2.11) gilt.
4) Sei Y unbeschrinkt, setze Y;(n) = Yi1{jy;|<ny» es gilt

E[fon(ﬂ(n) -Y;)? dAs] = ]E[fon Y1y dAs] —0
(dominierte Konvergenz). Approximiere Y () mit H(") wie in 3), so dass
ney () s 1
E[ [, (v - H{M)2dA, ] < -
dann giltauch

B[ (¥~ HV)dA.] < 2B J7 (v - Yo dA 28] [ (0 - HV A = 0

n—oo

(d.h. die Existenz einer approximierenden Folge von beschrinkten elementaren Integranden, die (2.11) erfiillen,

gilt allgemein). [

Korollar 2.22. Fiir M € MS definiert

Y| zcary o= 7ZI:\T2_T(||Y||z:(M;T) A1)

eine Metrik auf L(M ), beziiglich der
Ly = {H : H beschr. elementarer [ntegmnd}
dicht liegt.
Beweis. Verwende Lemma 2.21 mit Ay = (M ),. O

Beobachtung 2.23.
(Lo, |l lleeary) 3 H > H o M € (M3, |- || mg)

ist eine Isometrie (mit (Lo, || ||z (ary) ams Kor. 2.22, H @ M aus Def. 2.13, (M3, || - || mg ) ans Satz 2.9), insbe-
sondere gilt

(H("))n c Lo Cauchy-Folge = (H(") o M),, ¢ M$ Cauchy-Folge.

nach Lemma 2.18.

O

Bewers. Furjedes T' > 0 ist ]E[(fOT HdM)Q] = E[fOT H? d(M}s] = ||H||%(M;T)
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Satz 2.24. Sei M € MS. Fiir X € L(M) gibt es einen (bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutigen)
Prozess X o M € MS mit der Eigenschaft

V{H™ neN}cLomit|H™ = X|zoy —> 0 : [[H™ e M - X o Mg — 0.

n— 00

X o M heifst das stochastische Integral von X beziiglich M, man schreibt auch (X e M ), = fo X dM =
fi X, dM,

Bewers. Kor. 2.22 zeigt, dass es mindestens eine X approximierende Folge von elementaren Integran-
den H(™ gibt, die demnach eine Cauchy-Folge in £( M) ist. Wegen Beob. 2.23 und Vollstindigkeit
von M konvergiert H(™) o M in M (und wir nennen ihren Grenzwert X o )M).

Zur Wohldefiniertheit: Sei /() € Ly, n € N eine weitere Folge mit || (™) — X|| £y — 0, s0 gilt
||H(”)—H(”)||L(M) — 0, also auch ||H(”)0M—H(")OM||M§ = ||(H(”)—H("))0M||M§ -0. O

Proposition 2.25 (Eigenschaften des stochastischen Integrals). Fir M € M$, X, Y € L(M) gilt
L[y XdM =0

2. Fira,beR st

t t t
faXS+bYSdMS=af XSdMS+b/ Y.dM,, t>0
0 0 0

3 Mir [[ X dM = [} X dAM ~ [ X dM gilt fiir s < t

E[(/; X dM)® ‘}"] - E[/; X2d(M),

5] P-fs.
# [y XdM), = [} X2d(M),

5. E[(f; X dM)*] = E[ fy X2d(M).,]

Beweis. 1.,2.v (Entspr. gilt fiir Approximanten H € Ly, Ubung)

L?
3.Sei HW € Lo mit [|[H™ - X||z(ary — 0, dann gilt insbes. f H®™) dM — ®

t>0.
Seis<t,AeF,

X dM fiir jedes
— [y j

E[1a(f! X aM)?] = tim B[1a(f! 5 arr)’]
) AL@OE[lAf;(HfL”))Q d(M>u] = E[1A/; X2 d(M)u]

denn [|[H™ — X||zar) = 0 n. Vor.
4.Seis < t:

E[([Ot XdM) - [ X2d(M),

s]

=E[(f X dM)" - [ X2d(M).| 7] —2/:XdM><IE[f:XdM|fS]

=0 nach 3. =0, fo X dM ist Martingal

+(Jy X M) - [ X2d(M),,

32



d.h.
([ot X dM)2 - fot X2 d(M)u)tzo ist Martingal

(und die weiteren in Satz 2.12 / Def. 2.16 geforderten Eigenschaften (adaptiert, stetige, nicht-fallend Pfa-
de, Start in 0) sind offensichtlich erfillt).

5.V (Z.B. nehme Erwartungswert in 3.) 0

Wie die folgende Proposition zeigt, ist ,,pfadweises® Denken ist wenigstens entlang Stoppzeiten

erlaubt:

Proposition 2.26. M € M$, X € L(M), T ((F;)z0-)Stoppzeit, dann gilt fs.
tAT

t
XdM:(X.M)t/\T:((Xl[U,T]).M)t:A X51[07T](8)dM3 fm"dlletzo

(Das erste und das dritte Gleichbeitszeichen sind (nur) notationelle Identititen, das zweite Gleichbeitszeichen ist

die eigentliche Aussage.)
Beobachtung 2.27. Fiir N € M§ mit Ny =0, ¢ >0 gilt
(N);=0fs. = P(Ns;=0fiiralles<t)=1.

Beweis. Fiir s < tistauch (N)g = 0 fis. (V) hat nicht-fallende Pfade), also E[N2] = E[NZ] +
E[(N)s] =0, d.h. ]P( N {Ns= 0}) = 1, Beh. folgt mit Pfadstetigkeit. ]

SSt, SGQ+

Beweis von Prop. 2.26. Setze X, = Xi1po.(1), esist X e £L(M) und

(XoeM)pr—(XoM),=((X-X)oM) ~((XoM),~(XoM)yr) (2.15)

tAT
(Linearitit des stoch. Integrals, Prop. 2.25, 2.)

Fiir bel. (beschrinkte) Stoppzeiten S < T', Y € L(M) gilt
tAT

B[((Y @ M)yr = (V 0 M)us)’ | 7] B[ [ v2aqua),

tAS

fs] (2.16)

(YeM)2- fot Y2 d{M),, istein Martingal gem. Prop. 2.25, 4, wende darauf den Satz vom optionalen
Stoppen an).

Fiir (festes) s < tist

E[(((X = X) 0 M)orr = (X = X) 0 M)’ | Forr | ] [ (X - KA For] = 0,

AT N——
=0dau<T

dh. ((X - X) e M)..p € M mit quadrat. Var. = 0

= IP’(((X - X) o M)nr =0fiirallet > 0) =1 (mit Beob. 2.27).
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Weiter ist
E[((X o M), = (X o M)iur)’| = ] ft; X2d(M),| =0 (denn X, = 0 fiiru>T)

wobei wir fiir das erste Gleichheitszeichen (2.16) mit Ersetzungen S < t AT, T' < t verwendet haben,
also (zusammen mit Stetigkeit der Pfade)

IP(()?OM)t—(XOM)tAT:OfiiralletZO) =1.

Insgesamt: Beide Terme auf der rechten Seite von (2.15) sind = 0 bis auf Ununterscheidbarkeit.

]

Korollar 2.28. M € M$, X|Y € L(M), T Stoppzeit mit X 1o 1) =Y i) (d.h. X undY stimmen
auf [0, T] iiberein), dann gilt fs.

t t
fXsz/ YdM  firallet <T.
0 0

Beweis. F.s. gilt

0

tAT (+) t t (+) tAT
xam® [ Xtgpar = [ Yiggan®@ [Ty an furaiet>o,
0 0 0
wobei wir fiir () jeweils Prop. 2.26 verwendet haben. O

Seien M, N € M, wir schreiben

(M, N)¢ = Vi({M,N).) =sup  sup Zk:|<MaN)ti —(M,N),_,| (2.17)

keN O=to<ti<--<tp=t j=1

fiir die Totalvariation von (M, N') (als Prozess in ¢ > 0).

Satz 2.29 (Kunita-Watanabe-Ungleichung'). Seien M, N € M$, X € L(M),Y € L(N), dann gilt
fs.

¢ ¢ 12, rt 1/2
f XYl di{M, N, < ( [ x2a(),) " / Y2d(N).) " firallet 0.
0 0 0
Beweis. Fs. gilt
VE>0,AeQ : (M +AN); = (M) +2 MM, N); + N\*(N),,
insbes. gilt f.s. (mit Notation (-)% := (-); — (-)s)
VO<s<t,AeQ :+ (M) +2XM(M,N). + ) *(N). >0 (2.18)
und somit auch fs.

vO<s<t s (M, N < ((M)) P ((v)) e <

S S

< (M) +5(N), (2.19)

'Hiroshi Kunita and Shinzo Watanabe, On square integrable martingales, Nagoya Math. J. 30, 209-24s, (1967)
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(fiir die erste Ungl. verwende (2.18) und die Beob., dass ax 2tba+cdie Losungen —5-~ i \/E mit D := b’ ~4ac
(»Diskriminante®) besitzt, wenn a > 0 so muss D < 0 sein, damit inf e {az? + b:L‘ + c} > 0 gilt; fiir die zweite

Ungl. verwende 2ab < a? + b?.

Demnach gibt es €y ¢ Q@ mit P(€2y) = 1 so dass fiir w € 2 gilt

flA(s)d| (M, N), flA(s)d +%/1A(s)d(N)s (A firalle A ¢ B(R),

d.h. als Mafle auf R, aufgefasst sind d|( M, N)| (und offensichtlich auch d(M), d(N')) absolut stetig
bezgl. dv.

Nach Satz von Radon-Nikodym ([Kl, Kor. 7.34]) gibt es (fiir w € €y) Dichten fM, fV, fMN
u > 0 so dass

t
VO<s<t: f My(du), ( f N v(du), (M,N)! = f FMNy(du).
Wegen (2.18) gilt fur v-f.a. s >0
VAeR : fM 4y oNfMN L \2fN > (2.20)

(zundchst fiir A € Q, da die linke S. als Funktion von A stetig ist, gilt die Aussage auch fur alle A € R).
Wihle \; (= As(w)) = 7|Ys|| X ™ 1(x, <0y (mity € R), also gilt f.s. (multipliziere (2.20) mit X2)

XZfM 4 2| XYL N +2Y2FN >0 firvfa s> 0undalley e R (2.21)

(Zunachst wieder fiir alle 7 € Q, dann Stetigkeitsargument) und (2.21) bleibt richtig, wenn man MN

durch [ £V ersetzt ((2.21) gilt fiir v und fiir —).

Integriere (2.21) mit v iiber (0, ¢]:
t t t

P-£is. gilt : \meR:[ de(M)s+27f ]XSYS|d|(M,N)|s+72f Y2d(N), >0,
0 0 0

ein ,Diskriminantenargument” wie oben liefert Beh. O

Satz 2.30 (Martingalcharakterisierung des stoch. Integrals (im £2-Fall)). Sez M € M$§, X € L(M).
Das stochastische Integral X o M ist das (bis anf Ununterscheidbarkeit) eindentige Martingal ® =
(P1) 120 € MS mit Py = 0 und

t
((I),N)t:f X, d(M,N), firallet>0 fs
0

fiir jedes N € M.
Beweis. Fur H, K € Lo, M, N € M giltf.s.

t
(H oMK oN), = f H,K,d(M,N),, t>0. (2.22)
0
(Ubung: Dazu geniigt es nach Kor. 2.17 zu zeigen, dass

fHdM deN 7] - fHK (M, N),

]
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f.s. firs <tgilt.)

Seien X, M, N wie in den Vor., zeige: @, := fo X dM ertiillt die Behauptung.
Wihle Lo 3 X, n € N mit [| X - X||£(p) —>n-oo 0 (gemifl Kor. 2.22).

Fixiere T' > 0, wihle Teilfolge X0 = X () mic [[7 | X = X2 d( M), —> 400 0 £5. (wegen

B[ [ X8 = X2 d(M),] — o0 0 ist dies mit Borel-Cantelli moglich).
Fir M, N € M gilt
(M, N)) < (KM, V) < (M)A N,
(verwende Satz 2.29 mit X =Y =1),also firt < T
[(fy; KB ad - [y X dM NY|* < (f; SO - X dM),(N),
= [(RO XA (N0 s

Mit (2.22) fiir H = XY =1

~ t __
(f; X dM, N, = f X® g, N,
0

t t
:f Xsd(M,N)s+f (X®  X,)d(M,N), fir0<t<T
0 0

Die linke Seite konvergiert n. obigem fiir k — oo f.s. gegen ( [; X dM, N'),, wegen

|/(X(’“) X,)d(M,N),

< [TIRO - x Jdl ),

<( [0 xramn.) " ()" =0

k—o0

(2.23)

(verwende Satz 2.29 fiir die zweite Ungleichung) konvergiert die rechte S. gegen fot X,d(M,N),.Da

T > 0 beliebig gewihlt werden kann, folgt die Beh.
Zur Eindeutigkeit: Habe ® € M ebenfalls die geforderten Eigenschaften, dann ist

_fXdM,N)tzo s.
0
tiir jedes N € M, insbesondere mit N, := 515 - fot X dM ist
: _ t
_/XdM>tEO f.s. = CI)t—f XdM=0 fs.
0 0

mit Beob. 2.27.

Korollar 2.31. Seien M, M e M5, X € L(M), X e L(M). Es gilt

n [ X dM, f X d3T), - f X, X, d(M, M), fiirallet > 0 fs.
0 0 0
2. SeiT’ eine Stoppzeit mit Xynp = )A(;MT, Mir = MATfIZ}" allet > 0 fs,, so gilt f.s.

tAT tAT

XdM = XdM, t>0.
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Bem. Aussage 2. verstirkt Kor. 2.28 — dort wurde nur der Integrand “gedndert”, nicht auch das M.

Bewess. 1. Mit Satz 2.30 ist
t —
fXdM ), :f X, d(M, ),

— t ~ —
/XdM/XdM / Xsd(M,fO’XdM)s:/ X, X, d(M, ),
0

2. Fir N e M ist
(M ~=M,N)yy =0 fs.

(fiir eine Stopppzeit 7 ist stets (Mar ) = (M )iar, denn M2 — (M )4, ist ein Martingal [verwende

AT
optional stopping]).
’ 'S T Kor.z.zS ’ ' 2
fXdM—f Xad.n),,, = ( [ Xav- [ xdilN),,,
tAT tAT .
f X dM,N), / X dV,N), T:/ X, d(M,N),— [ X, d(},N),
0 0

tAT
=f X, d(M - M, N), =0,
0

Insbes. gilt fiir Ny == [T X dM — [T X dM : (N;) 0 € M5 mit (N), = 0= N, = 0(£s.) gem.
Beob. 2.27. O

37



Literaturverzeichnis

[Du]  R. Durrett, Stochastic calculus : a practical introduction, CRC Press, 1996.

[EK]  S.N. Ethier, T.G. Kurtz, Markov processes: characterization and convergence, Wiley, 1986.
[Ka]  O.Kallenberg, Foundations of modern probability, 2nd ed., Springer, 2002.

[KS] I Karatzas, S.E. Shreve, Brownian motion and stochastic calculus, 2nd ed., Springer, 1991.
[K1] A. Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie, 4. Aufl., Springer 2020.

[LG]  J.-F. Le Gall, Brownian motion, martingales, and stochastic calculus, Springer, 2016.
[MP1o] P. Morters, Y. Peres, Brownian motion, Cambridge University Press, 2010.

(9] B. Qksendal, Stochastic differential equations, 6th ed., Springer, 2003.

[Pr] P. Protter, Stochastic integration and differential equations, 2nd ed., Springer, 200s.

[RY] D.Revuz, M. Yor, Continuous martingales and Brownian motion, 3rd ed., Springer, 1999.

[RW] L.C.G. Rogers, D. Williams, Diftusions, Markov processes and martingales, Band I und II,
Wiley, 1994.

[St2] M. Birkner, Notizen zur Stochastik II, JGU Mainz, WS 2024/25.

[Sti-24] M. Birkner, Notizen zur Stochastik I, JGU Mainz, SS 2024.

38



	Brownsche Bewegung
	Grundlegendes
	Starke Markov-Eigenschaft und Folgerungen
	Donskers Invarianzprinzip

	Stochastische Integration
	Zur Motivation
	(Einige Eigenschaften) zeitstetige(r) Martingale
	Stochastisches Integral


