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Serie 4

Aufgabe 4.1 a) Seien g, 91,92, - € L(R?, \) nicht-negativ mit [ gd\ = [ g, d\ = 1 fiir alle
n, wobei A das Lebesgue-Maf auf R? bezeichnet. Zeigen Sie:

gn — g A-fast {iberall = G\ —5 g

b) Seien X, X1, Xo,... Zufallsvariablen mit Werten in Z. Zeigen Sie:
X, 25X = VzeZ: lim P(X,=2)=P(X =2z).

n— oo

Aufgabe 4.2 Eine Familie (u;);e;r C M;(R?) ist genau dann straff, wenn es eine messbare
Funktion ¢ : R — [0, 00) gibt mit lim|j,)|_0e (@) = 0o und sup;c; [ @ dpu; < oo.

Aufgabe 4.3 Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaff P € M;([0,00)) mit mp := [z P(dx) € (0,00)
definiert

P(A) = miP/AxP(dx), A€ BR,)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf P(A) € M ([0,00)), die sogenannte grifenverzerrte Verteilung von
P.
Seien (X;);er nicht-negative Zufallsvariablen mit E[X;] = 1 fur alle ¢ € I, P, := L(X;). Zeigen
Sie:
{ﬁl :i €I} straff = {Xi:ieI} gleichgradig integrierbar.

Aufgabe 4.4 (Die Prohorov-Metrik metrisiert die Topologie der schwachen Konver-
genz.) Sei (E,d) metrischer Raum, fir B C F, ¢ > 0 sei B := {y € F : d(y,B) < ¢}. Fir
w,v € Mq(E) sei

dp(p,v) :=inf {e > 0: u(F) < v(F°) +e¢ fiir F C E abgeschlossen} (> 0).

Zeigen Sie:
a) dp ist eine Metrik, d.h.

i) dp(p,v) = dp(v, p)
i) dp(p,v) =0gdw. u=v
iii) dp(v,v") <dp(v,p) +dp(p, )
b) Sei E zusitzlich vollstindig und separabel, dann gilt p,, — <= dp(ttn, i) — 0.

|Hinweise: a) Beachten Sie: E \ F*© ist abgeschlossen und (E'\ F¢) C E\ F; die abgeschlossenen
Teilmengen sind ein N-stabiler Erzeuger von B(E); fiir €, > 0 ist T’ = peto,

b) Verwenden Sie das Portmanteau-Theorem; fiir ,,=* benutzen Sie auch, dass eine schwach kon-
vergente Folge straff ist.]

Abgabe der Aufgaben: Keine



