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Serie 5

Aufgabe 5.1 a) Sei X eine Rd-wertige Zufallsvariable mit ϕX = ϕX , dann haben X und −X
dieselbe Verteilung.

b) Seien X und Y unabhängige, Rd-wertige Zufallsvariablen mit X
D
= X +Y , dann gilt Y = 0 f.s.

Aufgabe 5.2 a) Die Gamma-Verteilung Γr,λ mit Formparameter r > 0 und Skalenparameter
λ > 0 hat Dichte λr

Γ(r)x
r−1e−λx1(0,∞)(x). Sei X Γr,λ-verteilt, zeigen Sie:

ϕX(t) =
1

(1− it/λ)r
.

Folgern Sie weiter: Sei Y Γs,λ-verteilt und unabhängig von X, so hat X +Y die Verteilung Γr+s,λ
(d.h. die Gammaverteilungen bilden eine sogenannte Faltungshalbgruppe).

b) Die Cauchy-Verteilung Caua, a > 0 hat Dichte

1

aπ

1

1 + (x/a)2
auf R.

Für Caua-verteiltes X gilt ϕX(t) = exp(−a|t|). Demnach ist X + Y Caua+b-verteilt, wenn Y
Caub-verteilt und unabhängig von X ist.

Aufgabe 5.3 a) Zeigen Sie: µ1 := Unif[−a, a], die uniforme Verteilung auf [−a, a] hat charakte-
ristische Funktion ϕµ1

(t) = sin(at)/at, die Dreiecksverteilung µ2 := Tria mit Dichte 1
b (1− |x|/b)+

(für ein b > 0) hat charakteristische Funktion ϕµ2
(t) = 2 1−cos(bt)

b2t2 . Die Verteilung µ3 mit Dichte
1
π

1−cos(bx)
bx2 auf R (manchmal Pólyas Verteilung genannt) hat charakteristische Funktion ϕµ3

(t) =
(1− |t|/b)+.

[Hinweis. Sie können die Dreiecksverteilung als Faltung von zwei uniformen Verteilungen darstel-
len.]

b) SeienX1, . . . , Xn reelle Zufallsvariablen, A u.a. von (X1, . . . , Xn) mit P(A = i) = pi, i = 1, . . . , n
(pi ≥ 0, p1 + · · ·+ pn = 1), so gilt für Y := XA

ϕY (t) =

n∑
i=1

piϕXi
(t).

c) Sei f : R→ [0,∞) eine symmetrische Funktion mit f(0) = 1, so dass der Graph von f |[0,∞) ein
konvexer Polygonzug mit endlich vielen �Knickstellen� ist. Dann gibt es eine reelle Zufallsvariable
X mit ϕX = f .

[Hinweis. Stellen Sie f als geeignete Konvexkombination von endlich vielen Funktionen des Typs
(1− |t|/b)+ dar.]

d) Folgern Sie Pólyas Kriterium: Für jede symmetrische Funktion f : R → [0,∞) mit f(0) = 1,
die auf [0,∞) konvex ist, gibt es eine reelle Zufallsvariable X mit ϕX = f . Insbesondere ist
f(t) = exp(−|t|α) für α ∈ (0, 1] eine charakteristische Funktion.

b.w.



Aufgabe 5.4 Eine Funktion f : Rd → C heiÿt positiv semide�nit, wenn für alle n ∈ N,
t1, . . . , tn ∈ Rd, α1, . . . , αn ∈ C gilt

n∑
i,j=1

αiαjf(ti − tj) ≥ 0.

Zeigen Sie: Die charakteristische Funktion ϕµ eines endlichen Maÿes µ auf Rd ist positiv semide-
�nit.

[Bericht. Der Satz von Bochner zeigt, dass diese Eigenschaft die Menge der charakteristischen
Funktionen charakterisiert.]

Aufgabe 5.5∗ (Der Satz von de Finetti via Stra�heit der Familie der empirischen
Verteilungen) Sei E ein polnischer Raum. Für x = (x1, x2, . . . ) ∈ EN sei

ξn(x) :=
1

n

n∑
i=1

δxi
∈M1(E).

Sei weiterhin

µn,k(x) := ξn(x)⊗k =
1

nk

n∑
i1,...,ik=1

δ(xi1 ,...,xik
), νn,k(x) :=

1

(n)k

n∑
i1,...,ik=1

paarw. versch.

δ(xi1 ,...,xik
)

(k-faches Ziehen mit und ohne Zurücklegen aus {x1, . . . , xn}).
a) Zeigen Sie: Für beschränktes F : Ek → R gilt∣∣∣ ∫ F (y1, . . . , yk)µn,k(x)(dy1, . . . , dyk)−

∫
F (y1, . . . , yk) νn,k(x)(dy1, . . . , dyk)

∣∣∣ ≤ ||F ||∞ k(k − 1)

2n
.

b) Sei weiter X = (X1, X2, . . . ) austauschbar, die Xi nehmen Werte in E an.M1(E), die Menge
der Wahrscheinlichkeitsmaÿe auf E, ausgestattet mit der schwachen Topologie, ist ein separabler
metrischer Raum (vgl. Aufg. 4.4), insbesondere können wir also dieM1(E)-wertigen Zufallsvaria-
blen ξn(X), n ∈ N, betrachten.

Zeigen Sie: K ⊂M1(M1(E)) ist stra�, wenn

∀ ε > 0 ∃C ⊂ E kompakt : sup
Q∈K

Q
(
{µ ∈M1(E) : µ(E \ C) > ε}

)
< ε.

Folgern Sie: Die Familie L
(
ξn(X)

)
ist stra�.

c) Seien f1, f2, · · · : E → R stetig und beschränkt. Warum gilt für jeden Limespunkt Ξ∞ =
(w-) limj→∞ ξnj

(X) längs einer Teilfolge (nj)

E
[
f1(X1) · · · fk(Xk)

]
= E

[ ∫
Ek

f1(y1) · · · fk(yk) Ξ⊗k∞ (dy1, . . . , dyk)
]

?

Folgern Sie: ξn(X) konvergiert für n → ∞ f.s. bezüglich der schwachen Topologie gegen ein Ξ∞,
und gegeben Ξ∞ sind X1, X2, . . . verteilt wie unabhängige Züge aus ξ∞.

Abgabe der Aufgaben: Keine


