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Serie 6

Aufgabe 6.1 a) Sei X eine Z%-wertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion ¢x.
Dann hat px Periode 27Z¢, d.-h. ox (t + 2mm) = px(t) fiir t € RY, m € Z2. Fiir x € Z4 gilt

1 ,
P(X =x) = —iah :
( LIJ) (27T)d /(_ﬂ-m]d € Px (t) dt

b) Sei X eine reelle wertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion ¢x. X heift gitterver-
teilt, wenn es a,d € R gibt mit P(X € a 4+ dZ) = 1. Es gilt

X gitterverteilt <= Ju#0: |px(u)| =1.

Aufgabe 6.2 Sei u € M;(R) mit charakteristischer Funktion ¢, und es gelte ¢, € £1(\) (wobei

A das Lebesgue-Maf auf R bezeichnet. Dann hat p eine stetige beschrénkte Dichte f = %, gegeben
durch

Flz) = % /]R et (1) dt.

[Hinweis. Betrachten Sie zuniichst den Fall der Normalverteilung, A (0,¢), ¢ > 0, dann p. :=
wx N(0,¢). Zeigen Sie, dass p. eine Dichte f. besitzt, die punktweise gegen f konvergiert.|

Aufgabe 6.3 a) Seien Yi,...,Y, gemeinsam n-dimensional normalverteilt, 1 < m < n. Dann
gilt

i) Yi,...,Y, unabhingig <= Cov(Y;,Y;)=0 firl <i#j<n, und

i) (Y1,...,Y,,) unabhingig von (Yi,41,...,Y,) <= Cov(};,Y;)=0firl<i<m<j<n.
b) Seien X1, ..., X, wiv. N(g,0%), M := L 3" X, ihr empirisches Mittel und 5% := —L- 3" | (X;—

M)? die (korrigierte) Stichprobenvarianz. Dann sind M und S? unabhéngig.
[Hinweis. Betrachten Sie den zufilligen Vektor (M, X; — M, Xy — M,..., X, — M).

Aufgabe 6.4 SeiIl, eine uniform verteilte Permutation von {1, ...,n} und S,, die Anzahl Zyklen
von II,, (d.h. die Anzahl der Orbits von II,,, als Selbstabbildung von {1,...,n} aufgefasst). Zeigen
Sie:
S, D S, —logn »p

—1 d ————— = N(0,1).
log 1 b JIogn (0,1)

|Hinweis. Sei A,, ; := {(IL,,)™(¢) > ¢ fiir alle m € N} das Ereignis, dass ¢ die kleinste Zahl in dem
Zyklus ist, der ¢ enthélt, X, ¢ := 1(Ay¢). Zeigen Sie zunéchst:

Xn1,Xn2,---,Xnn sind unabhingig mit P(X,,,=1) = 1/¢.

Hierzu kann es hilfreich sein, sich II,, auf folgende Weise generiert zu denken: Die Zahlen 1,...,n
betreten in aufsteigender Reihenfolge ein zunichst leeres Restaurant mit vielen runden Tischen,
1 setzt sich an einen der Tische. Seien bereits 1,...,¢ — 1 angekommen. Dann setzt sich ¢ rechts
von k an den Tisch, an dem k sitzt, wenn es ein k& < ¢ gibt mit II,,(k) = ¢. Wenn es kein solches &
gibt, setzt sich £ an einen neuen, bisher freien Tisch. Die Anzahl Zyklen ist dann die Anzahl der
besetzten Tische, nachdem n Platz genommen hat.]
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