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Serie 10

Aufgabe 10.1  Sei E hochstens abzéhlbar, p = (py,y)eyer stochastische Matrix, d.h. pg, = 0
und )’ yepPry =1 fiir alle x € E. Fir eine beschrinkte Funktion f : £ - R sei Pf : F —> R
deﬁmert durch Pf(z) =3 ppeyf(y)-

a) Sei (X,,)nen, Markovkette auf E mit Ubergangsmatrix p, f : E — R beschréinkt. Dann ist unter
jedem P, x € E, der Prozess (M, )nen, mit My := 0,

M, := f(X,) Z Pf—f)(Xx), neN

ein Martingal (beziiglich F,, = 0(Xo, X1,...,Xn)).

b) Es gilt auch die Umkehrung: Sei X = (X, )nen, e€in stochastischer Prozess mit Werten in E
und einer Familie von Verteilungen P, © € E mit P,(Xo = z) = 1, so dass unter jedem P, fiir
jedes beschrinkte f : E — R obiges (M, )nen, €in Martingal ist. Dann ist X eine Markovkette mit
Ubergangsmatrix p.

Aufgabe 10.2 (Galton-Watson-Prozess als Markovkette) Sei ¢ = (g¢)sen, € M1 (Np),
seien Y, t,4 € Ng udv. mit P(Y11 = £) = ¢. Mit gegebenem Z, mit Werten in Ny sei Z; :=
Zzt Yo firt=1,2,....

a) (Zn)nen, ist eine Markovkette. Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix. Geben Sie im Fall ¢ =
Poi(\) eine explizite Formel an.

b) Es sei m := ), {q, = 1. Zeigen Sie: Dann gilt fiir jedes Zy = z € N, dass lim,_,, Z, =0 f.s.

[Hinweis. Zeigen Sie bspw. mit Aufg. 10.1, dass (Z,,) ein Martingal ist, und verwenden Sie dann
den Martingalkonvergenzsatz.|

c) Wir setzen g1(s) := g(s) := ZZJ:O stqe, gn(s) := (gn_l og)(s), s € [0,1]. Zeigen Sie: E; [SZ"] =
gn(s).

Sei pext = IP’l(lirnn_,OO VAN O), dann ist pext die kleinste nicht-negative Losung von g(p) = p.
Wenn m € (1,00) (mit m aus Teil b)), 80 ist pext < 1.

Aufgabe 10.3 (Wright-Fisher-Modell als Markovkette, vgl. Aufg. 2.4) Sei N € N, fiir
t=12,...,7=1,...,N seien §; uiv. uniform({1,...,N}), es seien (Xj,)i=1,..,n beliebige
Werte aus {0,1}. Fiir t = 1,2,... setze

Xpii=Xy1g,»0=1.., N,

Fri=0(,1<s<t,1<i<N)vo(X,;,1<i<N).

S,19
Zeigen Sie: (Zy)ien, mit Z; := va 1 X ; ist eine Markovkette. Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix.
27,(N—2)
N(N_1)
aus der t-ten Generation gezogene Individuen von verschiedenem Typ sind.)

Kénnen Sie auch E, [ % | bestimmen? (Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei zuféllig
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