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Serie 12

Aufgabe 12.1 Es wird so lange eine faire Miinze (mit Ausgingen Kopf und Zahl) geworfen,
bis das Muster KKK oder das Muster ZKZ erscheint. Im ersten Fall gewinnt Spieler A, sonst
Spieler B. Bestimmen Sie die Gewinnwahrscheinlichkeiten.

[Hinweis. Formulieren Sie die Frage beispielsweise als Auftreffproblem einer Markovkette.]

Aufgabe 12.2 (Wartezeitparadoxon, diskreter Fall) Seien ;,&s,... u.i.v. mit Werten in
N, es gelte ggT{j : P(&1 = j) > 0} = 1 und E[&;] < 0. Wir setzen Ty := 0, Ty, := & + -+ + &k,
k € N. Fiir n € Ny sei

N, :=max{keNy: T, <n} und W, :=¢N, +1 ( =min{Ty : Ty, > n} —max{Ty : Ty < n})
Fiir £ € N gilt

l
Jim P(W,, =) = mp(fl =1{).

[Hinweis. Sei X, := inf{T}, —n : k € No, T = n}. (W,, X ), ist eine Markovkette, bestimmen Sie
die invariante Verteilung.]

Aufgabe 12.3 (Metropolis-Hastings-Ketten) Sei E endliche Menge, 7 € M1 (E) mit w({z}) >
0 fiir alle z € E, ¢ = (¢s,4)syer irreduzible stochastische Matrix auf E mit der Eigenschaft
Gz,y > 0<% gy . > 0. Dann definiert

m({y})
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eine irreduzible stochastische Matrix mit invarianter Verteilung 7.
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| Hinweis. Zeigen Sie zunichst, dass pMY reversibel beziiglich 7 ist, d.h. es gilt die sogenannte
detaillierte Balancegleichung m({z})ph¥! = w({y})phil ]

Aufgabe 12.4 Sei N € N ungerade, £ = Z/(NZ), die stochastische Matrix p auf E gegeben
durch p; i1 (mod N) = Pi,i—1 (mod N) = 1/2.
a) p ist irreduzibel und aperiodisch mit invarianter Verteilung m, wo w({z}) = 1/N fiir v € E.
b) p, aufgefasst als N x N-Matrix, besitzt Eigenwerte
21k
Ak 2008(7), k=0,1,...,N—1
und zugehdrige (Links-)Eigenvektoren
27k

21k 27k
) = (1,cos (W)’COS (27), ...,CO08 ((N - 1)7))

[Hinweis. Zum Rechnen kann es angenehmer sein, zunichst die komplexwertigen Vektoren (yék))g:0,17,__,N_1
mit 4" = exp[(2wkli)/N] (wo i2 = —1) zu betrachten.|
¢) Es gibt C' > 0 und 0 < v < 1, so dass gilt
VneN,ze E : Z |pZy —m({y})| < Cy™.
yeE

Konnen Sie das optimale v bestimmen?
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