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1 Martingale

Hinweis: Zur farbigen Geschichte des Begriffs Martingal siehe beispielsweise den Artikel von
Roger Mansuy, The origins of the word “martingale”, Electronic Journal for History of Pro-
bability and Statistics, Vol. 5 no. 1, (2009), http://www. jehps.net.

Beispiel 1.1. Betrachte einen fairen Miinzwurf, d.h. seien Wi, Ws, ... unabhéngig und iden-
tisch uniform verteilt auf {K, Z}. Sei

R :=min {k € N| (Wk,Wk+1,Wk+2,Wk+3) = (Z, K, Z,K)}.

R + 3 ist eine sog. Stoppzeit. Aber was ist E[R] ?
Betrachte ein faires Casino: Setze vor dem ¢-ten Wurf 2 Euro, erhalte 2z Euro oder 0 Euro je
nach Ausgang. Spieler i steigt in Runde 7 in das Spiel ein und setzt einen Euro auf Z. Falls er
gewinnt, setzt er in Runde 7 + 1 zwei Euro auf K. Gewinnt er wieder, setzt er in Runde ¢ + 2
vier Euro auf Z. Sollte er wieder gewinnen, setzt er in Runde i+ 3 acht Euro auf K. Gewinnt
er auch dieses Spiel, hort er auf. Sei nun X;, der Gewinn des i-ten Spielers nach der n-ten
Runde. Sei weiter X,, := }.;°1 X; ,, der Gesamtgewinn aller Spieler nach Runde n. Aufgrund
der “Fairness“ gilt

0= E[Xo] = B[X,] = B[ Xp5]. (1.1)

Zum Zeitpunkt R+3 hat Spieler R einen Gewinn von 15 Euro, Spieler R+3 hat einen Gewinn
von 3 Euro und die anderen R+ 1 Spieler, die bisher mitgespielt haben, haben einen Gewinn
von -1 Euro, das heif3t

XR+3 = 15+3—(R+1).

(1.1) liefert
0=E[Xnss] = B[R - 17],

und damit E[R] = 17.

1.1 Grundlegendes

Im Folgenden sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.


http://www.jehps.net

Definition 1.2. Eine Familie (Fy,)n-0,1,.. von (Teil-) o-Algebren mit
fonlcfQC...Cf
heifit Filtration. (2, F, (Fn)n=0.1,..., P) heif§t filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 1.3. i) Interpretation: F,, enthélt diejenigen Ereignisse, die bis zum Zeitpunkt

n entschieden sind.

ii) Ist X = (Xp)n=0,,.. eine Familie von Zufallsvariablen (ein sog. stochastischer Prozess),
so ist Fp, = 0(X1,...X,), neNy eine Filtration (die von X erzeugte Filtration).

Definition 1.4. Es sei X = (Xn), ein stochastischer Prozess und (Fy)y eine Filtration. X
heif$t adaptiert (an (Fn)n), wenn X, F,-messbar ist fir alle n € Ny.

Definition 1.5. Es sei X = (X,,)y ein (reellwertiger) stochastischer Prozess und (Fp)n eine
Filtration. X heifit ein Martingal (bzgl. (Fy)n unter P), wenn gilt:

i) X ist adaptiert (an (Fn)n)-
i) X, € LY(P).
iit) B[ Xps1 | Fn] = X f.s. fur jedes n € Ny.

Falls in i) E[ X 41 | Fn] > X, gilt, so heifft X ein Submartingal. Falls E[ X1 | Frn] < Xy
gilt, so heifit X ein Supermartingal.

Bemerkung 1.6. Induktiv folgt fiir ein Martingal X
E[X, | Fn] = X, fs. fur alle 0 <m < n.

Beispiel 1.7. i) Seien Y7,Y5,... unabhingige, reelle Zufallsvariablen mit Y,, € £'(P) und
E[Y,] =0 fiir alle n e N. Sei Sop:=0und S, :==Y1 +Yo+...+Y, =5,.1+Y, fiir neN.
Dann ist (S,), ein Martingal bezgl. (F},), mit F, = 0(S1,...S,) = o(Y1,...Y,), denn
S, € LY(P) als Summe von £!(P)-Variablen und es gilt

E[Sn+1 | fn] = E[Sn + Yo | ]:n] = E[Sn | fn] +E[Yn+1 | fn] = Sn f.s.

=S, fs. =E[Y;+1]=0 fs.

ii) Seien Zi, Z,,... unabhingige, positive Zufallsvariablen mit Z, € £1(P) und E[Z,] = 1
fiir alle n € N. Sei My :=1und M,, := Zy-Zy-...-Zp = My_1-Zy, fur n € N. Dann ist (M),
ein Martingal bezgl. (F,), mit F,, = o(Mj,...M,), denn M, € L} (P) als Produkt von



unabhingigen £!(P)-Variablen und es gilt

E[Mp1 | Fo] =E[M,,- Zni1 | Fn]l = My, -E[Zp41 | Fn] = My, 5.
N ——————
=E[Zpn;1]=1fs.

iii) Po6lyas Urne: Eine Urne enthalte anfangs s > 0 schwarze und w > 0 weifle Kugeln. Ziehe
jeweils eine Kugel rein zuféllig und lege sie zusammen mit einer neuen Kugel der selben
Farbe zuriick. Sei X, die Anzahl weiler Kugeln nach n Ziigen und A,, := - Jﬁ)’jrn der Anteil

weiBer Kugeln in der Urne. Dann ist (A,,), ein Martingal bzgl. F,, = 0(Ao,...,A,), denn
auf {X,, =k} gilt

k k+1 w+s+n—-=k k
E[An+1|fn]: ) + :
s+tw+n s+tw+n+1 s+w+n s+tw+n+1
B k k+1+w+s+n—k_A
Cs+w+n w+s+n+1 o

=1

Definition 1.8. Sei (F,),, eine Filtration. Fin stochastischer Prozess (Cy), heifst previsibel
(bzgl. (Fn)n), auch vorhersagbar, wenn C,, Fn_1-messbar ist fir jedes n € N (Cy spielt hier
keine Rolle).

Definition 1.9. Sei (X,,), adaptiert und (Cy,),, previsibel bzgl. (Fp)n. Sei
(CeX)o:=0, (CoX)yi=> Cp(Xin—Xm-1), neN. (1.2)
m=1

Der Prozess C e X = ((C o X )y )nen, heifit (diskretes) stochastisches Integral von C' beziiglich
X. C e X ist adaptiert.

Spielinterpretation: C o X ist ein akkumulierter Gewinnprozess fir einen Spieler, der in der
m-ten Runde jeweils C,,-fachen Finsatz setzt.

Lemma 1.10. Es sei (X,,), ein Martingal und (Cy,), ein previsibler Prozess bzgl. (Fp)n. Es
gelte mindestens eine der folgenden drei Bedingungen

i) (Cp)n ist lokal beschrinkt, d.h. es gibt Konstanten ¢, mit |Cy| < ¢, f.s. fir alle n € N.
i) (Xp — Xn-1)n ist lokal beschrinkt und C,, € LY(P) fiir alle n € N.
i) Xn,Cyp € L2(P) fiir alle n e Ny.

Dann ist Ce X ein Martingal. Ist Cy, > 0 fiir alle n € Ng und X ein Sub- bzw. Supermartingal,
so auch C' e X.



Beweis. i), i) oder iii) garantieren, dass Cy, (X, — Xpn_1) € L1(P), denn fiir iii) gilt mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

E[|Con (X = X 1)[] < (B[C2])2 (B[(Xpn — X 1)?])? < 0.
Also gilt

E[(C o X)ps1 | Ful = E[Crst (Xns1 — Xp) | Fu] +E[(C 0 X)n | Fu] = (C o X), fs.

=Ch+1-E[Xp+1-Xn|Fr]=0 fs. =(CeX)y, fs.

—————
=0

O]

Definition 1.11. Sei (F,,), eine Filtration. Eine Zufallsvariable T mit Werten in Ngu {oo}
heift eine ((Fn)n-) Stoppzeit, wenn {T <n} € F, fir alle n € Ny gilt. Fiir eine Stoppzeit T
15t

Fr={AeF|An{T <n}eF, fir alle neN}

eine o-Algebra, sie heifit die (o-Algebra der) T-Vergangenheit.
Interpretation: Fr enthdlt diejenigen Ereignisse, die sich zu dem (zufdlligen) Zeitpunkt T
entscheiden lassen.

Bemerkung 1.12. T ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {T =n} € F,, fiir alle n € Ny, denn
{T=n}={T<n}n{T<n-1}"

Beispiel 1.13. i) Jede Konstante ¢ ist eine Stoppzeit.

ii) Es sei (X,,), ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (E,B) und K € B.
Dann ist
T:=inf{neNy|X,ecK}

eine Stoppzeit, denn {T'<n} =Up, _o{Xm € K} € F,.
Bemerkung 1.14. L :=sup{n e Ny | X,, € K} ist im Allgemeinen keine Stoppzeit!
Lemma 1.15. Sind 0,7 Stoppzeiten, so sind auch o AT, o VT und o + 71 Stoppzeiten.
Beweis. Sei n e Ngy. Es gilt
{ovr<n}={o<nin{r<n}eF, {ornr<n}={c<n}u{r<n}ekF,.

Also sind o A7 und o v T Stoppzeiten. Dann sind auch o An und 7 A n Stoppzeiten, also gilt



insbesondere fir m <n: {oc An<m},{r An<m}eF, cF,. Dann sind

o'i=0An+ Ligonys =T AN+ Lirsny
Fn-messbar, also ist auch o’ + 7" F,,-messbar. Somit gilt

{o+7<n}= {a’+7'$n}e}"n,

also ist auch o + 7 eine Stoppzeit.
Bemerkung 1.16. o — 7 ist im Allgemeinen keine Stoppzeit!
Lemma 1.17. Sind o,7 Stoppzeiten mit o <7, dann gilt F, c F;.
Beweis. Sei Ae F, und n € Ny. Da {7 <n}c {o<n}, gilt

An{r<n}=(An{o<n})n{r<n}eF,.
eFn

O]

Beobachtung 1.18. Sei (F},), eine Filtration, T eine Stoppzeit mit T' < oo f.s. und (X,,),, ein
adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, B). Dann ist X7 = Xp(,)(w) eine Fr-

messbare Zufallsvariable und X(*) = (Xq(IT))nGI\;O = (X7Tan)nen, €in adaptierter stochastischer

Prozess.
Beweis. Sei B € B. Dann ist

{XreB}=J{T=n,X,eB}eZF,
=0 —
" eFncF

also ist X7 F-messbar. Ebenso gilt
{(XreByn(T<n)={T=kX,eB)cF,

k=0 ~———————
eF

also ist X7 Fpr-messbar. Weiter ist X,(ZT) = X7nn € Fran € Fn, das heifit (XéT))n ist adaptiert.

Bemerkung 1.19. (X,(LT))n ist auch adaptiert an F(1) := (Fran)n-

O]



Lemma 1.20. Sei T eine Stoppzeit. Ist (X,)n ein (Sub- / Super-) Martingal, so auch
(X5 ).

Beweis. Sei Cy, := Lypspy,n € No (Cy), ist previsibel, denn {T'>n} = {T'<n - 1 e 7.
Schreibe

Trn n
Xrn=Xo+ Y, (X = Xm-1) = Xo+ D, Ligsmy (X — Xmo1) = (C e X)), + Xo.
m=1 m=1
Damit folgt die Behauptung aus Lemma 1.10. O

Korollar 1.21. Sei X ein Supermartingal und T eine Stoppzeit. Es gelte mindestens eine
der folgenden beiden Bedingungen

1) T ist beschrankt.
it) E[T] < oo und sup,,y | Xn — Xn-1| < ¢ fir ein c e R,.

Dann gilt E[X7] <E[X0]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichheit.)

Beweis. Angenommen i) gilt, dann existiert ein m € N mit 7" < m. Nach Lemma 1.20 ist
(X7Tan)n ein Supermartingal, also gilt

E[Xo] = E[X110] 2 E[X7nm] = E[X7].
Gilt ii), dann folgt T' < oo f.s. und X7, — Xp f.s. Es gilt
m— 00

sup | Xoam| < | Xo|+ (T'Am)-c <|Xo| + cT.

mENo

Da |Xo| +cT € L(P), ist dies eine integrable Majorante fiir X7, und es folgt mit dem Satz
der majorisierten Konvergenz

E[X7] = lim E[X7\n] ZS) nlg%o E[Xo] = E[X,].

m—>00

1.2 Martingalkonvergenzsatz

Sei (X,,)n ein adaptierter, reellwertiger Prozess und —co < a < b < 0.
Setze C1 := 1{x <o und fiir n > 1 rekursiv (siehe auch Abbildung 1.1)

Cn = ]l{Cn71:1, Xp-1<b} + ]l{C,H:O, Xn_1<a}-



Abbildung 1.1: Aufkreuzungen

(Cp)n ist previsibel. Sei weiter
(ab) _ ¥
Up®” = kzzl R{Clﬁl, Cr4+1=0}

die Anzahl der abgeschlossenen Aufkreuzungen von unter a nach {iber b bis zur Zeit n. Uﬁa’b)
ist F,-messbar. Setze Y := C o X, so gilt

Yy, > (b-a)US™® — (X, —a)".

Lemma 1.22 (Doobs! Aufkreuzungslemma). Sei X ein Supermartingal. Dann gilt fiir alle

N
ne .

E[U{*P] <
b-a

E[(X,-a)"].
Beweis. Nach Lemma 1.10 ist Y = C' ¢ X ein Supermartingal. Also gilt
0=E[Yy] > E[V,] > (b-a)E[U*P] - E[(X,, —a)7].
O]

Satz 1.23 (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (X, ), ein Supermartingal mit
sup, E[ X ] < 00, dann gibt es ein Xo, € L1(P) mit X,, - Xoo [.5.

! Joseph L. Doob (1910-2004)
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Beweis. Sei a < b. Es gilt U,(La’b) A Uéf’b) nach Konstruktion. Da

E[U&D] = lim E[U*Y] < sup %E[(Xn ~a)”] <sup L(E[X;L] +al) < oo
n —-Qa —-Qa

n—00
ist Uéf’b) < oo f.s. Fir

Ogpi= {limiann < a} N {limsup X, > b} c {U&?b) = oo}

n—oo n—oo

gilt also P(O, ) = 0. Damit folgt

P(liminf X,, <limsup X,,) =P| |J Oup | =0.
n=ee n—0o0 a<b

a,beQ

Mit Xo := limsup,, X, gilt also X,, - X f.s. Es bleibt Xo, € L(P) zu zeigen. Es gilt:

Fato
]

E[X_]=E[liminf X,]] < b liminf E[ X, ] < o0

n—oo n—oo

nach Voraussetzung und

E[X.]=E[liminf X|] <liminf E[X, ] = liminf(E[X,, ] + E[X,]) < E[X(] + sup E[ X, ] < co.

n—oo n—oo n—oo

O]

Bemerkung 1.24. Die analoge Aussage von Satz 1.23 gilt fiir ein Submartingal (X,,), mit
sup,, E[X] < .

Bemerkung 1.25. Falls X, > ¢ > —oo fiir ein festes ¢, so gilt E[Xo] < lim, E[X,,]. Im All-
gemeinen gilt E[X ] # lim, E[X,,], betrachte zum Beispiel die symmetrische gewthnliche
Irrfahrt startend in 1, gestoppt bei Erreichen der 0.

1.3 Gleichgradig integrierbare Martingale und optionales Stoppen

Erinnerung 1.26. Eine Familie reeller Zufallsvariablen (X, ), heifit gleichgradig integrier-
bar, falls

klim sup E[|Xn| : ]l{an|2k}] =0.

—00 p

Es gilt:

i) (X, )n ist genau dann gleichgradig integrierbar, falls ein h:[0,00) — [0, 00) existiert mit
@ —— oo und sup,, E[A(|X,|)] < 0. (Man kann annehmen, dass h monoton wachsend
Tr—>00

und konvex ist, vgl. [Klel3, Satz 6.19])

11



L (P
ii) Sei X, L Xoo. Dann gilt X, L@, Xo genau dann, wenn (X, ), gleichgradig integrier-

bar ist.

Satz 1.27. Sei (X,,), ein gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert X o €
LY(P) mit X, - Xoo f.5. und in LY(P). Es gilt

E[ X | Fn] < Xy, f.s. fiir alle n e N.

(Analog gilt E[ X o | Fr] 2 Xy, falls (Xp)n ein gleichgradig integrierbares Submartingal, und
E[ X | Frn] = Xn, falls (X,,)n ein gleichgradig integrierbares Martingal.)

Beweis. Die Existenz von Xo, mit X,, > X f.s. folgt aus Satz 1.23. Aufgrund der gleichgra-
digen Integrierbarkeit gilt E[|X,, - Xo|] —— 0. Weiter gilt fiir n > m:
n—o0

P ) p—

und damit ist

E[(E[Xe | Fi] = Xi) '] < E[(E[Xo | Fin] = B[ X0 | Fu]) " [ +E[(E[X;: | Fr] - Xm)"].
-0 <Xpm fir n>m

Also gilt E[Xo | Fin] < X 8. O

Satz 1.28. Sei Y € LY(P) und (F,), eine Filtration. Sei Foo := 0(Fyp | n € N) und X, :=
E[Y | F.]. Dann ist (X,)n ein gleichgradig integrierbares Martingal und es gilt

X, — Xoo = E[Y | Foo] f5. und in L' (P).

Lemma 1.29. Ist Y € LY(P) und F, c F o-Algebren. Dann ist (E[Y | Fn])nen gleichgradig
integrierbar.

Beweis. Es existiert ein h:[0,00) — [0, 00) konvex und monoton wachsend mit @ —— 0

und E[A(]Y])] < oo. Es gilt mit der Jensen-Ungleichung N
sup E[([E[Y | F,])] < sup E[E[A(]Y]) | F2]] = E[A(|Y])] < co.

O

Beweis von Satz 1.28. (X,,)n ist ein Martingal und nach Lemma 1.29 gleichgradig integrier-

12



bar. Nach Satz 1.27 gilt X,, - Xo := limsup X, f.s. und in £}(P). Xo ist Fe-messbar.

n—>00

Es bleibt Xo = E[Y | Foo] zu zeigen. Ohne Einschriankung kénnen wir Y > 0 annehmen
(ansonsten betrachte Y, Y~ separat). Insbesondere ist dann Xo, > 0 f.s. Fir A € Fy, sind
u1(A) = E[Xely] und pa(A) := E[Y14] endliche Mafle auf (Q, Foo, P). Sei A € Fy, ¢ Foo.
Dann gilt

p1(A) = E[Xoo 4] = lim B[X,14] "2" E[Y14] = p2(A).

Da Uppen Fin, ein schnittstabiler Erzeuger von Fo ist, folgt 41 = ug mit [Depl4, Satz 1.37]. O

Bemerkung 1.30. Fir ein gleichgradig integrierbares Martingal (X,,), gilt
E[ X | Fn] = X, fiir alle n e N.
Solche Martingale heiflen Doobsche Martingale.

Lemma 1.31. Sei (X,,), ein Supermartingal und T eine Stoppzeit mit T < m f.s. fir ein
m e N. Dann ist X7 € LY(P) und es gilt E[X,, | Fr] < Xt f.5. Im Falle eines Martingals gilt
Gleichheit.

Beweis. Nach Lemma 1.20 ist (X7an)n ein Supermartingal. Es gilt X7 € £1(P), denn X7 =
Xpam f.s. Fir A € Fr gilt

E[Xn1a]l= Y E[Xnlanir-n] < Y E[XnLlanirony] =E [( > Xn]l{T=n}) ]lA] =E[X714].
n=0 n=0

n=0 ~————
eFn

O]

Lemma 1.32. Ist (X,), ein gleichgradig integrierbares Martingal, so ist {Xp | T Stoppzeit}
gleichgradig integrierbar.

Beweis. Da (X,), gleichgradig integrierbar ist, existiert ein h:[0,00) — [0, c0) konvex und

monoton wachsend mit @ —— oo und E[h(|X,|)] =t M < co. Sei T eine Stoppzeit und
Tr—>00

n € N. Es gilt

E[n(IX7) Lireny ] = E[R(IX7rn) Lireny ] 12 E[RE[Xn | Franl) Liren ]
< E[h(E[an| | fT/\n])ﬂ{Tgn}] = E[E[hﬂXnDﬂ{Tsn} | fT/\n]]
<M.

13



Mit 1 — oo folgt E[A(|X7])1{7<w0}]| < M, das heifit

sup  E[h(|X7])] <2M < co.

T Stoppzeit

O

Satz 1.33 (optional-sampling-Theorem). Es sei (X,,), ein gleichgradig integrierbares Mar-
tingal, X oo :=1im X,, und T eine Stoppzeit. Dann ist X7 € LY(P) und es gilt B[ Xo | Fr] = X1
f-s. Insbesondere gilt E[X7] = E[Xw]| = E[X]. Ist S eine Stoppzeit mit S < T, so gilt
E[ X7 | Fs] = Xg f.s.

Beweis. Nach Satz 1.28 gilt E[ X | Fr | = Xy, £.5. und nach Lemma 1.31 ist E[ Xy, | Fram] =
Xram 8. Also ist E[Xoo | Fram] = E[E[Xoo | Finl | Fram] = Xroam f.s.

Sei nun A € Fp. Dann ist An{T <m} € Fram, denn fir ne Ny gilt An{T <m}n{T<n}=
An{T <mAn} € Fpan c Fp. Somit gilt

E[Xoo Lan(rem} ] = BIE[Xoo Langrem) | Framl] = E[X7amLan(rem] = E[X1Lan(rem) ]
(1.3)
Sei ohne Einschriankung X, > 0 (sonst betrachte X2, X separat). m — oo in (1.3) mit
monotoner Konvergenz liefert E[XOOI[AQ{T@O}] = E[XT]lAn{T«,o}]. Nach Definition gilt aber
auch E[Xo 1 gn(7oc0} | = E[ X171 gn(7o00) |, dh. E[Xoo14] = E[X714].
Sei S < T eine Stoppzeit. Dann ist Fg c Fp, also gilt

E[X7 | Fs] = E[E[Xw | Fr]| Fs] = E[Xe | Fs] = X5 fs.
]

Bemerkung und Definition 1.34. Sei (X,,),, ein adaptierter Prozess mit X,, € L}(P) fiir
n € Ng. Dann ist X,, = M,, + A,, mit

n
M= Xo, My:=Xo+ Y (Xp - E[X) | Frl),
k=1

n
Ag:=0, Ap:=Y (E[Xp|Freo1] - Xi1).

k=1
wobei (M), ein Martingal und (A, ), previsibel ist. Die Darstellung X = M + A als Summe
eines Martingals M und eines previsiblen Prozesses A mit Ag = 0 heifit Doob-Zerlegung, sie
ist f.s. eindeutig.
(X7 )n ist genau dann ein Super- bzw. Submartingal, wenn (A,,),, nicht-wachsend bzw. nicht-
fallend ist.
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Beweis. Wir zeigen nur die Eindeutigkeit. Angenommen X = M +A = M'+A’. Sei M,, := M,, -
M = Al — A,. Dann ist (M,), ein previsibles Martingal mit My = 0. Also ist M, = M = 0,
denn M,,_; = E[Mn | Fr-1] = M, fs. d

Satz 1.35. Sei (X,,)n ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und seien S, T Stopp-
zeiten mit S <T. Dann gilt E[ X1 | Fs] < Xg f.s.

Beweis. Sei X, = M, + A,, die Doob-Zerlegung. Dann gilt A,, N A <0. Es ist
E[|A,|] = E[-A,] = E[M,, - X,,] =E[M, - My + Xo - X,,] <E[|X,,| + E[| X0|]] < M

fiir alle n fiir ein geeignetes M. Somit ist (A;), gleichgradig integrierbar und damit auch
(Mn)n = (Xn - An)n Also gilt

E[X7 | Fs] = E[My | Fs]+E[Ar | Fs] < Ms + E[Ag | Fs] = Mg + Ag = Xs.
—_—
=Mg f.s.

1.4 [£2-Martingale

Bemerkung 1.36. Sei (X,), ein Martingal und ¢:R - R konvex, sodass E[¢(X,,)] fir alle n
existiert. Dann ist (¢(X},)), ein Submartingal, denn

E[o(Xn+1) [ Ful 2 @ (E[Xns1 [ Fnl) = o(Xn).

Die Aussage gilt ebenso, wenn (X,,), ein Submartingal und ¢ konvex und nicht fallend ist.

Bemerkung 1.37. Eine Funktion f:R — R heiflt harmonisch, wenn

f(x)=%f F()dy Vo eR,a>0.

T+a

fiR = R heiit subharmonisch, wenn f(x) < ﬁ f i f(y)dy und superharmonisch, wenn

f@)z 4 [ :

X
men mit Bemerkung 1.36 motiviert dies den Namen Submartingal (und entsprechend auch

J;_Jr: f(y)dy fir alle z € R, a > 0. Konvexe Funktionen sind subharmonisch, zusam-

den Namen Supermartingal).

Beobachtung 1.38. Sei (X, ), ein quadratintegrables Martingal, d.h. X,, € £2(P) fiir alle
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n € N. Dann gilt E[ (X} - X;)(X; - X;,)] =0 fir alle 0 <m <1<k, denn

E[(Xk - X)) (Xi - X)) = E[E[(X) - X)) (X1 - Xn) | A]] = E[(Xi - X)) (E[ Xk | FA] - X0)]
=E[(X; - X;») (X, - X))] = E[0] = 0.

Bemerkung 1.39. | X |, := /E[X?] ist eine Norm und (X,Y) := E[XY] ist ein Skalarpodukt,
L2(P) ist ein Hilbertraum.

Man sagt auch: Martingalinkremente iiber disjunkte Zeitintervalle sind orthogonal.

Lemma und Definition 1.40. Sei (X,,), ein quadratintegrables Martingal.
An= 3 B[(Xk = Xp1)? | Foi]
k=1

ist der eindeutig bestimmte previsible Prozess mit Ag =0, sodass (X2 - Ap)n ein Martingal
ist. Man schreibt auch ({X)n)n = (An)n- (X) heifft quadratische Variation von X. (In der Li-
teratur werden auch folgende Namen verwendet: Wachsender Prozess, previsible quadratische
Variation, Spitzklammerprozess von X.)

Beweis. Es gilt:

E[ngl - An+1 ‘ }_n] = E[(Xn+1 - Xn)2 + 2(){nﬂ - Xn)Xn + Xr% - An+1 | fn]
=E[(Xpi1 - X0)? | Fn] - Api1 +X2 42X, E[X i1 - X0 | Fu

=—An =0

= X2 - A,.

Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Doob-Zerlegung 1.34. O

Insbesondere gilt also:

E[X?] = B[X2] + B[(X),] = B[XZ] kz E[(X; - Xp1)?]

und
supE[X2] <00 < supE[(X),] < .
n n

Satz 1.41. Sei (M,),, ein L2-Martingal. Dann gilt:

i) {{M)oo <00} fe { lim M, e:m'stiert}.

it) Wenn |M,, — M,_1| < ¢ fiir alle n fir ein ¢ < oo, so gilt auch {lim M, em’stiert} f&

n—oo

16



Bemerkung 1.42. iii) impliziert das Starke Gesetz der groflen Zahlen fiir M,, = Y1 +...+Y,
mit Y; unabhéngig und identisch verteilt mit E[Y7] =0 und Var[Y]] < co.

Lemma 1.43 (Kroneckers Lemma). Sei (2,,)n ¢ R mit s, = XF_| X, > 500 € R. Ist 0< by, 7
oo, dann gzlt Zk 1 bkxk — 0

Beweis von Satz 1.41. Sei k € R*. Sk = inf{neNy|{M},+1 >k} ist eine Stoppzeit. Nach
Lemma 1.20 und Lemma 1.40 ist (M, n/\S — (M )nns, )n €in Martingal, also gilt

sup E[MgASk] =E[My] +supE[(M)nrs,] < o,

<k

das heiBt (Myns, )n ist £2-beschriinkt. Also existiert lim,, My,s, f.s. fiir jedes k € R*. Es gilt
{{M)eo <0} = U {Sp =00} und U {Si = o0, lim,, My s, existiert} c {lim, M, existiert},
keN keN

damit gilt 7).
Sei K >0. Tk :=inf {n € Ny | [M,,| > K'} ist eine Stoppzeit und es gilt

E[M,7,, ~(M)nst ] = E[Mg].
——
<(K+c)?

Also folgt mit monotoner Konvergenz

E[(M)r,] = sup E[(M)par, ] < E[MZ] + (K +¢)* < co.

Demnach ist (M), < oo f.s. und es gilt

P { lim M, existiert} N{{M)e =0}

n—oo

CUkeN{Tk :°°}

P( U {Tk =00} n{{M)oo = 0o} n {{(M) <°°}) =
KeN
Also gilt 7).

Weiter sei W, = Y7, M= My, M’“ L = ((1+(M))™t e M),. Nach Lemma 1.10 ist (W), ein

1+(M
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Martingal und es gilt

B{(W, - Wy 1)? | Far] = WE[(MTL My )? | Fo] = <J\(41>Z zj\(j\i))g_l
c (M)p,+1)=((M)p-1+1) _ 1 ~ 1
I+ (M)A +{M)p1) 1+{M)p1 1+(M),
Also gilt
. . 1 1
(Weo = lim (W)y = lim (1 (M) 1+ (M)n) <1

und somit W,, - Wy, f.s. nach i). Wéhle nun b,, = 1+ (M),, und z,, = % in Lemma 1.43,

dann folgt ZZ:I brxy, = ZZ:I My — My_1 = My, — My, d.h. iii) gilt. L]

Im Folgenden sei (X, )y ein stochastischer Prozess mit Werten in R und

X, = max X, |X| = max |Xp|.

0<k<n 0<k<n

Lemma 1.44. Sei (X,,), ein Submartingal und X > 0. Dann gilt
AP(X;: 2 M) < E[X,1ixony] < E[XalLixeny] (SE[X]]).

Beweis. Sei T := inf {k € Ny | X; > A} An. T ist eine beschriankte Stoppzeit und es gilt mit
Korollar 1.21

1.21
E[Xu1ixon] +E[Xalixgop] = E[X] > E[X7] = E[Xr1lixen] + B[Xrlxa]
> AP(X; 2 \) + B[ X, 1ix: o0 ].
0

Satz 1.45 (Doobs LP-Ungleichungen). Sei (X,), ein Martingal oder ein nichtnegatives Sub-
martingal.

i) Firp>1 und X >0 gilt \’P(|X]; > \) <E[|X,|P].

ii) Firp>1 gilt B[ X,["] <E[(1X];)7] < (5% ) E[Xa].

Bemerkung 1.46. Fiir ein £2-Martingal gestattet dies, E[(|X|})?] durch E[(X),,] zu kontrol-
lieren, denn E[X2] = E[X2] + E[(X),].

Beweis von Satz 1.45. 1) (|Xn|P)n ist ein Submartingal, also folgt die Aussage durch An-
wenden von Lemma 1.44 auf (| X,|P)y.
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ii) Sei ¢>0. Es gilt:

X[ Ac

E[<|X|;;Ac>p]=E[ f Pl E[ f PV Lo A
0 0

'ubini ¢ — * ‘ 41
e I T
0 0
- eAl X,
FugmlpE [\Xn\f P2 d)\] = LlE[|Xn\(|X];/\C)p71]
0 p-

p-1

Hélder p « p-1
< pTlE[ﬂXln/\C)p] E[|Xn["]7.

SA

Fiir ¢ - oo folgt mit monotoner Konvergenz

BI(X)7] < L BI(X])7) 7 BIXPT
p

und durch Umstellen und Potenzieren dieser Ungleichung erhélt man
E[(X][,)" 1< (== ) ElIX["].
p-1
O

Bemerkung 1.47. Fiir p = 2 impliziert i) die Kolmogorovsche Ungleichung. ii) legt fiir p = 2
nahe: Ist X, = Y7 +...+Y,, wobei Y; unabhéngig und identisch verteilt mit E[Y7] = 0 und
02 := E[Y{?] < 00, 50 ist typischerweise maxy<, |Xz| = O(v/n).
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2 Austauschbarkeit

2.1 Grundsatzliches

Sei I eine Indexmenge und X, € I Zufallsvariablen mit Wertebereich F. E sei ein polnischer
Raum (d.h. E ist ein topologischer Raum, der so metrisiert werden kann, dass (E,d) ein
vollstindiger und separabler metrischer Raum ist, beispielsweise E abzéhlbar, E = R, F = R,

E=C([0,1])).

Definition 2.1. (X;);c; heifit austauschbar, wenn L((X;)icr) = L((Xx(i))ier) fiir jede end-
liche Permutation m:1 — I (das heifst w ist bijektiv und |{i | w(i) #i}| < o0) gilt.

Bemerkung 2.2. (X;);es ist genau dann austauschbar, wenn fiir alle n € N, iq1,... 45,71, -, Jn
el gﬂt: ﬁ((X,l, e ,in)) = ﬁ((le, . 7Xjn))'

Beweis. Ist (X;)ier austauschbar, so gilt £((X;,,...,X;,)) = L((X},,...,X},)) nach Defini-
tion mit (i) = j. Andererseits ist £((X;)ser) festgelegt durch {£((X;)jes) | J c I endlich},
denn ,endliche Zylindermengen® B;, x ... x B;, x Xie[\{il,...ik} FE; erzeugen die Produkt-o-
Algebra auf X, ; E;. O

Insbesondere haben X; und X dieselbe Verteilung fiir alle 4, j € I. Die Umkehrung gilt im
Allgemeinen nicht!

Beispiel 2.3. i) Sind X;,7 € I unabhéngig und identisch verteilt, so sind sie auch aus-
tauschbar.

ii) Teilfamilien austauschbarer Zufallsvariablen sind austauschbar.

iii) (Ziehen ohne Zurticklegen) Es seien N Kugeln in einer Urne, M schwarze und N — M
weifle. Ziehe ohne Zuriicklegen. Sei X; = 1{;_te Kugel ist schwarz}- Fir T1,...,7x € {0,1}
mit z1+...+zy = M gilt

1
P(X1 =£L'1,...,XN =£L‘N) = -~ =P(X1 Zl‘ﬂ.—l(l),...,XN =.’Eﬂ.—1(N)),

(3)

also sind die X; austauschbar.



iv) (Mimnzwurf mit zufilliger Erfolgswahrscheinlichkeit) Sei Y eine Zufallsvariable mit Wer-
ten in [0, 1]. Gegeben Y =y seien X1, Xs,... ~ Ber(y) unabhingig und identisch verteilt
(zum Beispiel realisierbar als X; = 1y, <y} mit Uy, Us, ... ~ Unif([0,1]) w.i.v. und unab-
héngig von Y). Fir n e N und z1,...,2, € {0,1} mit 1 +... +z, = s gilt:

P(X1 =I1,...,Xn ZIn) ZE[P(Xl ::El,...,Xn =Tn | Y)]
[ n

| i=1

S E[YS(1-Y)"]

[ n
=E|[[Y"'o(1- Y)“”wlu)]

| i=1

= P(X1 = ﬂj‘ﬂ—l(l), e ,Xn = .f[fﬂ.—l(n)).

Wir benutzen folgende Sprechweisen: Ein 7 € S,, fassen wir auch auf als (endliche) Permuta-
tion von N via 7(j) = j fur j > n.

Ist x = (71,...,2n) € E", so definieren wir 2 := (T(1y, - -+, Tr(n))-

Ist © = (z1,22,...) € BN, so definieren wir 2™ := (Tr(1), Tr(2)s- - -)-

Fiir f: E™ - E definieren wir f™((z1,...,2,)) = f(a™).

Definition 2.4. f:E" > E' heifit (n-) symmetrisch, wenn f = f* fir alle © € S, gilt.
f:EN > E' heifit n-symmetrisch, wenn f = f7 fiir alle 7 € Sy,. f heifit symmetrisch, falls f
n-symmetrisch ist fir jedes n € N.

Beispiel 2.5. i) Ist E =R, E' =R, so sind die Funktionen f((z1,x2,...)) := limsup z,, und
n—o00

T1+...+Tn
n

f((z1,29,...)) :==limsup symmetrisch.

n—>o0

ii) ap:R® - R, ap(x) = %2?21 x; ist m-symmetrisch, aber nicht m-symmetrisch fiir alle
m>n.

iii) s:R® - Ry, s(x) = 202, |z,| ist symmetrisch.

iv) Fiir z € E% ist £(z) = L ¥ 6,, n-symmetrisch (n-te empirische Verteilung).

Beispiel 2.6. Sei k¢ N, ¢: E* - R und A,(¢): EY - R mit

An(@)@) = 25 3 o).

* meSn

Dann ist A, () (z) = An(p)(2™) fiir alle 7’ € S,,, d.h. A, ist n-symmetrisch.
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Definition 2.7. Sei X = (X,,), ein stochastischer Prozess mit Werten in E.
Eni=0 (F o X | F: EN 5 R messbar und n—symmetm’sch)
ist die o-Algebra der unter Permutation der ersten n Koordinaten invarianten Ereignisse.

E=N& =0 (F o X | F: EN > R messbar und symmetm’sch)
neN

heifit die o-Algebra der austauschbaren Ereignisse fiir X (kurz: die austauschbare o-Algebra).

Bemerkung 2.8. £ = {X‘I(B) | B e B(E)®N mit B™ = B fiir alle 7 € S,,,n € N}, wobei B™ =
{z™ | z € B}.

Beobachtung 2.9. Es sei T = Npen 0(Xy, Xpt1,-..) die terminale o-Algebra fir X. Dann
gilt T¢€&.

Beweis. Es gilt 0(X,, Xp+1,...) € En-1, also T c €. Betrachte |E| > 1 und wihle B € B(E) \
{@,E}. S:=3%7",1p(X,) ist E-messbar, aber {S =s} ¢ T fiir s € Ny. O

Lemma 2.10. Es sei X = (X,,)n eine Folge austauschbarer Zufallsvariablen mit Werten in
E und ¢: E¥ - R messbar mit E[|p(X)|] < co. Dann gilt fiir alle n >k und 7 € S, :

i) E[p(X) [ €] = E[p(XT) [ €] f-s.

i) Blo(X) | &] =% Y e(X™) = An(p)(X).

° 7T€Sn

Beweis. Betrachte zunichst A € &, der Form
A={Fi(X)eBy,...,Fr(X) e By}

fiir n-symmetrische, messbare Funktionen Fi,..., Fj: EN - R und By, ... B, € B(R), k € N.
Sei 7 € .5,. Dann ist

E[1a0(X)] = E[1p, (F1(X))-1p, (Fr(X))p(X)]
E[15, (F1(X"))- 15, (Fr(X"))p(X™)]
E[1p, (F1(X))-1p, (Fr(X))p(X™)] = E[T49(X™)].

Solche As bilden einen N-stabilen Erzeuger von &,, daher gilt E[¢(X) | £, ] =E[p(XT) | &]
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f.s. Damit gilt auch (f.s.)

1 s 1 K
BLeC016:1- 3 T BeX) 6]-E[ L T w00 6| - Blane0) 16,
* weSy * meSH
= An(@)(X)a
da A,(p) als n-symmetrische Funktion &,-messbar ist. O

2.2 Riickwartsmartingale

Definition 2.11. Sei F = (F_p)nen, €ine absteigende Filtration, d.h. Fo o F_1 > F_9 > ...
X = (X_pn)nen, heifit ein F-Riickwartsmartingal (unter P), wenn

Z) E[|X,L|] < 0o f’l'J:’)" alle i € No.
i) B[X_n | Fopn-1] = X_no1 fos. fiir alle n e N.

Wir nehmen implizit an, dass X_,, F_,-messbar ist fir alle n € Ny.

Beispiel 2.12. Sei X = (X3, Xq,...) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit Wer-
ten in R und E[|X1]|] < o0. Sei F_,, := &, und Y_,, := % 1 Xi, neN. Es gilt mit Lemma 2.10:

1 n—-1 - nll
B 20 -8y St L Smna) - R L 5 v
=1 i=1 i=1 '7r€S
1 = n 1Z
- —(n-1) — . =
— . 1n'(n 1).;)(1 nE;X Y.,.

Bemerkung 2.13. Wegen X_,, = E[X( | F_,,], n € N ist ein Riickwértsmartingal stets gleich-
gradig integrierbar (vgl. Lemma 1.29).

Satz 2.14. Sei (X_,), ein Rickwdrtsmartingal beziglich (F_p)n. Dann existiert ein X_o
mit X_p = X_oo f.5. und in L2(P). Bs gilt X_oo = B[ X0 | Foco] mit Foo := Ny F-

Beweis. Sei —oo < a < b< oo und U_(i’b) die Anzahl abgeschlossener Aufkreuzungen von unter
a nach iiber b im Zeitintervall —-n,-n +1,...,-1,0. Nach Lemma 1.22 gilt:

B0 ] < BI(X - a) ] < 5 ((al + BIX ) < 5 (la] + B Xo[]).

Also existiert U@ := lim, U_(?L’b) mit E[U(“’b)] < o00. Analog zum Beweis von Satz 1.23
existiert damit auch X_o, := lim, X_,, f.s. Mit Bemerkung 2.13 folgt X_,, - X_o, in £L!(P).
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X oo ist F_oo-messbar (denn fir jedes k € N ist limsup,,_, o X_p, = inf,5x sup,,s, X_», nach
Definition F_g-messbar). Sei A € F_q. Dann gilt

E[14X0] = E[14E[Xo | F_n]] = E[14X ] — E[14X o],
]

Korollar 2.15. Sei X = (X1, Xo,...) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit Wer-
ten in R und E[|X1]] < co. Sei F_p, := &y, T = Ny 0(Xn, Xns1,...) die terminale o-Algebra
und € = N, F-n, die austauschbare o-Algebra. Dann gilt

E[X)|€]=E[X,|T] fs. und 3 X; —— E[X,|€] fs. und in L' (P).
a n—»oo

Beweis. Y_, =1 37 X; ist ein Riickwirtsmartingal. Es gilt Y_,, > Y_o := E[X; | £] f:s. und
in £!(P) nach Satz 2.14 (wobei wir aus Notationsbequemlichkeit den Index um 1 verschoben
haben). Y_o, ist 7T-messbar, denn es ist ein Grenzwert. Also gilt

E[X||€]=Y.0=E[Y.oo | T]=E[E[X; | €] | T] =E[X1 | T].
O

Korollar 2.16 (Starkes Gesetz der grolen Zahlen). Seien X, Xs, ... unabhingige und iden-
tisch verteilte, reelle Zufallsvariablen mit E[|X1|] < co. Dann gilt

1 n
-3 X; —— E[X1] fs. und in L'(P),
ni=1 n=oeo

denn gemdaf$ Kolmogorovs 0-1-Gesetz gilt P(A) € {0,1} fir alle A€ T, demnach E[X1|T]=
E[X1] f.s. (vgl. [Depl4, Satz 3.48]).

Satz 2.17. Sei (X,,)n austauschbar mit Werten in E und ¢: E¥ - R eine messbare Funktion
mit E[|o(X1,...,Xk)|] < co. Dann gilt

Tim A, (9)(X) = E[p(X) | €] = EB[o(X) | T] fs. und in L'(P).

Beweis. Nach Lemma 2.10 gilt A,(p)(X) = E[p(X) | E]. Esgilt &8 >...2& =N, &En,
also ist (A, (p)(X)), ein Riickwirtsmartingal. Dann gilt nach Satz 2.14: lim,, A, (¢)(X) =
Blp(X) | €]

Zeige, dass lim,, A, (¢)(X) T-messbar ist. Sei { € N und S,,; := {me S, |n(1),...,m(k) >1}.
Dann ist S, \ S,y =UY, {7 e S, | (i) <1} und es gilt |Sp N Syl < k(1 -1)(n - 1)!. Weiter sei
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A1 (9) = s Tres,, ¢"- Dann gilt

B[14,,1(2)(X) - An() (O € [0~ - Bllp(X)]] ——0.

das heit A, ;(¢)(X) - An(©)(X) = 0 in £}(P) und damit auch stochastisch. Wihle ei-
ne Teilfolge ny, 7 oo mit A, 1(¢)(X) - An(@)(X) — 0 fs. Dann ist lim, A,(¢)(X) =
lim,,, Ay, (©)(X) (X}, Xi41,...)-messbar fir jedes [ € N, also T-messbar. Mit der Turmei-
genschaft folgt

T 4,(¢)(X) = E| lim 4,(4)(X) | T| = E[E[¢(X) | €] | T] = E[(X) | T
O

Korollar 2.18. Sei (X,,), austauschbar. Dann gibt es fir alle A€ € ein BeT mit P(AAB) =
0.

Beweis. Sei Ae& c O'(Xl,XQ, . ) Wiéhle Ak € O’()(l7 N ,Xk) mit P(AAAk) - 0 flir k£ > oo.
Dies ist moglich nach dem Approximationssatz fiir Male (vgl. [Depl4, Satz 1.54]). Sei Cy, c E*
messbar, sodass Ay = {(X1,..., X)) € Cx} und sei ¢y, := 1¢,. Dann gilt ¢p(X) - 14 (ggf.
wiahle eine Teilfolge ky, mit Y, P(AA Ay, ) < c0). Dann gilt mit der dominierten Konvergenz
fir bedingte Erwartungen:

La = B[4 | €] =E[ Jim ¢(X) | €] = im Blon(X)| €] = lim Bl (X) | T =0 L

¢ ist T-messbar mit ¢ = 14 fis. Sei N := {¢# 1}. Dann ist P(N) = 0 und es folgt
P({¢y=1} 6 A)<P(N)=0. O

Korollar 2.19 (0-1-Gesetz von Hewitt und Savage). Seien X1, Xa,... unabhdngig und iden-
tisch verteilt, so gilt P(A) € {0,1} fiir alle A€&.

Beweis. Der Beweis folgt aus Korollar 2.18 und aus Kolmogorovs 0-1-Gesetz. O

2.3 Struktur unendlicher austauschbarer Familien

Eine Heuristik: Sei F = {1,2,...,k} und seien Xj,Xo,... austauschbare, FE-wertige
Zufallsvariablen. Sei &y = % Zf\il 0z, die N-te empirische Verteilung. Gegeben &y
sind (X1,Xs,...,Xy) verteilt wie Ziige ohne Zuriicklegen aus einer Urne. Fiir m; :=
|[{l1<i<n|x;=1}| mit mj; +...+my = n und der Notation (a), := a(a-1)...(a-n+1)
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gilt

POXs =11 X, = | ) = S D N D
L (Ve ()™ (Ve ()™
NTL
- @ ()™ (e (D)
(G (™ ()™

wenn wir fiir den Moment annehmen, dass sich die empirische Verteilung fiir N — oo stabili-
siert mit Grenzwert £ (was aus Satz 2.22 folgen wird).
Zum Beispiel fiir k =2, j1 + jo = N ist

v =1 ga ()20
N N-1 N-2" (N)s

P(X1=1,Xo=1,X3=2)=

Definition 2.20. Es sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien G,G; ¢ F,i € I Teil-
o-Algebren. Die Familie (G;)ier heifst unabhéngig gegeben G, wenn fir alle endlichen J c I,
AjeGj;,jed gilt:

P(OAjIG)=HP(AjIQ) fs.
JedJ jeJ

Analog heiffen Zufallsvariablen (X;)i; unabhingig gegeben G, falls (0(X;))ier unabhdingig
gegeben G. Zufallsvariablen (X;)ier heiffen unabhéngig und identisch verteilt gegeben G, wenn
die bedingten Verteilungen gegeben G gleich sind.

Bemerkung 2.21. i) (G;) ist stets unabhéngig gegeben G, wenn G; c G fiir alle i € I.
ii) Unabhéngigkeit gegeben {@, 2} ist die ,,gewohnliche* Unabhéngigkeit.

iii) Sind F; ¢ Fo ¢ F3 o-Algebren und ist (G;) unabhéngig gegeben F; und unabhéngig
gegeben F3, so folgt nicht notwendigerweise die Unabhangigkeit gegeben F», betrachte
zum Beispiel X7, X9 unabhéngige, reelle Zufallsvariablen, G; = o(X;), F1 = {@,Q}, Fa =
o(X1+ X2) und F3 = 0(X1, X2).

Satz 2.22 (Satz von de Finetti). Sei (X,,), eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in E.
(Xn)n ist genau dann austauschbar, wenn es eine o-Algebra G gibt, sodass (X,)n unabhdingig
und identisch verteilt gegeben G ist. In diesem Fall kann man G =& oder G =T wdhlen.

Beweis. Sei zunédchst (X)), austauschbar. Sei G = € oder G =T, f,: E - R beschrankt und
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messbar und sei pi(X) = Hf”:l fi(X;). Gilt

E[¢r(X) |G] = E[pr-1(X) | G]- E[f2(X) | G], (2.1)

so folgt induktiv E[ [T, £;(X;) | G] = [T, E[f:(X;) | 6], d.h. (X,), sind bedingt unabhingig
gegeben G (lese f; = 1p,, um wortlich an Definition 2.20 anzuschlielen). Zeige also (2.1):
Betrachte

AP () A ()X = 1 3 )i (aeny) % 3 ()

* weSy

1 kol n-k+1 1 n
= fi(Xi,) - : fe(X5)
(n)k-1 il,...,ik_lze:{l,...,n} E : n n—k+1 J; ’
p.w. verschieden J{i1, -1}
k-1 1
+ > [TAX) 1= > fu(X))
1, 0ig—1€{1,...,n} \ =1 T jefin,emin}
p.w. verschieden
n-k+1 1 n i
= fi(Xi)) + Ry o (X)
n (n)k il,...%,lzl E :
p-w. verschieden
A (1) (X)——E[p(X,)(0]
it [ (CO)] € 51 i oo ——> 0, aso gilt (2.1).

Sei nun (X,,), unabhiingig und identisch verteilt gegeben G und ¢: E¥ - R beschriinkt und
messbar. Sei 7€ S,,. Es gilt

E[¢(X)] = E[E[¢(X) | G]] = E[E[¢(X™) | G]] = E[¢(X™)],

das heiit (X,,), ist austauschbar. O
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3 Schwache Konvergenz und charakteristische
Funktionen

3.1 Vorbemerkungen zur mengentheoretischen Topologie

Sei E ein topologischer (meist metrischer) Raum. Folgende Begriffe werden in diesem Kapitel
vorausgesetzt: kompakt, relativkompakt, folgenkompakt, lokalkompakt, totalbeschréankt. Es
bezeichne

e C(FE) die Menge der stetigen Funktionen von E nach R,
o Cp(E) die Menge der stetigen, beschriankten Funktionen von E nach R,
e C.(E) die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager von E nach R.

Es gilt: C.(FE) c Cy(E) c C(E).

Definition 3.1. Eine Teilmenge A c E heif$t o-kompakt, wenn es kompakte Mengen B, c E
gibt mit U,, B, = A.

Definition 3.2. Sei p ein o-endliches Maf auf (E,B(E)).

i) w heif$t lokal-endlich (oder Borel-Ma$}), wenn fiir alle x € E eine offene Umgebung U
von x existiert mit p(U) < oo.

i) p heifst regular (von innen), wenn pu(A) = sup{u(K)| K c A, K kompakt} fir alle A €
B(E).

iii) p heifit reguldr (von auBen), wenn p(A) =inf {u(U) | Ac U,U offen} fir alle Ae B(E).

i) p heifst Radon-MaB, wenn es lokal endlich und von innen requldr ist.

Es bezeichne
e M(E) die Menge der Radon-Mafle auf E,
o Mj(F) die Menge der endlichen Radon-Mafe auf F,

e M;(F) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf E,
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e M (FE) die Menge der Subwahrscheinlichkeitsmafle auf E.

Beispiel 3.3. i) Ist f:R% - [0, 00] messbar mit f € £L (R?) und ist A das Lebesguemaf

loc

auf R, so ist = f\ ein Radon-MaB mit pu(B) = f 1g(x)f(x)\(dx).

ii) Ist £ = R, dann ist p(dx) = ]lR\{O}(:c)ﬁ)\(dx) + 0o(dzx) nicht lokal endlich und nicht

reguldr von auflen.

iii) Ist £'=R, dann ist = Y ,cq dq zwar o-endlich, aber nicht regulér.

Beobachtung 3.4. Sei E polnisch und p € My(FE). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine
kompakte Menge K c E mit u(E N K) <e.

Beweis. Wegen der Separabilitat von F gibt es eine Folge (xz(n))Z c F mit U2, B (J:Z(")) =FE.
Sei € > 0. Wahle k,, mit p (Uf:"l B: (a:,f"))) > (E) - 5. Die Menge A := N7, Uf:l B: (mz(n))
ist totalbeschriinkt, also ist A kompakt (man sieht leicht mit einem Diagonalfolgenargument,
dass A folgenkompakt ist, was fiir metrische Riume Kompaktheit impliziert) und es gilt

) kn 00
W) <u(B s )5 S (B3 UBL )< 5 2 e
n=1 =1 n n=1

O]

Definition 3.5. Sei § c M(E) und sei C eine Menge von messbaren Funktionen von E nach
R. C heifit trennende Familie (kurz trennend) fir §, falls fir alle p,v € § gilt:

erC:deuzjfdy = U=

Beispiel 3.6. f: & — R heifit lipschitz-stetig, wenn eine Konstante cy < oo existiert, sodass

fir alle z,y € E gilt: |f(z) - f(y)| < ¢f-d(x,y). Ly = sup f () = F(y)l
z#yeE d(x,y)

Konstante von f. Es bezeichne Lip(FE) die lipschitz-stetigen Funktionen auf E und Lip, (E) =

{f eLip(E) | Ls < 1}. Dann ist Lip, (F) trennend fiir M;(E) — falls £ lokalkompakt auch

Lip,(E) nCo(E).

ist die Lipschitz-

Beweis. Sei A € E abgeschlossen und sei € > 0. pg.(z) =1- (%d(x,A) A1) erfilllt pa. =1
auf A und ps(x) =0, wenn d(z,A) > . Es ist pa. € Lip(F) mit L,, _ < % Seien pu1, po mit
ffd,ul = f fdps fiir alle f € Lip; (F) n £Y(u1) n £ (u2). Wir zeigen pu1(K) = pz(K) fiir alle
kompakten K c E, denn dann folgt p1 = po wegen der Regularitit. Zu x € F existiert eine
offene Umgebung U, mit pq(U,) < oo und pu9(U,) < oo, denn die y; sind lokal endlich. Sei K
kompakt, K c U := U, U, fiir geeignete x1,. .., xy,. Dann ist 3 (U) < oo und p2(U) < oo und
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es gilt 8 := d(U, K©) > 0. Falls ¢ < §, dann gilt 1x < pK.e < 1y und pg o - 1j punktweise fiir
€ N\ 0, also folgt mit der dominierten Konvergenz auch prvg dp; — pi(K) fiir e x 0. Wegen

[predin =2 [epredur =21 [epredus = [ p e dus folgt pi (K) = po(K). O

3.2 Schwache und vage Konvergenz

Definition 3.7. Es sei E ein metrischer Raum.

i) Seien py, pa, ..., pe M¢(E). Man sagt, p, konvergiert schwach (engl. weakly) gegen (i,
wenn fir alle f € Cy(E) gilt: ff dpt, — ff du fiir n - oo. In diesem Fall schreibt man

Wn = W schwach oder py, = W ooder p=w-—lim p,.

it) Seien py,u2,...,p € M(E). Man sagt, u, konvergiert vage (auch vag, engl. vaguely)
gegen u, wenn fur alle f € C.(E) gilt: ffd,un - ffd,u fiir n — oo. In diesem Fall

schreibt man pi, — 1 vage oder fi, — pu oder pu = v—1m pu,.

Bemerkung 3.8. Wenn F ein polnischer Raum ist, so ist der schwache Limes einer Folge pu,
eindeutig. Falls F zudem lokalkompakt ist, so ist auch der vage Limes eindeutig (verwende
Beispiel 3.6).

Beispiel 3.9. Es sei E = R. Dann gilt 61 —— &, aber 5;((0,00)) =1+»0-= 50((0,00)).
n MN—>00 n
8n — 0-MaB, aber (0n)n konvergiert nicht schwach.

Beobachtung 3.10. Sei E lokalkompakt und polnisch. Tst () ¢ M(E) mit pi, > p1, s0
gilt p(F) <liminf, p,(E).

Beweis. Wahle fy € C.(E) mit fy ~ 1. Dann gilt
w(E) = J 1du = Al]im f fndp = Alfim lim f fndp, < J\l{im lim p,(F) <liminf p, (E).
[

Satz 3.11 (Portmanteau-Theorem). Sei E ein metrischer Raum und p, pi1, 2, . . . € M<1(E).
Dann sind dquivalent:

i) p=w-1lim pu,.
i) [ fdp, — [ fdu fir alle f € C,(E) nLip(E).

iii) ff dp, — ff du fir alle beschrinkten, messbaren f mit p(Uy) = 0, wobei Uy c E die
Unstetigkeitsstellen von f bezeichne (d.h. f ist p-f.i. stetig).
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w) liminf p, (E) > u(E) und limsup p, (F) < u(F) fir alle abgeschlossenen F c E.

n—00

v) limsup p,(E) < p(E) und liminf p, (G) > u(G) fir alle offenen G c E.

vi) pn(A) > p(A) fir alle Ae B(E) mit p(0A) =0.
Wenn E zudem lokalkompakt und polnisch, so sind auch dquivalent:
vii) p=v—1impu, und p(E) =lim u,(E).

vigi) p=v-1lmp, und p(E) > limsup u,(E).

Beweis. Die Implikationen iv) < v), iv),v) = vi), iii) = i) = 1) sind klar, ebenso i) = vii)
und vii) = viii).

Zeige ii) = iv): Bemerke zunéchst: f =1 € Lip(E)nCy(E), also u(E) = f 1dp = lim p, (E).
Sei nun F' c E abgeschlossen und pp.(z) := 1 - (%d(x,F) A1) € Cy(E) nLip(E). Dann gilt
1p<1,,, und mit monotoner Konvergenz

limsup g, (F') < inf lim J PFedpin = inff predp = J Imdp = f 1pdp = p(F).
n—00 e>0n—oo e>0

Zeige vi) = 1ii). Sei f beschrénkt und messbar mit p(Uy) = 0. Behauptung: Fiir alle
D eB(R) gilt 0f 1(D) c f1(0D) uUy. Sei x € 0f (D) und f stetig in z. Zu § > 0 existiert
ein € > 0 mit f(B.(z)) ¢ Bs(f(z)). Es existiert ein y € f71(D) n B(z) und es existiert
ein z ¢ f71(D),z € B.(x), d.h. z € f1 (R~ D) n B.(x). Somit ist f(y) € Bs(f(x)) n D und
f(2) e Bs(f(x))nDC. Sei nun A = {y,u(f_l({y})) > 0}. Die Atome von po f* sind héchstens
abzdhlbar, also gibt es ein N e N mit yo < —[flo <v1 <y2 <... <yn-1 < | fllo < yn mit
yi ¢ Aund |y -y <e. Sei B = f~Y([yi1,y:)) fiiri=1,..., N, dann ist E = Uﬁl E; und es
gilt p(0E;) < p({f ™ (wir))}) + ({7 (i) }) + u(Uy) = 0. Also folgt

N

N
1Mn(Ei)yi:ZM(Ei)yi35+ffd,U“

N
lim supf fduy, <limsup E yilg, dpy, = limsup
i=1

n—o0 n—oo ) =y n—oo -
Das analoge Argument fiir —f und £ \ 0 zeigt ii).

Zeige viit) = vii). Es gelte g = v—lim i, und p(E) > limsup p,, (E). Nach Beobachtung 3.10
gilt aber auch p(E) < liminf, p,(E), d.h. p(E) = lim p, (E).

Zeige vii) = v). Sei G c E offen und ¢ > 0. Wéhle geméfl Beobachtung 3.4 ein K ¢ G
kompakt mit u(G ~ K) < e. Da E lokalkompakt ist, gibt es eine kompakte Menge L mit
KcL°cLcG. Esist §:=d(K,L°) >0 und fir pgs(x):=1- (%d(x,K) A1) gilt 1k < pres <
17, <1g und pg s € C.(E). Damit folgt

liminf p, (G) > limian pK.5 Ay = J pr.sdp > p(K) > p(G) —e.
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Mit € N 0 folgt nun v). O

Definition 3.12. Seien X, X1, Xo,... Zufallsvariablen mit Werten im metrischen Raum E.
X, konvergiert in Verteilung gegen X, wenn die Verteilungen L£(X,) € My(FE) schwach

gegen L(X) konvergieren. In diesem Fall schreibt man X, LA X oder X,, = X fiirn — oo.

Gelegentlich schreibt man X, EA w bzw. Xy = p, wenn p=L(X) und X unspezifiziert bleibt.

Konvergiert X,, in Verteilung gegen X, so gilt fir alle f € Co(E): E[f(X,)] = E[f(X)].
Sind X, X1, Xs, ... Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum mit Werten in

einem separablen metrischen Raum E, so sagt man X, - X stochastisch, falls d(X,, X) =0

stochastisch. In diesem Fall schreibt man X, LR X.
Gilt X,, > X stochastisch, so gilt auch X,, = X, denn fiir f € C,(E) nLip(F) gilt
B[ (Xn) = (XD < E[Lf - d(Xn, X) A 2] fll o] = 0.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Beispiel 3.13. Seien X, X1, Xo, ... unabhéngig und identisch standardnormalverteilt. Dann
gilt X,, = X, aber nicht X, i X.

Beobachtung 3.14 (Lemma von Slutsky). Seien X, X7, Xs,...,Y],Ys, ... Zufallsvariablen
mit Werten im separablen metrischen Raum E. Gilt X,, = X und d(X,,,Y,,) — 0 stochastisch,
dann gilt auch Y,, = X.

Beweis. Sei f €Cy(E)nLip(E). Dann gilt |f(z) - f(y)| < Ly-d(x,y) A2 f]e- Also gilt

[BLf(Ya) - f(XO] <E[f (V) - f(Xa)[] + [E[f(Xn)] - E[f(X)]]
<E[Ly-d(z,y) A 2| fle] + [ELf(Xn)] - ELf(X)]] = 0.

O]

Lemma 3.15 (Continuous mapping theorem). Seien (E1,d;) und (E2,ds2) metrische Riume,
o 1 — Ey messbar und U, die Menge der Unstetigkeitsstellen von .

i) Sind pu, i, pa, ... € My (By) mit pin = pund p(U,) =0, s0 gilt pin 0 ™' = ot

i) Sind X, X1, Xo,... Ei-wertige Zufallsvariablen mit P(X € U,) =0 und X,, = X, so gilt
P(Xn) = o(X).

Beweis. i) Sei f € Cy(E3), dann ist f o ¢: E; — R beschrankt und messbar und es gilt
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Ufop € Uy, d.h. pu(Ugoy) = 0. Also gilt nach Satz 3.11 d4i)
ffd(unw‘l) =Jf°<pdun W—Jffosodwffd(uw‘l)-
ii) Setze p, = L(X,,) und p = L(X). Dann folgt die Aussage mit 7).

O]

Bemerkung 3.16 (Der Fall E =R). e Mc(R) ist durch seine Verteilungsfunktion F),(z) =
p((—o0,x]) festgelegt. Es gilt F,, = F),, wenn F), (x) — F,(x) fiir alle Stetigkeitsstellen x
von F),. Dies ist dquivalent zu ffd,un - ffd,u fir alle f € Cp(R) (vgl. [Depl4, Definition
4.1, Satz 4.10)).

3.3 Straffheit

Definition 3.17. Sei E ein metrischer Raum. K ¢ M¢(E) heifit straff (engl. tight), falls
fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K c E existiert mit

suppu(ENK) <e.
nelkl

Beispiel 3.18. i) Ist E polnisch, so ist {u} fir jedes p € M¢(FE) straff nach Beobach-
tung 3.4.

ii) Ist E kompakt, so sind M1 (E) und M. (F) straff.

iii) Sind Xj,i € I reelle Zufallsvariablen mit sup E[|X;|] =: ¢ < o0, so ist {L(X;) | i € I} straff,
denn mit der Markov-Ungleichung gilt

P (|XZ-] > f) <SE[X|]<e
€ c
fiir alle 4 € I und fiir jedes € > 0.
iv) Ist £ =R, so sind {d,, | n € N}, {N(0,n) | n € N}, {Unif([-n,n]) | n € N} nicht straff.
) ) { b ) ) )

Satz 3.19 (Satz von Prohorov). Sei E ein metrischer Raum und K ¢ M (E). Dann gilt:
i) Ist IC straff, dann ist K relativ (folgen-) kompakt beziiglich schwacher Konvergenz.

1) Ist E zudem polnisch, so gilt auch die Umkehrung, d.h. ist IC relativ (folgen-) kompakt

bzgl. schwacher Konvergenz, so ist K straff.
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Beweis. Zeige zunéchst ). Sei K straff. Wahle kompakte Mengen K7 ¢ Ko c ... c E, sodass
fiir alle j € N gilt

supp (EN Kj) <
pell

S|

Uj2, K ist o-kompakt und es gilt ;1 (E NUR K j) =0 fiir alle y € K. Nehme also an, dass
selbst o-kompakt (insbesondere separabel) ist, ansonsten schrinke die p ein auf E’ := Uiz Kj.
Sei x1, 2, ... eine Aufzdhlung einer dichten Teilmenge von E.

’H::{UKjinti(xli)\meN, jieN, l;eN, g >0, eie(@}
j=1

ist ein abzdhlbares System von kompakten Teilmengen von E. Sei (p,) ¢ K und sei H =
{H;,Hs,...} eine Aufzdhlung von H. Wihle eine Teilfolge nj ~ oo, sodass

Hm pi, (H) = a(H)
fiir alle H € ‘H existiert (moglich durch Diagonalargument). Fiir G c E offen sei
p(G)=sup{a(H) | HeH, Hc G}, p'(2):=0,
flir B c E beliebig sei
p*(B) :=inf {*(G) | G offen,G > B} .

Dadurch ist u* wohldefiniert.

Zeige nun: p* ist ein dufleres MaB. Es gilt p*(@) = 0 nach Definition und p*(B) < p*(B')
fiir B ¢ B’ nach Konstruktion. Es bleibt also nur noch die o-Subadditivitat zu zeigen. Seien
dazu G1,Ga,... ¢ E offene Mengen, H 3 H c U;>, G,,. H ist kompakt, d.h. es existieren
reN, j; €N, g € (0,00) nQ und paarweise verschiedene m; € N mit H c U]_; B.,(z;,) und
Be,(xj,) c G, fiir i =1,...,r. Weiter ist H c Kj; fiir ein gentigend grofies jo € N. Sei

Hy, = Kj, N Ul {Bei(:cji) | Be,(xj,) c Gm}.
Dann ist H,, c Gy, und H c Hy,, U... U Hp,, . Also gilt
a(H)<a(Hp,)+...+a(Hp,) <p* (G ) + oo+ 15 (G, ) < 0 0 (G).
n=1

Nehme nun das Supremum tber alle H c G, dann folgt

n=1

N* ( § Gn) < iﬂ*(Gn)'
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Seien nun By, Ba, ... c E beliebig. Wihle Gy, offen mit B, ¢ Gy, und p*(By) 2 p*(Gn) - 57
fiir € > 0. Dann gilt

w(Om) s (D) Sur@s X (@ ) <er S,

n=1 n=1 n=1

Mit e \ 0 folgt die o-Subadditivitiat von u*.

Zeige weiter, dass jede offene Menge G ¢ E p*-messbar ist, d.h. fiir alle B ¢ E gilt u*(B) =
w (BnG)+p (BnG°). Seien dazu G c E offen, B c E beliebig und £ > 0. Sei O o B offene
Obermenge mit p*(O) < p*(B) +e. Seien Hy € H mit Hy c OnG und p*(OnG) < a(Hy) +¢,
Hjy € H mit Hy c OnHY und p*(OnHY) < a(Hz)+e. Dann gilt HinHy =@, OnG® c OnHf
und Hy U Hs c O. Mit der Monotonie von p* folgt nun

p(B)+e>p*(0)>a(HyuHsy)=a(H) +a(Hy) >p (OnG)+pu (OnG) -2
> (BnG)+p (BnG°) - 2e.

Mit € N 0 folgt nun die p*-Messbarkeit von G. p* ist also ein dufleres Mafl und die Erzeuger-
mengen von B(FE), die offenen Mengen, sind p*-messbar. Nach dem Satz von Caratheodory
(vgl. [Depl4, Satz 1.50]) ist u* ein Mafl auf B(E).

Zeige nun, dass p* = w = limy_, o0 fin, . Es gilt fiir alle j e N

* . . 1
also p*(E) > limsup pp, (E). Sei G c E offen und H € H mit H c G. Dann gilt
O(H) = lim ju,, (H) < i 1, (G) < limint iy, (G).

Nehme nun das Supremum tiber H ¢ G, H € H, dann folgt p*(G) < liminf py,, (G). Mit
Satz 3.11 v) folgt nun die Behauptung.

Zeige nun ii). Sei E polnisch und x1, 9, ... eine Aufzdhlung einer dichten Teilmenge von
E. Sei

N
A n= | Ba(x).

n=1 "

Dann gilt A, v 7 N-oo E fiir jedes n € N. Sei K ¢ M<i(E) schwach relativ (folgen-) kompakt
und sei

0 = sup inf sup u(AS ).
neN NeN e ( n’N)

Zeige, dass 0 = 0. Sei n so grof3, dass es fiir jedes N € N ein puy € K gibt mit ,uN(A;,N) > g.
Sei N}, eine Teilfolge mit N, # oo und pn;, iR i€ M (F). Da A;’ N abgeschlossen ist, gilt
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mit Satz 3.11 iv)

J

(A5 N) 2 li;nsup,uNk (A% N) 2 hanUPHNk(A%,Nk) 25

Mit NV — oo folgt 0 = i(@) = limy—eo fA(Aj, y), also auch § = 0.
Sei e > 0. Wahle n, Nj, € N mit sup,ec (A7, ) < 57+ A= N5%1 An,n, ist totalbeschrénkt,

d.h. wegen der Vollstindigkeit von E ist A kompakt. Dann gilt fiir alle p € K:

- £

on =

W(AF) < u(A°) - u( IA;,Nn) DWIEISED

n= n=1

also ist IC straff. O
Korollar 3.20. Ist E kompakt, so sind M« (E) und My(E) schwach (folgen-) kompakt.

Beobachtung 3.21. Sei FE ein polnischer Raum und seien i, p11, o, . .. € M<1(E). Dann sind
dquivalent:

1) p=w—lim py,.

i) {un | m € N} ist straff und fir eine trennende Familie C c Cp(E) gilt f fdun — f fdup fiar
alle feC.

Beweis. i) = ii). Sei p = w —1lim p,,. Nach Definition gilt ffd,un - f fdu fir alle f € Cp(E),
insbesondere also auch fiir alle f € C fiir jede trennende Familie C c C,(E). Die Straffheit von
{1tn | m € N} folgt mit Satz 3.19 ii).

i1) = i). Angenommen g # w — lim p,,. Dann gibt es ein g € Cp(E), ein € > 0 und eine

U gdpin, — J gdp

Nach Satz 3.19 i) gibt es eine Teilfolge (n,); und ein v € M;(E) mit im, — v. Dann
j—o0

gilt fiir alle f e C
f fdv = lim J fdpin,, = f fdp.
]—)OO

Da C trennend ist, gilt 1 = v. Andererseits ist aber auch

U gdv - J gdp

was zu einem Widerspruch fithrt. Es muss also y = w — lim p,, gelten. O

Teilfolge (ng)y mit

2 €.

> €,
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Bemerkung 3.22. Sei E lokalkompakt und polnisch und seien p, i1, pa, ... € My(E). Dann
sind dquivalent:

i) p=w—limpy,.
ii) p=v-limu, und p(E) > limsup u,(F).
iii) p=v-limpu, und {pu, | n € N} ist straff.
Beweis. Die Aquivalenz von i) und 4i) gilt nach Satz 3.11, i) = ii7) ist klar.

ii1) = i). Sei L ¢ E kompakt mit sup,, un(E ~ L) <1. Sei h € C.(E) mit h > 1. Dann gilt

sup un(E) <1+ Supf hdg, < oo,
n n

demnach ist auch ¢ := u(E) v sup,, in(E) < oo. Dann sind u' = %,u,uil = %un e M. (F), also
!, < 1. Da E lokalkompakt ist, ist C.(E) trennend fiir Mci(E), also folgt u’ = w — lim pi/,
mit Beobachtung 3.21 und damit auch u = w —lim p,,. O

3.4 Charakteristische Funktionen
Vorbemerkung. Sei E ein messbarer Raum. Eine Funktion
f:E—-C=R? v Ref(z)+ilmf(x)

ist genau dann messbar, wenn Re f und Im f messbar sind (beachte B(R) ® B(R) = B(R?) =
B(C)). Ist p ein Ma8 auf F, dann heift f p-integrierbar (schreibe auch L& (p)), wenn

Ref, Im f e L' (). Es gilt f e £&(u) genau dann, wenn |f| = /ff € £} (11), denn

1

|Re f|,|Im f| < |f] = ((Re £)? + (Im £)?)? < V2(|Re f| + |Im f]) .

J fdp = J Refdu+if Im fdu.

Das Integral ist C-linear und es gilt U fd,u‘ < f | fldp.

Man setzt

Definition 3.23. Sei e M(R?). Die Punktion
0uRY-C, te f B2 1 (dr) (3.1)

heifit die charakteristische Funktion von . Dabei ist (t,z) = ¥4, tjx;. Fiir eine RY-wertige
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Zufallsvariable X schreiben wir
ex(t) = B[] = pr(x) (1), (32)

Bemerkung 3.24. In der Analysis ist auch die Bezeichnung Fourier- Transformierte iiblich,

zum Teil mit anderen Vorzeichenkonventionen.
Beispiel 3.25. i) Ist X diskret, so gilt ¢x(t) = ¥, P(X = )¢’ insbesondere ist

¥Ber(p) (t) = peit +1-p,

(7 n-k i i n
#Bin(np) () = E:(k)pk(l—p) Fe' = (pe +1-p)",
k=0

SN eit—
SOPoi()\) (t) = Z e )\Fe th _ 6)\( 1)‘
k=0 .

ii) Es ist on(,02)(t) = e'#=37°t Betrachte ohne Einschrankung (vgl. Lemma 3.26, 7)) den
Fall ;1 =0,0% = 1. Es gilt

1 a2 2 (1 e 2
e 2dr=e 2 e 2 dex=e 2.

" t) = itx
QON(}L, 2)( ) f_me \/ﬁ \/ﬁ

o0

=1

1 it in
iii) SDUnif([—l,l])(t) = %f_l e"rdr = = t(t)'

Lemma 3.26. Seien X und Y R-wertige Zufallsvariablen, a € R und b e R%. Dann gilt:
i) lex ()] <1 =px(0) und ¢x ist gleichmdfig stetig.

ii) axb=€"Pox(at).

iii) o_x(t) = <pX—(t) Insbesondere ist wx reell, wenn X symmetrisch verteilt ist.

w) Sind X,Y unabhdingig, so ist px.y(t) = px(t)ey(t). Analog ist Yuw, = pupy fir p,v e
M (RY).

v) 0<1-Repx(2t) <4(1-Repx(t)).
Beweis. 1) Zeige die gleichméfige Stetigkeit von ¢x. Sei € >0 und K so gro8, dass

P(X ¢[-K,K]*) <

=1 m
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. iy _ . / d . 4! . [
Dann gilt wegen [e" — 1| < |y, y € R fiir alle ¢,t' € R* mit [t —t'| < § := YNGR

ox () - ex () <E[

piEX) _ ei(t’,X)H

cilt=t".X) _ 1| .

2P (X ¢ )+E N e (X)) ]
<2P (X ¢ [-K,K]Y)+E[|(t-t', X)| 1[_g g7a(X)]
2P (X ¢ ) E[é\/gl2K-]l[_K,K]d(X)]

ii) Es gilt:
(PaX+b(t) -E [ez(t,aX+b)] -E [ez(t,b)ez(at,X)] _ €Z<t’b>90)((at).

iii) Es gilt:
fr() =B [e]-B[ 9] B[] 5.

iv) Da X und Y unabhéngig sind, gilt:
oxsy =E I:ez’(t,X+Y):| -E [ei(t,X)ei(t,Y)] -E I:ei(t,X):I E [ez’(t,Y)] = ox (H)ey ().
v) Mit Hilfe der Additionstheoreme des Kosinus gilt:

0<1-cos(2(t, X)) =2(1-cos?({t, X))) = 2(1 + cos({t, X)))(1 - cos({t, X)))
<4(1 -cos((t, X))).

Da Repx(t) = E[cos({t, X))], folgt damit die Behauptung.

Definition 3.27. Sei K€ {R,C}. C c Cp(E,K) heifit eine Algebra, wenn gilt
i) 1eC.

it) f+g, fgeC firalle f,geC.

it1) af €C fir alle f €C, aeK.

C heifit Punkte trennend, wenn fir alle x + y € E ein f € C existiert mit f(zx) # f(y).

Satz 3.28 (Satz von Stone-Weierstrafl). Sei E ein kompakter, topologischer Raum, K € {R, C}
und C c Co(E,K) eine Punkte trennende Algebra. Falls K = C sei C abgeschlossen unter
komplexer Konjugation. Dann liegt C beziiglich der Supremumsnorm dicht in Cy(E,K).
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Beweis. Bemerke zunichst: Der Abschluss C von C beziiglich der Supremumsnormtopologie
ist selbst eine Algebra. Betrachte zunéchst den Fall K = R.

Zeige zuerst, dass fiir f,g € C auch fAg, fvgeC. Sei dazu p,(t) eine Folge von reellen
Polynomen mit sup;o 1 Ipn (t) =V/t| = 0, n — oo (wiihle zum Beispiel die Bernstein-Polynome

pa(t) = Tiy (2)EF(1 - )" */E). Sei 0% f ¢ C. Dann gilt

|f|ea

Co | fllopn(t) ( e ) =

[0

Somit sind auch f\/g:%(f+g+|f—g|)eaund f/\g:%(f+g—|f—g|)eéfﬁr f,geC.
Sei nun f € Cy(E,K), z € F und ¢ > 0. Zeige, dass es ein g, . € C gibt mit

n—oo

Gue(x) = f(z) und gpe< f+e. (3.3)
Da C Punkte trennend ist, gibt es zu jedem z € E, z # x ein H, € C mit H,(z) # H,(z) = 0.

Setze
) = 1)+ LD ). o) - o).

Dann ist h, € C und es gilt fiir alle z € E: h,(x) = f(x) und h,(z) = f(z). Also existiert eine
offene Umgebung U, von z mit h.(y) < f(y) + ¢ fiir alle y € U,. Da E kompakt ist, lasst sich
E mit endlichen vielen solcher Umgebungen {iberdecken, d.h. Ec U, u...uU,, fiir geeignete
21,...,2n. Dann erfiillt

Gze=min{h, ..., h;, } (3.4)

die geforderten Bedingungen in (3.3).

Sei nun z € F und € > 0. Wéhle g, . gemé8 (3.4) und wéhle eine offene Umgebung V,, von
x mit g, (y) > f(y) —e fiir alle y € V,. Da E kompakt ist, ist £ c V,, u...uV,,  fiir geeignete
Tlye.nyTm. Setze

g ‘= max {911,57 e vg:r:m,a} .
Dann gilt f —e<g < f+e¢, also liegt C dicht in Cp(E,R).
Betrachte nun den Fall K = C. Fiir f ¢ Cist Ref = 3(f+ f), Imf = L(f-f) e C.
C':={Ref|feC}cCy(E,R) ist eine Punkte trennende Algebra. Es gilt
Re(fg) = Re(f)Re(g) —Im(f)Im(g) und Im(f)=Re(-if),
also ist C =C’ +4C’ und liegt damit nach dem ersten Fall dicht in C,(E,C). O

Korollar 3.29. Sind pu,v € ./\/lf(]Rd) mit o, = @y, s0 gilt p=v.

Beweis. Sei f € C.(R?). Zeige f fdp = f fdv, denn falls dies fiir jedes solche f gilt, soist u=v

40



nach Beispiel 3.6. Ist f =0, so sind die Integrale gleich. Betrachte also den Fall f #0. Seie >0
und K so groB, dass supp(f) c [-K, K%, p (RN [-K, K]%) < ﬁ und v (RN [-K, K]9) <
m. Fiir m = (my,...,mq) € Z und = = (21,...,74) € R? sei f,, x(x) = ¢'x ™) Die von
{fm,k | m e Zd} erzeugte Algebra C trennt Punkte von R?/2K7Z%. Nach Satz 3.28 gibt es ein

g eC mit |f - g| <e auf [-K, K]? und es gilt (beachte: g € C ist 2K-periodisch, insbesondere
gilt [|glleo = sUPLe[_ k74 [9(2)])

J |f = gldp < ep([K, K]%) + 2| f oo 1t (RN [, K]7) < ep([-K, K]%) + & <ep(R7) +e.

Die analoge Abschéitzung gilt ebenso fir v. Zusammen folgt daher

deu—ffdv Jgdu—fgdv

=0 da @u=py
Mit € N 0 folgt damit die Behauptung. O

<

: f = gldpi+ f 1 = gldv < (R + v(RY)) + 22,

Korollar 3.30. p € M#([0,00)) ist durch seine Laplace-Transformierte

L,(\) = J e u(dr), A20
eindeutig festgelegt.
Beweis. Betrachte E = [0, 00]. E ist kompakt. Fiir A > 0 sei

0, A>0

i E—[0,1], ze M r<oo, oo
1, A=0

C={Xaifr,|neN, a; R, \; >0} ist eine Punkte trennende Algebra, also folgt die Be-
hauptung mit Satz 3.28. O

Korollar 3.31. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in [a,b]. Dann ist ihre Verteilung
durch ihre Momente my, := E[X"],n =0,1,... festgelegt, denn die Polynome liegen dicht in
Cy([a,b]).

Bemerke: Die Aussage des Korollars gilt nicht, wenn der Wertebereich von X unbeschréinkt
ist. Betrachte dazu folgendes Gegenbeispiel: Sei X ~ N(0,1) und setze Y := eX. Y ist log-
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normalverteilt mit Dichte fy (y) = \/L_le_%(logy)a y > 0. Es gilt:

* 1 1,2 1,2 1,2 1,2
mp = EB[Y"] = E[e"*] = j ——e 2T dg - e2™ =2
oo V2T

=1

Sei b > 0. Y, habe die Verteilung P(Y; = be™) = Lo e 2% k€ Z mit Cy = Ty bre 25
Dann gilt fiir die Momente von Yj:
1,2 n b ke 2¥ p=(k=m) =3 (k-n)® Cy

1 1.2
e 2" E[Y"]=e 2" beF)' ——— = = =

1.

Es gilt also E[Y"] = E[Y,"] = 65”2, aber Y und Y; haben offensichtlich nicht dieselbe Vertei-
lung.

Satz 3.32 (Lévys Stetigkeitssatz). Seien P, Py, Ps,... € M, (]Rd) mit charakteristischen
Funktionen v, 01,02, . ...

i) Ist P =w-1lim P,, so gilt ¢, — ¢ lokal gleichmafig.

it) Es gelte @, — [ punktweise gegen ein in 0 stetiges f: R - C, dann gibt es ein Q €
My (Rd) mit f =@q und Q =w-lim P, (vgl. [Depl4, Satz 4.33] im Fall d=1).

Lemma 3.33. Sei § c M, (Rd) straff. Dann ist {¢, | p € §} gleichgradig gleichmdafig stetig,
das heifit fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, sodass fir alle t,t' e R mit |t —t'| < & gilt

sup |pu () — ()] < &.
HET

Beweis. Es gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

f ) (ei(t—s,x) _ 1) (ei(s,x)) /L(d(l?)
R

2

[ou(t) = pu(s) <

< pilt=s,z) _ 1|2 J(dz) f ei(s,gg)‘? (d)
Jra Rie
-1
_ J:Rd (ei(t—s,x) _ 1) (e—i(t—s,x) _ 1) /L(d.%)
[ o (1-Re (e

Rd
- 2(1-Re(pu(t-9))).

42



Wiihle K so grof, dass sup,,cz i (RIN[-K,K]%) < % und wihle ¢ so klein, dass fiir alle |u| < 0
gilt sup,er_ g xye |1 - ei<“’x)| < %. Dann gilt fiir alle p € §, t,t’ € R mit |t — /| < 6

2 2
pu(dr) <2 (% + 26—) =2,

(1) = 0u ()] <2 (1-Re (pu(t-1))) < QJ ‘1 _ ilt—t) -

O

Beweis von Satz 3.32. Die punktweise Konvergenz ¢, — ¢ in 7) ist klar und die lokal gleich-
méBige Konvergenz folgt damit aus Lemma 3.33 (vgl. z.B. [Klel3, Lemma 15.22] fiir weitere
Details).

Zu ii) zeigen wir zunéchst, dass {P, | n € N} straff ist. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass
Prgk) = PnOngl, wobei m,: R? - R die k-te Koordinatenprojektion ist, eine straffe Familie sind,
denn es gilt P, (Rd N [—K,K]d) <>t Pék)([—K, K1%). Fiir s e Roist o, (8) = ¢n(s-ex),
wobei e, der k-te Einheitsvektor im R? ist. Nach Voraussetzung gilt gpp(k)zs) - f(s-e) und
s f(s-eg) ist stetig in 0 mit f(0-ep) =1. Sei !

_smz, 20

h(x):{(l) ’ z=0

und a :=inf {h(x) | |z| > 1} = 1-sin(1) > 0. Dann gilt fir € > 0 und M geniigend groff mit dem
Satz von Fubini:

P& ([-M, M) < é [ h (1) P®) (dz)

Jierrane WM
r 1
1 J 1 - cos (ti)dtPék)(dx)
a) [-M, M) Jo M

rl
f 1 -cos (ti) P (dz) dt
Jo Jaane M

1 (! t
<= | 1-Re(pn(—ex))at.
a), e(@ (Me’“))
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Damit folgt:

n— o0 a n-ooco M

1 (! t
= —f limsup1 - Re (cpn(—ek))dt
a 0 n—o00 M
1
1 t
=—| 1-R — dt
aL e(f(Mek))

<e,

1
limsup PF) ([-M, M]°) < llimsupJ 1-Re (gon (iek)) dt
0

also ist { P, |n € N} straff. Nach Satz 3.19 gibt es eine Teilfolge (F,,); mit Py, — > Q und
]—)00

mit ) gilt f = ¢g. Somit folgt @ = Q' fiir jede konvergente Teilfolge (P, )i mit P, 5LQ. O

Erinnerung 3.34. Sei X eine reelle Zufallsvariable mit E[|X|"] < co. Dann ist ¢x n-mal

stetig differenzierbar mit
n

%@X(t) E[(’LX)” ti]

(vgl. [Depl4, Lemma 4.34]), denn die Restgliedabschétzung der Taylorentwicklung liefert
x)k

mo(1

k=0

|x|n+1 2|x|n
(n +1)!

und somit

()X _ itX Z (Zh)ka
e

gl

<E |h|n+1|X|n+1 2|h|n|X|n
N (n+1)! n!
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4 Zentrale Grenzwertsatze

Erinnerung 4.1 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X1, X2, ... unabhéngige, identisch verteil-

te, reelle Zufallsvariablen mit x:= E[X;] und o2 := Var[X1] < co. Sei

1 n
= m;(x _

Dann gilt S = N(0,1), n — oo, denn es gilt mit der Taylorentwicklung

(t) = (t)n— B 1+0—2 _102i+0 )
P T\P S S\ V2 )] T Vno? 2 no? \no?

Die aus der Einfithrung in die Stochastik bekannte Version des Zentralen Grenzwertsatzes

by e
P(a< S, <b) — 2—67(7(1{13
7T

n—>oo

folgt aus L£(S);) = N(0,1) zusammen mit Satz 3.11 vi).

Satz 4.2 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Dreiecksschemata). Fiir n € N sei k, € N und X, 1,
Xn2.oo, Xnk, € L2(P). (Xni|1=1,2,...,k,, neN) heifit Dreiecksschema von Zufallsvaria-

blen. Firn e N seien X, 1, Xn2 .. Xn k, unabhdngig mit E[ X, ;] =0 und Zk” Var[ X,
(das Schema ist ,zentriert* und ,,normzert“). Setze

kn
Sn = Xn,l-
=1
Es gelte die Lindeberg-Bedingung
kn 5 kn
LTL(E) = ;E I:Xn,l ° H{X»,21J>52}:| VaI' Zl [ {Xﬁ,l>€2Var[Sn]}] n—»oo> O

fiir alle € > 0. Dann gilt S, = N(0,1), n - oo.
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Bemerkung 4.3. i) Falls (X,,;) die Lyapunov-Bedingung

1 & 2467 )
Vst PP 2 0 2

fir ein 0 > 0 erfiillt, so gilt auch die Lindeberg-Bedingung (4.1), denn
E I:szL,l ’ H{Xz z>52}:| < 5_6E [|Xn,l|2+6] :

ii) Die Lindeberg-Bedingung (4.1) impliziert

7}1_13)10 [max P (|Xn>€) =0, (4.3)
denn
o 1
max P (1Xail>) S L P (Xl >€) s —22E[ Ao ooy | 720

Man sagt auch: Das Schema ist ,,asymptotisch vernachléssigbar®. Es gilt auch die Um-
kehrung: Gilt (4.3) und S,, = N(0, 1), so gilt auch (4.1) (vgl. [Kal02, Theorem 5.12]).

Beweis von Satz 4.2. Bemerke zunéchst: Sind z1,...,2p,27,...,25, € {z € C||z| < 1}, so gilt

n n ,
HZJ'_HZJ
j=1 i=1

n
<D lzi-
j=1
denn fiir n =2 gilt
2122 — 21 29] < |z120 — 21 20| + |21 20 — 21 2] = |20]|21 — 21| + |21 |22 — 2] < |21 — 21| + |22 — 25|

und der allgemeine Fall folgt induktiv.
Sei ¢, = E[Xfl,l] = Var[X,,;] und ¢, ;= E [eitxnvl]. Es gilt

limsup max ¢, ; =0,
n—oo 1<I<kn,

denn es gilt wegen (4.1) fir alle £ >0

kn
2
max ¢, <2+ S E —c
i eng <0 B[ X0V | e
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Damit folgt

‘E [eitSn] _ efétQ

En En 1 2

= [ Tena(t) - [Te 2
=1 =1

kn

<,

=1

kn *lc lt2
<y ‘Son,l(t) —e 2 ’
=1

1Cnlt

1 2
e 2 —1+§cn7lt .

kn
>

=1

1
¢n71(t) -1+ §Cn7lt2

Mit Erinnerung 3.34 ldsst sich das Argument der ersten Summe durch das Restglied der
Taylorentwicklung abschétzen:

1 | Xl
On(t) —1+ EC”’lt2 <E [|Xn,,|2 A % <cE[X},]+E [Xfl’l : IL{X2 l>€2}] .

Weiterhin gilt

Lo it? 1(1 Lo 4
e 2t 1 4 §Cn7lt < 5 (§Cn7lt ) = gCth
Zusammen ergibt sich
itS 1) & Lo, t? Lo 9
‘E[e’ ”]—e 2 ngnl(t)—1+ cnlt e 2t — 14 —cy it
i=1 l i 2
kn t4 k"
<5chl+L (5)+—(max cnl)chl
=1 1<i<kn =1
4
=e+ L, (5)+—(max Cnl) —>5+0+0—5
1<l<ky,
Also gilt
1,2
lim sup ‘E ”S"] —e 2| <e
n—oo
Mit e \ 0 und Levys Stetigkeitssatz (Satz 3.32) folgt die Behauptung. O

4.1 Der mehrdimensionale Fall

Beobachtung 4.4. i) Sei X = (X1,...,X )" eine R%wertige Zufallsvariable. Die Kovari-
anzmatrix C' = (¢jj)ij-1,..,a mit ¢;; = Cov[X;, X;] ist symmetrisch und positiv definit,
denn ¢;; = Cov[X;, X;] = Cov[X;, X;] = ¢j; und fiir a = (ay,...,aq)t € R? ist

a'Ca = Z a;iCija; = Z a;a;Cov[X;, X;] = Cov
i,5=1 ,5=1

d d
Z: Z: ] Var[(a, X)] > 0.

ii) Sind Zi,...,Z, unabhingig und standardnormalverteilt, so hat Z = (Z1,...,Z4)" die
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Dichte 1
d d 1 2
fz(z)=(2m)"2 exp(—§( 2y +z§)) =(2m) " ze72l2l7) 2 e RY

L(Z) heifit die d-dimensionale Standardnormalverteilung.

iii) Sei p € R? und A = (a;;) € R4 Dann hat X := p + AZ den Erwartungswert(-vektor)
E[X]=(E[X1],...,E[X4]) = p und die Kovarianzmatrix C := AA*, denn

COV[Xk, Xl] = Cov

d d d
L+ Y akiZis i+ Y, al,sz] = Y. agia;Cov|[Z;, Z;]

i=1 Jj=1 3,5=1
d d
= Z akialjéij = Zakiali = (AAt)kl
3,5=1 i=1

Falls A vollen Rang d hat, so hat X die Dichte

fuc(x) —1<:v—u70‘1(w—u)>), zeRY,

V(2m)ddet C 2

denn fiir g(2) == p+ AZ gilt g7} (x) = A~ (z - p) und (%gj(z)), =Dg(z) = A. Also
1 27‘7

folgt mit der Dichtetransformationsformel und mit det C' = det (AAY) = (det A)*:

1

fuc(@) = f2 (07 @) oo

Falls A nicht vollen Rang hat, so besitzt X keine Dichte beziiglich \?.

Was ist jedoch in dem Fall, in dem A (und damit auch C) nicht vollen Rang haben?
Betrachte fiir u € RY:

d
E [ei(u,X)] -E I:ei(u#) . ei(u’AZ):I = Mg [ei DAY ukaklZl] = iwn) H E [ei i, UkaklZl:I
=1
d
= em I e (S ukan)’ _ gilup) =5 S (@A) ifup) - S(utAutA)
=1
= piluap) =g (utut AAY) _ Jifunp) o= (u,Cu).

Dies legt folgende Definition nahe.

Definition 4.5. Sei p € RY, C' € R™? symmetrisch und positiv definit. X heifit d-dimensional
normalverteilt mit Erwartungswert p und Kovarianzmatrix C, falls

ox(u) = oilun) =5 (u,Cu)
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Man schreibt auch L(X) = N(u,C).

Bemerkung 4.6. Sei X ~N(u,C), AeR¥? und Y := AX. Dann ist Y ~ N(Ap, ACAY), denn

E [ei(u,Y)] -E [ei(u,AX)] -E [ei(Atu,X)] _ ei(Atu,,u)efé(Atu,CAtu) _ ei(u,Au)e—%(u,AC’Atu)'

Lemma 4.7 (Cramér-Wold device). Fiir n € Nu {oo} seien X, = (Xn1,..., Xnn)t Zufalls-
variablen. Dann sind dquivalent:

i) Xp = Xoo, n — 0.
i) L\ Xn)) —— L (N Xoo)) fiir alle X e R?.

Beweis. Es gelte zuniichst X,, = X, n — co. Betrachte f(z) = ¢!™?). Es ist f € Cy(R%, C),
also gilt fiir alle t € R, \ e RY

E [eit()\,Xn)] . E I:eit(/\,Xoo)] _

n—oo

Somit folgt i) aus Satz 3.32 (Lévys Stetigkeitssatz).
Es gelte nun i7). Nach Voraussetzung gilt fiir alle A € R?

E [ei(A,Xn)] N ) I:ei(/\,Xoo)]

n—-oo

und somit folgt ¢) mit Satz 3.32. O

Satz 4.8 (Zentraler Grenzwertsatz im R?). Seien (X, )neny unabhingige, identisch verteilte,
d-dimensionale Zufallsvariablen mit E[X1] = p und Cov[X1] = C. Setze S} := W
Dann gilt S}, = N(0,C), n - oco.

Beweis. Sei A e RY, X)) := (A, X,,) und S) := (), S}). Betrachte ohne Einschréankung p = 0.
Mit dem Zentralen Grenzwertsatz in R gilt S = N(0, Var[X7]) = N(0, (), C\)), also gilt

E [ei(,\,s;;)] EEEENPES [P ePY)

n—oo

Somit folgt die Behauptung mit Lemma 4.7. O
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5 Unendlich teilbare Verteilungen

Definition 5.1. Fine reelle Zufallsvariable X heifst unendlich teilbar (auch unbegrenzt teil-
bar), wenn es zu jedem n € N unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen Xy 1,. ..,
X gibt mit X £ Xy, 1+ + Xy

Analog heifit € My (R) unendlich teilbar, wenn es zu jedem n € N ein p, gibt mit p =
[ % o % i = "

Eine charakteristische Funktion ¢ eines Wahrscheinlichkeitsmafes p auf R heifit unendlich
teilbar, wenn es zu jedem n € N eine charakteristische Funktion o, eines Wahrscheinlichkeits-
mafes gibt mit ¢ = ¢;,.

Beispiel 5.2. i) ¢, ist unendlich teilbar, denn §, = 0% .
ii) N (u, 02) ist unendlich teilbar, denn N (u, 02) =N (%, %)m
iii) Die Gammaverteilung I'(r, A) mit Formparameter r und Skalenparameter A mit Dichte
f(z)= %x“le—)‘xﬂ(om)(:ﬁ) ist unendlich teilbar, denn I'(r,\) =T° (%,)\)m

iv) Die Cauchyverteilung Cau(a) mit Parameter ¢ und Dichte f(z) = &+ —*

TN ist unendlich

teilbar, denn Cau(a) = Cau (%)*n.

v) Poi(\) ist unendlich teilbar, denn Poi(\) = Poi (%)

Beispiel und Definition 5.3. Zu v € M¢(R) \ {0} heifit
i |
CPoi(v) = ¢ ® =
n=0 n!

mit %0 := §y die zusammengesetzte Poisson- Verteilung (engl. compound Poisson distribution)
mit Intensitdtsmaf v.

Sind X7, X5, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ o := ﬁ
fir alle ¢ € N und ist N ~ Poi(v(R)) unabhéngig von Xi, Xs,..., so hat S := ijil X; die
Verteilung CPoi(v) und die charakteristische Funktion ist

PcPoi(v) (t) = exp (f (e"-1) V(dif)) -

R
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Es gilt CPoi(v + ') = CPoi(v) * CPoi(v'), insbesondere ist CPoi(r) unendlich teilbar.

Beweis. Sei A € B(R). Dann gilt:

P(SEA)—];]P(N kSeA)—ZP(N kE, X1+ +X,eA)

k
:ZP(N:k;)-P(X1+...+Xk€A):Ze—u(R)V(l]i) ~ sk
=0 k=0 '

(4)

- ée—”(m”(R)k A i @ L o R (A) = CPoi(v)(A).

k! v(R)* &

Fur die charakteristische Funktion betrachte

(E[¢™1])" P(V =)

Nk

popoiin)(f) =B [eitS] _ Z E [eit(X1+~~~+Xk):ﬂ_{N=k}:| -
~ 2

. k
Z V(R)V(R) (f et ﬂ(dx)) = exp (J e v(dz) - V(]R))
k=0 R R

exp ( JR (e 1) y(d:p)) |

Satz 5.4. Ein u € My(R) ist genau dann unendlich teilbar, wenn es eine Folge (vy)n C
M¢(R) {0} gibt mit CPoi(vy,) .
n—00

0

O

Lemma 5.5. Sei (¢,), eine Folge von charakteristischen Funktionen von Wahrscheinlich-
keitsmaflen. Dann sind dquivalent:

i) p(t) =lim, @ (t) existiert fir alle t € R und ¢ ist stetig in 0.
i) ¥(t) =lim, n (on(t) — 1) existiert fir alle t € R und v ist stetig in 0.

Dann gilt ¢ = e¥ und ¢ ist die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes.

Beweis. Fiir alle z € C mit |z - 1| < % gilt mit Taylorentwicklung

| -1

flog(2) - (== )] < ==

Insbesondere gilt fiir eine Folge (z,) c C:

limsupn|z, —1|<o0o <« limsupnlog(z,) < .
n—0o0 n—oo
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Sofern einer der Limiten existiert, gilt also

lim n(z, — 1) = lim nlog(z,). (5.1)
n—o0 n—>oo

Zeige ii) = ). Wahle z,, = ¢, (t), dann folgt mit (5.1), dass lim,, log (@' (t)) = log (lim,, ¢]:(t))

existiert fiir alle ¢ € R.

Zeige nun ¢) = 7). Wir nehmen zunéchst an, dass ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € R gilt. Dann kénnen
wir (den komplexen) log(-) auf die Voraussetzung ¢(t) = lim,, ]! (¢) anwenden (wir verwenden
fiir gegebenes t einen Zweig, der in einer Umgebung von ¢(t) # 0 analytisch ist) und erhalten
mit z, = ¢, (t) aus (5.1) die Behauptung i1).

Offensichtlich gilt die Beziehung ¢(t) = e¥®).

Um ¢(t) # 0 sicherzustellen, zeigen wir, dass ein 7 > 0 existiert mit
1 2 .
lp(t)| > 3¢ 7 fiir jedes t € R. (5.2)

Nach Satz 3.32 (Lévys Stetigkeitssatz) ist ¢ die charakteristische Funktion eines Wahrschein-
lichkeitsmaBes. Ebenso sind auch |¢|? = % und |p,|? charakteristische Funktionen von Wahr-
scheinlichkeitsmaBen, daher gilt |y, ()[** - |¢(t)|? lokal gleichméBig nach Satz 3.32. Es exis-
tiert ein € > 0 mit infy .. [p(t)] > %, denn p(0) =1 und ¢ ist stetig. Es gilt also

limsupsupn (1 - |cpn(t)|2) < o0.

n—oo  |f|<e

Nach Lemma 3.26 v) gilt fiir jede charakteristische Funktion ¢ eines Wahrscheinlichkeitsma-
Bes
0<1-Rep(2t) <4(1-Rep(t)).

Damit gilt also auch sup,, n (1 - [pn(2t)[?) < 0o und

P20 > lim inf exp (4n (e (D = 1)) = (e ()"

k
Also ist |p(t)] > L fiir [t] <, [o(t)] > (1) fiir [t <2, ..., |o(t)] > (3)" fir |f] < 2¥e, d.h.
1 = (1" k-1 k
o(t)] > ~1(Jt <€) + Z(—) (25 < |f] < £2%)
2 o1 \2
und man zeigt leicht, dass dies (5.2) impliziert. O

Korollar 5.6. i) Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.5 ist @" = €™ fiir jedes r > 0 die

charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes. Insbesondere ist p = (gpﬁ)n
unendlich teilbar.
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ii) Sei p:R — C stetig in 0. Dann ist ¢ genau dann die charakteristische Funktion eines
Wahrscheinlichkeitsmafes und unendlich teilbar, wenn es eine Folge (), von charak-
teristischen Funktionen von Wahrscheinlichkeitsmafen gibt mit @l (t) — @(t) fir alle
teR.

iii) Sei (fin)n € M1(R), pn unendlich teilbar und p, —— p. Dann ist auch p unendlich
n—oo

teilbar.

Beweis. 1) Sei ¢, wie in Lemma 5.5 und 1, mit ¢, = ¢,. Bs ist ™71 die charakteris-

n—00

,
tische Funktion von CPoi(rnpu,), also ist ¢" = ( lim e"(%_l)) =e.

ii) Sei ¢ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles und unendlich teil-
bar. Setze ¢, = go%. Dann gilt @' (t) = p(t) = ¢(t) fiir alle t € R.

Die Riickrichtung folgt aus Lemma 5.5.

iii) Sei p,, unendlich teilbar, d.h. es gibt eine Folge (vy,),, mit u, = v;;". Sei ¢, die zugehorige
charakteristische Funktion von v, und ¢ die charakteristische Funktion von u. Es gilt

vp™ = piy, = p und somit auch ¢! — . Also ist g unendlich teilbar nach 7).

O]

Beweis von Satz 5.4. Sei zunéchst (v,) ¢ Mf(R) mit CPoi(vy,) 5 . Jedes CPoi(vy,) ist
unendlich teilbar, also ist auch p unendlich teilbar nach Korollar 5.6 7).

Sei nun p € M;(R) unendlich teilbar, p = p;" fiir n € N. Sei ¢, = ¢, und ¢ = ¢,. Es ist
elen-1) - PCPoi(npu,) UNd een()-1) — o(t), also gilt CPoi(nuy,) — p. O

Bemerkung 5.7. Sei v € M¢(R) mit fR 22 v(dr) < 0o und X ~ CPoi(v). Dann ist
E[X]= J zv(dr) und Var[ X ] = f 2% v(dz).
R R
Beweis. Es gilt fur die Ableitungen von ¢x (t) = exp (fR et — 1 V(dx)):
P (t) = f iz v(dz) - px (t),
R
2
" _ 2 itz . itx
©x (1) —f -x‘e I/(da:)-gox(t)Jr(J ize V(da:)) .
R R

Also gilt
E[X] =-Z¢'x(0)=J zv(dz),
R
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Var[X]=E[X?] -E[X]? = -¢%(0) - (J :Ul/(da:)) =f 2% v(dz).
R R

Beobachtung 5.8. Sei b€ R, 0 >0 und v, € M¢(R) mit

1 1 1 1
supp(vg) © (k: k+1] [k+1,E)=:Ik, k=0,1,2,...

wobei % = oco. Sei weiter

Qg :=unk(dx), k=1,2,...

und Z ~N(0,1), Xj ~ CPoi(v}), k=0,1,2,... seien unabhéngig. Sei

X=b+ol+ Z(Xk —Oék).
k=1
Sofern M, := ¥.}_; (Xk — ag) f.s. konvergiert, ist X unendlich teilbar (nach Korollar 5.6, i),
denn alle ,,Bauteile” sind unendlich teilbar). Ist

3 Var[X;] =Y | 2*vp(da) < oo
k=1 k=1

dann existiert lim,, o M, denn (M), ist ein Martingal mit
supE[Mg] =Y Var[X;]= > 2% v, (dz) < oo.
neN k=1 k=1

Demnach: Wenn v = .77, v}, die Bedingung

f (:c2 A1) v(dz) < oo

erfiillt, so ist X eine unendlich teilbare Zufallsvariable und ihre charakteristische Funktion
ist

log (px (1)) = log (E[e"™]) +log (E[e"“7]) +log (E [¢"*°]) + ilog (E [e”(Xk*O‘k)])
= ith — %O’Qt2 +J ( e _ ) vo(de) + Z (e e _ - ita:) v (dx)

=ith — %O’Qt2 +f (e e _q - Ljpp<1y () - itz) v(dz).
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Definition 5.9. Fin o-endliches Maf$ v auf R mit v({0}) = 0 und f(wQ A1) v(dz) < oo
heif$t kanonisches Mafl. (b,02,y) mit beR, 0% € [0,00) und einem kanonischen Maf v heift
kanonisches Tripel.

Satz 5.10 (Lévy-Khinchin-Formel). Sei p € M (R) und 1(t) = logf e u(de). p ist genau
dann unendlich teilbar, wenn es ein kanonisches Tripel (b,o?,v) gibt mit

1 .
w(t) =th - 502152 + J (ezta: -1- ﬂ{|x‘<1}($) : itx) V(dI) (5.3)
Das kanonische Tripel ist dabei eindeutig festgelegt.

Beweis. Sei zunéchst ein solches kanonisches Tripel (b, 02, v) gegeben, sodass (5.3) gilt. Dann

folgt aus Beobachtung 5.8, dass p unendlich teilbar ist. Zeige nun, dass ¢ das kanonische

gt (x)
t2(z2A1)

Tripel festlegt. Sei g;(x) = e — 1 - I{jp|<1} () - itz. Dann ist
t > 1 beschrankt und es gilt

gleichméfig in  und

gt(x)
t2(22 A1) t—oo

Damit folgt mit dominierter Konvergenz:

. P(t) Lo o ge(x) . o L,
tlirgt—Q:O—ia +tli]fg m(m’ Al)V(diC):—§O' .

Also ist o2 festgelegt. Sei nun ohne Einschrinkung o2 = 0, ansonsten betrachte 9 (t) = 1 (t) +

%Jzt. Sei
- g
h(zx) = z
(z) {0 ,x=0
Dann gilt:
1 t+1 ‘ 1 1 ' '
P(t) =(t) - §J P(s)ds = J et (1 - §f e”xds) v(dz) = | e™h(z)v(dx)
-1 -1

Demnach ist also ¢ die charakteristische Funktion zu 7 := hv. Es sind also 7 und v durch
festgelegt und damit auch b.

Sei nun umgekehrt y unendlich teilbar und ¢ = loge,. Dann ist Re(¢) < 0 und ¢ ~
Im (1()) ist ungerade. Daher ist 1)(0) reell und ¢ (0) > 0. Angenommen (0) = 0, dann
wére p = 0p fiir ein b € R, denn dann ist Re((t)) = 0 fiir alle ¢ € [-1,1], also |p,(t)] = 1
fir alle t € [-1,1] und damit (falls g nicht trivial) U e p(dz)| < f‘em| p(dz) =1 (denn
eine nicht-triviale Konvexkombination von komplexen Zahlen vom Betrag 1 liegt strikt im
Inneren des Einheitskreises), ein Widerspruch. Also ist 1(0) > 0. Wihle gemiB Satz 5.4
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(Vn)n € My (R~ {0}) mit CPoi(v,) — . Sei

by = f - Lijzjcry (@) vn(da),
Un(t) =108 cPoi(w,) () = J (e =1) vp(da) = f grduy, + itby,

t+1
Do () = a(t) - % f Vn(s)ds = J ¢“h(x) va(d).
t-1

Dann gilt nach Satz 3.32 1, — 1 lokal gleichmifig und ) ist stetig, also gilt 1, (t) — 1) (t)

fiir alle ¢t € R. Fiir n geniigend grof ist 1,(0) > 0 und somit #,(dz) = m 1(0)h(x)yn(dx) €

Mi(R) und feim” Up(dz) —— % ist die charakteristische Funktion eines Wahrschein-

lichkeitsmaBes. Es gibt also ein 7 € My (R) mit 7, — 7 und ¥ (¢) = E(O)feitx v(dz). Sei
02 := 6¢4(0)7({0}), v(dzx) := ;f((g; “Lgz20y (2)P(dx) (dies ist ein kanonisches Maf}). Sei weiter

gi(x)
fiR>R, 2o h(z) ,x#0
-3t2 ,x=0

ft ist stetig und beschrankt, daher gilt

1 1
frdiy, —— f fido = ——( - =ot* + J grdv

und damit

_ 1

b(t) = lim ¢, (¢) = lim (%(0) f fedoy, + itbn) = —§U2t2 + J gedv + lim itby.
Also existiert b :=limy,_, b, und es gilt
: I 9.0
P(t) =ith - 37 t“+ | gedr.

O

Bemerkung 5.11 (Uneindeutigkeit des komplexen Logarithmus). Bekanntlich gilt exp(z) =
exp(z + 2i) fiir alle z € C. Ist z = re’®, so kann der Logarithmus durch log(z) := log(r) + i
als stetige Funkion auf jeder geschlitzten Ebene definiert werden, es gibt aber keine auf ganz
C ~ {0} stetige Version.

Andererseits ist in der Situation von Satz 5.10 die Abbildung R >t~ ¢(t) := f e pu(da) e
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C~ {0} (natiirlich) stetig, und v (t) ist eine stetige Version von log ().
Beispiel 5.12. Ist X ~ N(1,0?), so ist ¢x(t) = exp(it - 30°t).

Bemerkung 5.13. Anstelle der Abschneidefunktion x - 1(j;/<1y in (5.3) kann prinzipiell jede
Funktion f mit f(z) ~ z fir £ - 0 und f]f(w) -2 Iyggcyv(dz) < oo gewdhlt werden. In
der Literatur {iblich sind auch f(z) = sin(x) (vgl. Taylorentwicklung von sin(z) ist x) oder
f(z) = 12~ In der Lévy-Khinchin-Formel éndert sich dann b zu b= b+f f(:c)—x-]l{mq} v(dx).

Beispiel 5.14. N(u,0?) hat das kanonische Tripel (y,02,0).

Beobachtung 5.15. Sei p ein unendlich teilbares Wahrscheinlichkeitsmafl auf R. Dann ist

. 1
vi=v=limy e npn [pygo)-

Beispiel 5.16. Sei a > 0. Cau(a) hat Dichte f(z) = -~ —L— und charakteristische Funktion

e(3)’

@, (t) =e . Sei A c R~ (—¢,¢) und betrachte a = 1:

1 1 2 1 1
nCau(—)(A)z—f n2 sdz —J —dz.
n T A1+na: noeo |

Folglich ist v = 1{x¢0}$—12dx, 0?2 = limy_ e t% log pcau(1)(t) =0 und b = 0 aus Symmetrie.

5.1 Ein Bericht iiber stabile Verteilungen

Beispiel 5.17. Sei a € (0,2) und v,(dz) := éﬂ{moﬂxr“_ldx mit

0o = J(l - coS(:r))|ﬁU|_a_1dx = {—QF(—a) cos(7) ha#l

,a=1

Vg ist ein kanonisches MaB (vgl. [Fel71, S. 568-569]). Sei 1, die unendlich teilbare Verteilung
mit kanonischem Tripel (0,0,vy). po heifit (standard-) symmetrisch stabile Verteilung von
Index «. Es gilt

Do () = 10g 0 (¢) =J (€™ =1 —itwlucry) 5 et 4%
R~{0} «
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Der Imaginérteil des Integranden ist aus Symmetriegriinden 0, daher folgt

itx . 1
Yo (1) =J (€ =1 —ital ) gy da
R~{0} Oé|x|
1
=—— (1 - cos(tz)) |z tdz
@ JR\{0}
1 coeltatosl 1
S | cos(u) T
a JR {0} ]
= —|¢*.
X+ + X,
Insbesondere gilt also: Sind X1,..., X, ~ u, unabhingig, so ist % 4 X1, denn

na
[¢]*

(o ()" = () = a0

Definition 5.18. Sei € M1(R) und seien Xi,...,X, ~ p unabhdngig. p heifft (strikt)
stabil mit Index « € (0,2), wenn
X1+ +X
1+ 1-I— n (:in
na
w heifit stabil (auch im weiteren Sinne stabil), falls es b, € R gibt, sodass

Xi+-+X,-by
L : 2 x,.

na

Beobachtung 5.19. Sei X unendlich teilbar mit kanonischem Tripel (b, 02, 7) und sei a > 0.
Dann gilt:

1 A
log . x () =logpx (at) = ibat — 502a2t2 + f et _ 1 - Iyjpf<1y ¥(d)
; L 599 it -
= ibat — 50’ a“t” + f e -1 - ]l{|ax‘<1} v(dz) +it | ax (]l{|a$‘<1} - ]l{|m|<1}) v(dz).
Also hat aX das kanonische Tripel
(ab + aJ x (]l{|ax‘<1} - ]l{|$|<1}) v(dz), o2d?, vo fgl)

mit f(z) = ax.

Satz 5.20. X ist genau dann stabil mit Index o € (0,2), wenn es b€ R und cy,c- >0 gibt,
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sodass X das kanonische Tripel (b,0,v) besitzt mit
v(dx) = c_]l{m<0}|a:|fa71 dx + ch]l{ﬁ,E>()}|a:|fo‘71 dz. (5.4)
Bericht 5.21. Die stabilen X aus Satz 5.20 haben

ict — d|t|* (1 +i0 sgn(t) tan (a%)) ya#l

logpx (1) =
x(®) {ict—d|t|(1+c9sgn(t)%1og(|t|)) ya=1

mit ceR, d>0, § = == ¢ [-1,1] (vgl. [Bre68, Theorem 9.32]).

crte—

Bericht 5.22. Ist X stabil mit Index «, so ist

<oo ,0<f<a

e[ |

© B>a

Bericht 5.23 (Stabile Analoga zum Zentralen Grenzwertsatz). Seien X, Xs, ... unabhingi-
ge, identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'.

i) Gibt es Konstanten a,, by, fiir die

X1+ +X,-b, d

a/Tl n—00

Y (5.5)

gilt, so ist Y stabil.

ii) Genau dann existieren (a, ), und (b, ), mit (5.5), sodass Y stabil ist mit Index « € (0, 2),
wenn es ¢y, c- > 0 gibt mit ¢, + c- >0 und
F(-z) c_

lim ———=—.
2) zoroo 1 = F(z) ¢4
P(X 1
b) Falls ¢, > 0, so gilt fiir alle £ > 0: lim M = —, und falls c_ > 0, so gilt fiir

z—co P(X > 1) B £

alle €5 0: lim DX <=82) _ 1
a—o0o P(X <-z) &2

Bemerkung 5.24. Das Paradebeispiel dazu ist eine Zufallsvariable X mit Dichte

F(@) = c1lepr™ ! + ol yegy (-2) 7
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6 Markovprozesse

6.1 Grundlegendes: Stochastische Kerne, projektive Familien

Definition 6.1. Seien (S1,.A1) und (Sa, A2) messbare Riume. k:S1 x Az — [0,1] heifit sto-
chastischer Kern (auch Markov-Kern) (von (S1, A1) nach (S3,.A2)), falls gilt

i) Fir alle Ay € Ag gilt: S1 3 x — k(x, Ag) ist (A1 — B(R))-messbar.
i) Fir alle x € Sy gilt: k(z, -) € M1(S2).

k heifst substochastisch, wenn in ii) gefordert wird, dass k(x, ) € M<1(S2).

Beispiel 6.2. i) Sei S; = Sy = S hochstens abzahlbar, A; = Ay = 25 und (Pay)z,yes eine
stochastische Matrix. Dann ist x(x, A) := ¥ c4 Pzy ein stochastischer Kern von S nach

S.

ii) Sei 57 =52 =R, A1 = A2 = B(R) und v € M;(R). Dann ist x(z,A) := (6, *» v)(A) =
v(A - z) ein stochastischer Kern.

(Interpretation: k(x,-) beschreibt einen zufilligen Sprung geméfl v von x aus.)

Erinnerung 6.3 (Produkt o-Algebra). Seien (S;,A;), ¢ € I messbare Rdume und sei
S = X, Si- Dann ist A = ®;er A; die kleinste o-Algebra, beziiglich der alle kanonischen
Projektionen m;: S — S; messbar sind.

Bemerkung und Definition 6.4. i) Seien (S;,.4;), i = 0,1,2 messbare Rdume, ki ein
stochastischer Kern von Sy nach S7 und k9 ein stochastischer Kern von Sp x S1 nach Ss.
Dann ist

K1 ® K9: Sy X (./41 ®.A2) — [0, 1]

(:L‘(),A)HJ J ]lA(l‘l,l‘Q)Kg((l‘o,l‘l),dlﬂz)Kl(fﬁo,dxl)
S1JS52

ein stochastischer Kern von Sp nach S; x Sy (,,Produkt von 1 und ko).

ii) Seien (S;,4;), i = 0,1,2 messbare Rdume, k; ein stochastischer Kern von Sy nach S;
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und ko ein stochastischer Kern von 57 nach Ss. Dann ist
K10 Ko Sy x Ay - [0,1]

(Jj,A) = f ’{2(yaA) Kl($7dy)
S1

ein stochastischer Kern von Sy nach Sy (,Verkettung von k1 und k2“).

Definition 6.5. Ein messbarer Raum (S, A) heifit Borel-Raum (oder auch Standard-Borel-
Raum), wenn es ein B € B(R) und eine Bijektion ¢:S — B gibt, sodass ¢ und ¢~ messbar
sind.

Satz 6.6. Jeder polnische Raum (ausgestattet mit seiner Borel-o-Algebra) ist ein Borel-
Raum.

Beweisskizze. Betrachte zundchst [0,1]%° mit Metrik d ((z;), (vi)) = %5 272 — v Fiir
r = (z1,29,...) € [0,1]% sei z; = X7 279z, ; mit x;; € {0,1} die Bindrdarstellung. Sei
(a(n),b(n)),. eine Aufzihlung von N? und sei

()= Y 27" Ta(n) b(n)-
n=1

1 ist bijektiv und messbar, denn y — k-te Ziffer der Bindrentwicklung ist messbar. Also ist
[0,1]* ein Borel-Raum (vgl. [Depl4, Satz 3.30]).

Zeige nun: Ist E ein polnischer Raum, so gibt es ein messbares S c [0,1]*° und eine
bi-messbare Bijektion ¢: E — S. Sei dazu z1,x9,... eine dichte Folge in F und definiere
o(x) = (d(z,x1) AL, d(x,x2) A1,...) € [0,1]®. Zeige, dass y, ——yin E genau dann,
wenn d(Yn, Tm) Al — d(y,zm) A1 fir alle m e N gilt. Sei dazunzunéchst yn — y. Fiir alle

m e N ist d( -, z,,) stetig, also gilt d(yn,, zm) A1 = d(y,xm) A1 fir alle m € N. Sei umgekehrt

d(Yn, Tm )AL = d(y, zm ) Al fir alle m € N. Es gilt d(yn, y) Al < (d(Yn, 2m) A1) +(d(y, zm) A1),

also ist limsup,,_, o, (d(yn,y) A1) <2(d(y,xm) A 1). Wahle nun eine Folge z,,,, — y und erhalte

lim,, 00 d(Yn,y) = 0. Demnach ist also ¢ stetig und injektiv und ¢~ ':(FE) - E ist stetig.
Zeige weiter: S := p(E) c [0,1]* ist messbar. Sei dazu

_ 1
Uy = {(xz) €S [3Vc[0,1]° offen, z € V und diam(¢ (V nS)) < —}.
n
Es ist S c Uy, denn ¢! ist stetig auf S, und U, ist relativ offen in S. Zeige N,, Uy, c S. Sei

z €N, Uy S. Zun eNwihle V;, ¢ [0,1]® offen mit z,, € V,, ¢ Vj,-1 und diam(p™}(VnS)) < <
sowie x/, € V,, n.S mit z}, - . 3, := ¢ 1 (x}) ist eine Cauchyfolge in E. Da E vollstindig ist,
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existiert ein y € F mit y/, » y. Es gilt:
o(y) = lim go(cpfl(a;;)) = lim 2}, =z,
n—o00 n—0o0

also ist x € S = ¢(FE). Damit ist S = ), U, messbar, denn U, ist relativ offen in S und damit
messbar (vgl. [Wil00, Ch. I1.82], [Bre68, Appendix 7]). O

Satz 6.7 (Existenz einer regulidren Version der bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir Bo-
rel-Wertebereiche). Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G c F eine Teil-o-Algebra
und X eine Zufallsvariable mit Werten im Borel-Raum (S,.A). Dann gibt es einen stochasti-
schen Kern k von (2,G) nach (S, A) mit

k(w,B)=E[1p(X)|G](w) P-fs.
fiir jedes B € A.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung S c R Borel-messbar, ansonsten ¢:S — S’ c R bijektiv und
bi-messbar und betrachte X’ := p o X.
FirreQsei F,.:=E [l(,m,r](X) ] g]. Fiir 7,7 € Q mit r <7’ gilt

F. < F, lim F), =1, lim F_, =0, lim F

1
n—>00 n—o00 n—00 T+n

- F, (6.1)

P-fast sicher, d.h. es gibt ein N € F mit P(N) = 0, sodass die Ereignisse aus (6.1) auf Q\ N
gelten. Ist
inf{F,(w)|r>s, reQ} ,weQ\N

FS w) =
( ) {]l{s>0} ,weN

so ist I fiir jedes w €  die Verteilungsfunktion eines WahrscheinlichkeitsmaBes auf R. Sei
k(w, -) das zu w gehorige Wahrscheinlichkeitsma8. Fiir r € Q ist x(w, (o0, 7]) = F, G-messbar
nach Konstruktion. Demnach ist w ~ k(w, B) G-messbar fir alle B € B(R), denn die Men-
ge aller B mit dieser Eigenschaft ist ein Dynkin-System, das den schnittstabilen Erzeuger
{(=o00,7] |7 €Q} von B(R) umfasst (vgl. [Depl4, Satz 1.36]).

Zeige nun, dass (-, B) fir jedes B € B(R) eine Version von E[15(X) | §G] ist. Sei dazu
AeG, v(B):=E[1ak(-,B)] und va(B) := E[1415(X)]. v1 und vy sind endliche Mafe
auf R und es gilt v1((—o0,7]) = v2((—o0,r]) fiir alle r € Q nach Konstruktion. Nach dem
Eindeutigkeitssatz fiir Mafie (vgl. [Depl4, Satz 1.37]) folgt damit v1(B) = vo(B) fiir alle
B e B(R), also gilt E[14x(-,B)]=E[141p(X)] fiir jedes A€g. O

Lemma 6.8 (Faktorisierungslemma). Sei Y eine Zufallsvariable mit Werten im messbaren

Raum (8", A") und sei f:Q - R o(Y)-messbar. Dann gibt es eine messbare Funktion g:S" - R
mit f=goY (vgl. [Klel3, Korollar 1.97]).
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Beweis. Sei zuniichst f = 14 fiir ein A € o(Y) = {YY(B) | B € A'}, also gibt es ein B e A’
mit A=Y }(B). Dann ist g := 13 messbar und es gilt f =goY.
Sei nun f > 0. Schreibe f =Y, a,, 14, fiir geeignete oy, >0, A, € 0(Y"), beispielsweise

f= Z n:[l{fe[n,n+1)} + Z 27k]]—{k—te Ziffer in der Binédrentwicklung von f-|f] ist 1}-
n=1 k=1
Da die Behauptung fiir Indikatorfunktionen gilt, folgt sie damit auch fiir nichtnegative f.
Sei nun f beliebig. Schreibe f = f*—f~ mit f*, f~ > 0. Da die Behauptung fiir nichtnegative
Funtkionen gilt, folgt sie damit auch fiir f. O

Korollar 6.9. In der Situation von Satz 6.7 sei G = o(Y') fir eine Zufallsvariable Y mit
Werten im messbaren Raum (S, A"). Dann gibt es einen stochastischen Kern k' von S" nach
S mit k' (Y,B) =E[15(X) | Y] fast sicher fiir alle B € A.

Beweis. Die F,, r € Q aus dem Beweis von Satz 6.7 sind o(Y)-messbar, also gibt es nach
Lemma 6.8 eine messbare Funktion F:S” - R mit F,. = F o Y. Fiihre die Konstruktion aus
dem Beweis von Satz 6.7 fiir die F) durch und erhalte «/(y, - ) als das Wahrscheinlichkeitsmaf
der Verteilungsfunktion F'(y), y € S. O

Lemma 6.10. Sei (S,.A) ein Borel-Raum, (S’, A") ein messbarer Raum, X eine S-wertige
und Y eine S'-wertige Zufallsvariable auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gibt es
eine messbare Funktion f:S'x[0,1] - S, sodass gilt: Ist Y eine Zufallsvariable mit Y dy

und U ~ Unif([0,1]) unabhingig von Y, so ist (f(Y,U),Y) g (X,Y).

Beweis. Sei ohne Einschrankung S c R, ansonsten wéhle ¢: S — ScR bijektiv und bi-messbar
wie im Beweis von Satz 6.7. Sei k' ein stochastischer Kern von S” nach S geméfl Korollar 6.9.

Sei
f(y,u) = sup{z e R|K'(y, (-00,2]) <u}, yeS uel0,1].

f ist messbar, denn f(y,u) :=sup{z € Q | '(y, (-0, z]) < u} und es gilt {(y,u) € S’ x [0,1] |
/{,(yv (—OO,:L‘]) < U} = UUEQ+O(O,1){y | ’{',(ya (_Oo7$]) < U} X [U’ 1]
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Es gilt fir z € R und A € A:
P(YeA f(Y,U)>z)=P (Y eAr (Y, (-00,2]) <U)

[ -
= ]lA(y)]]-{n’(y,(—oo,x])<u}‘C(YaU)(dyadu)
JS’X[O,I]

[ -
= ]]-A(y) f ]l{n’(y,(—oo,:c])<u}du[’(Y)(dy)
Jsr [0,1]

r 3
1a(y) (1=K (y, (—o0,2])) L(Y)(dy)
S/

")
=B[Liyeay (1-#/ (Y, (00,2]))]
=E[Lyeayn' (Y, (2, 00))]
=E[LyyenyLixsa ]

O]

Im Folgenden sei I eine beliebige Indexmenge, (S;,.4;), ¢ € I seien Borel-Rdume und fiir
J 1 sei Q= X, ;5 mit Produkt-o-Algebra A = Q;ecs Ai. Fiir J' ¢ J c I sei

J.
i Qy = Qyy (2i)ies = (Ti)ies
die kanonische Projektion. Wj, ist messbar.

Definition 6.11. Fir J c I mit 0 < |J| < oo sei P; ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (25, Ay).
{Py|JclI, 0<|J|< oo} heifit projektive Familie, wenn gilt

Py =Pjo (7751)_1 fiir alle J' c J.

Beispiel 6.12. Sei I = Ny, S; = S eine hochstens abzéhlbare Menge, 1 € M1(S) und (pry)z,yes

-----

n-1
Po ({20, 71, 20 }) = n({zo}) Ij([)pxi,mm

(und erhalte Py fiir allgemeine J c N, 0 < |.J| < co durch ,Aussummieren“ der Koordinaten in
{0,1,...,n} ~ J aus P,, wobei n =max.J). Dann ist {P;|Jc I, 0<|J|< oo} eine projektive
Familie.

(P, beschreibt die Verteilung der ersten n Schritte einer Markovkette mit Startverteilung
p und Ubergansgmatrix p.)

Satz 6.13 (Kolmogorovs Erweiterungssatz). Zu einer projektiven Familie {P; | J c I, 0 <
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|J| < oo} auf einem Produkt von Borel-Rdumen gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ P
auf (Q,A) = (2, A1) mit Py = Po(w})™ fiir jedes J c I mit 0 < |J| < co. P heifit projektiver
Limes der {P;}, auch geschrieben P =1lim Py .

JAI

Beweis. Zeige zunachst die Eindeutigkeit. Angenommen P und P’ seien projektiver Limes
der {P;}. Seien
Zy={AeA|A= (7?)"Y(B) fiir ein BeAy}

die ,Zylindermengen® mit Basis J. Ujcy | jj<e0 £ ist ein schnittstabiler Erzeuger von A, auf
dem P und P’ wegen Po (7)™ = P; = P'o (7})™! iibereinstimmen. Nach dem Eindeutig-
keitssatz von MaBen folgt daher P = P'.

Zeige nun die Existenz. Betrachte dazu zunéchst den Fall, dass I abzdhlbar ist. Sei ohne
Einschrankung I = No und P, := P(g1 .. ,}. Nach Lemma 6.10 gibt es eine messbare Funktion
fniSox...x Sy x[0,1] - Sp41, sodass gilt: Ist (Xo,...X,) ~ P, und U,, ~ Unif([0,1]) unab-
héangig von ()2'0, .. Xn), so ist (X'O, .. .,Xn,f((Xo, .. Xn), [7n)) ~ Ppyp (sei (Xo,. ..y Xpa1) ~
Py und lese X := X1, YV = (Xp,...,X,) in Lemma 6.10). Sei Xy ~ Py und seien
Uo,Uy,... ~ Unif([0,1]) unabhéngig von X, (fiir die Existenz von Uy, Uy, ... vgl. [Depl4,
Satz 3.30], [Klel3, Satz 1.64]). Konstruiere X1, Xs, ... via X1 := fn((Xo, ..., Xn),Uy), dann
gilt induktiv (Xo,...,Xp) ~ Py. P:= L(Xo,X1,...) ist somit projektiver Limes der {Py}.

Sei nun [ iiberabzéhlbar. Sei

C:= U Z]/,

I'cr
I’ abzihlbar

offenbar ist C ¢ A. Es gilt Q € C, denn Q = (7],)71(Qp). Sei weiter A € C, das heiit es
gibt ein abzdhlbares I' ¢ I mit A € Zp. Dann ist aber auch A € Zp, also A € C. Seien
Ay, Ay, ... € C, also A, € Zp fiir ein abzdhlbares I, c I. Dann ist auch I" := Upen I, © I
abzéahlbar und es gilt Upeny An € Zp7 € C. Damit ist also C eine o-Algebra. Zudem gilt A c C,
da alle Koordinatenprojektionen C-messbar sind. Zusammen folgt A = C.

Fiir ein abzéahlbares J c I gibt es nach dem ersten Teil des Beweises genau ein Wahrschein-
lichkeitsmafl Py auf (Q27,.A4;) mit Px = Pjo (W}I()’l fiir jedes endliche K c J. Fir B € Ay sei
Py ((71)™(B)) := P;y(B), dann ist P ein MaB auf Z,. Fiir ein A € A =C setze

P(A) = PJ(A) , falls A € ZJ.

P ist wohldefiniert, denn ist A € Z;n Zj eine Zylindermenge mit endlicher Basis K, dann ist
Pj(A) = Px(A) =Py (A) und {(vh)™(B) | K c JnJ', |K|< oo, Be Ak} ist ein schnittsta-
biler Erzeuger von Z;n Z . Also gilt Py = Py auf Z;n Zj.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (£2,.4) ist. Es gilt
P(@)=0und P(2) =1, denn @, € Z fiir jedes K. Seien A1, Ao, ... € A paarweise disjunkt,
das heifit A,, € Z;, fiir ein abzéhlbares .J,, c I. Dann ist auch J := U,y Jn, abzdhlbar und es
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gilt Ay, Aa, ..., Uneny An € Z, also folgt

P(U An) _ pJ(U An) _ E:IPJ(A”) _ gP(An).

neN neN

6.2 Markov-Prozesse und Markov-Halbgruppen

Es sei F ein polnischer Raum, I = Ny oder I = [0,00) (oder allgemein I ¢ R mit der Inter-
pretation I als ,Zeitindexmenge®). Sei X = (X})ses ein adaptierter, stochastischer Prozess
mit Werten in E (das heiit X; ist eine E-wertige, F;-messbare Zufallsvariable) definiert auf
einem filtrierten Raum (2, A, (F)tes). Sei weiter (Py).cp eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen auf (€2, .4).

Definition 6.14. X heifit Markov-Prozess mit Verteilungen (P, )zep, wenn gilt:
i) FirzxzekFE gilt Po(Xo=2)=1.
i) k(x,B) = Po(X € B) fir x ¢ E, B e B(E)®! ist ein stochastischer Kern.

iii) X besitzt die schwache Markov-Eigenschaft: Fir x € E, A€ B(E) und s,t €1 gilt
Px(Xt+5€A|.7:3):Iit(XS,A) Px—f.S.

mit ke(x, A) == k(x,{y = (Yo )ver € E! |yre A}) = Po(Xy € A).

Falls E abzdhlbar ist, so heifit X auch diskreter Markov-Prozess. Falls I = Ny, so heifit X
auch Markov-Kette.

Wir schreiben E,[...] fiir Erwartungswerte unter P,, £,(X) fiir die Verteilung von X unter
P,, analog L,(X | G), etc.

Bemerkung 6.15. Ein Markov-Prozess besitzt die elementare Markov-Eigenschaft: Unter je-
dem P, gilt fir u <t
P.(Xy e A|F,) =P, (X €Al X,) f.s.

Dies folgt unmittelbar aus Definition 6.14 iii), verlangt aber im Gegensatz zu Definition 6.14
nicht die zeitliche Homogenitéat der Dynamik.

Definition 6.16. Sei I c [0,00) abgeschlossen unter Addition. Eine Familie (k¢)ier von (sub-)
stochastischen Kernen von E nach E heif$t (sub-) stochastische Halbgruppe, wenn fiir alle
s,t el gilt:

Rs © Kt = Ks+t-
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Dies sind die sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungen.
Satz 6.17. Ist ((Xt)ter, (Pr)zer) €in Markov-Prozess, so definiert
ki(z,A):=Py(X1eA), xzekE, AcB(E), tel (6.2)

eine Markov-Halbgruppe und die endlich-dimensionalen Verteilungen von (X¢)es sind durch
(Kt)ter festgelegt. Insbesondere gilt fir n € N, 0 = tg <t < ... <ty und f1,..., [ E > R
beschrinkt und messbar

E, lﬁl fj(th)] = f Kty —to (T, dJUl)fl(fﬂl)"'f Kt —tn_1 (Tn-1, dTp) fr(Tn). (6.3)

Umgekehrt gibt es zu jeder Markov-Halbgruppe (ki) einen Markov-Prozess (X¢)ier, sodass
(6.2) und (6.3) gelten.

Beweis. Sei ((Xt)ter, (Pr)zer) ein Markov-Prozess. Nach Definition 6.14 ii) definiert (6.2)
einen stochastischen Kern. Weiter gilt fiir s,¢ € I und A € B(E)

Kort (2, A) = Po(Xoss € A) = By [Po(Xsse € A| Fs)] = Eu[re(Xs, A)]

:Jﬂt(y,A) /is(l',dy) = (ﬁso’it)(x7‘4)'

Damit ist (k¢ )se; eine Markov-Halbgruppe.
Zeige (6.3) induktiv. Sei f; = 14, A € B(R). Es ist

Eﬂ?[fl(th)] = PI(th € A) = Ht1($,A),

also gilt (6.3) fiir n = 1 fiir Linearkombination von Indikatorfunktionen und somit mit den
siblichen Approximationsargumenten® auch fiir allgemeine f. Es sei nun (6.3) wahr fiir ein
neN. Sei f(Xy,) = f fre1(Y) ki, -, (X4, ,dy). Dann ist

|-

=E, ﬁ fj(th) J frns1(Y) Bty -1, (Xt dy)
j=1

n+1

[T /(X)) [ F,
j=1

n+1

Hlfj(th) = I_nI [i (X, ) Eg [ fn(th)|ftn]]
e i

ﬁ [i (X )f(th)] .

Wende nun (6.3) an auf f1, fa,..., fo1, fuf.
Sei umgekehrt (k)¢ eine Markov-Halbgruppe. Fiir ein endliches J c I, J = {tg,t1,...,tn}
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mit 0 =g <t <...<t, definiert (6.3) ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, ; auf EMI.

P, s(A) = J Kty -ty (z,dx1) .. J Kty—t, 1 (Tn-1,dxn) - La(z,21,...,20), A€ EVI,

Zeige: {P, j | J c I, |J| < oo} ist eine projektive Familie. Sei J wie oben gegeben, J' := J~ {t;}
fireinle{1,...,n} und A; € B(F). Dann gilt

P$7J((W§/)_1(A0x...xAl,1><Al+1><...><An)):Px,J(...xAl,l><E><Al+1><...)

=.. f K-ty (T1-1, dxl)ﬂE(m)f Kip—t, (21, dze) 14, (2041) - -

= J K=, © Ktyq—t, (T1-1,dxp1) ... = . f Kty (-1, d2pen) - .

=Py (Agx...x Ay x A x ... x Ay),
das heiBt P, jo(7?,)~! = P, . Mit Satz 6.13 folgt die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsmafes
P, auf Q = B!, A= B(E)®!, sodass fiir die t-te Koordinatenprojektion X;:Q - E, F; = o(X |
s < t) die Formel (6.3) gilt. ((X¢)ter, (Pr)zcr) leistet das Gewiinschte.

Zeige die (schwache) Markov-Eigenschaft, das heifit P, (X5 € A | Fs) = kt(Xs, A). Mengen
B der Form

B={Xy €Ao,..., X, , €An1}, O0=tog<...<tp=s, neN, A eB(E)
sind ein schnittstabiler Erzeuger von F;. Es reicht also,
E, [x(Xs,A)1B] = E; []l{XHSeA}]lB]
zu zeigen. Betrachte dazu
Py ( Xy, € Ao, ..., Xy, € Ap)
= J P ( Xy € Aoy, Xy, 5 €An-2, Xy, €dXp1)la,  (Xn-1)Et,-t, 1 (Xn-1,4n)
=E, I:]l{XtOeAO,...,th_leAn_l}th—tn_1 (Xn-1, An)] :
demnach also P,(X;, € Ay | Fi, 1) = Ktp—t,, (X1, 1, An) (£:5.). ]

Beispiel 6.18. Sei E abzéhlbar und p = (pay)zyer eine stochastische Matrix. Sei

/‘Qn(xa A) = Z Pﬁ,y-
yeA
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(Fn)nen, ist eine Markov-Halbgruppe. Satz 6.17 liefert eine Markov-Kette (X, )nen, mit Uber-
gangsmatrix p.

Beispiel 6.19 (Faltungshalbgruppen und Markovprozesse mit unabhéngigen stationéren Zu-
wichsen). Sei (¥4)¢e[0,00) € M1(R) eine Faltungsgruppe, das heifit vy * vy = vy fiir s,¢ > 0.

lft(l", ) =0y * 1

definiert eine Markov-Halbgruppe auf R, denn fiir eine beschrinkte, messbare Funktion
iR >R gilt

f f(W) (ks o ke)(z,dy) = f J f(y) ke(2,dy) ks(z,dz) = J f fd(0: * vt) ks(z,dz)
= J f fGz+y)n(dy') ws(x,dz) = f J flx+2 +y) ve(d2") ve(dy')
= J flx+2") (vs *vp)(da') = f f(2") kgpe(x,da’).

Sei X¢:RIO®) 5 R die t-te Koordinatenprojektion. Nach Satz 6.17 gibt es auf € := RO-)
A= B(R)[O"X’) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien (P,)cgr mit

n
Pxo(XtO;--~7th)71 :5$®®K/tj—tj—l7 neN, 0=tyg<...<t,.
=1
Es gilt

n
Pz(XtQ € Bo,th - th € Bl, .. .,th - th—l € Bn) = (Sm(B(]) H thftj,l(Bj)-
7=1

Man sagt: (Xt)te[o,oo) hat unabhéngige, stationédre Zuwéchse.
Insbesondere: Sei v € M;(R) unendlich teilbar mit ¢, (u) = exp(1(u)) mit ¥ gemif der
Lévy-Khinchin-Formel aus Satz 5.10. Ist 14,t > 0 das Wahrscheinlichkeitsmafi auf R mit

Pv, (u) = exp(t(u)), so ist
Pugry (U) = Puy oy = eV el = etV 2 ‘va+t(u)7

das heiBt (14)ss0 ist eine Faltungshalbgruppe.

Speziell mit der Wahl v = N(0,1) haben wir somit eine ,rohe“ Version der Brownschen

Bewegung konstruiert.

Beispiel 6.20. Sei I endlich, (Quy)s,ycr eine Matrix mit Quy, > 0 fiir x # y und ¥y Quy = 0
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fir alle x € E. Sei
P(t) = €9 = Z t”Q” P(0) =1d.

Die Reihe konvergiert, denn max, yeg |Qf,| < (|[E|max, yep [Qqyl)". Es gilt P(t)P(s) = P(t +
s), denn ist AB = BA fiir Matrizen A, B, so ist ee? = e B, Weiter gilt

Pry(t+5) = > Pr(t)Puy(s).
zeE
ki(z,A) = Yyea Pry(t) bildet eine Markov-Halbgruppe, das heifit es gibt einen Markov-
Prozess (X;)ier mit

Pxo(th =T1,..., X, = xn) = H Pﬂﬁj—le (tj - tj—l)‘
j=1

Sei g := maxer{_Qfoc}7 ﬁx»y = sz fir x # y und pup = 1+

stochastische Matrix. Es gilt @ = op — oId und

sz

(Pay)x,y € E ist eine

n n )n—k

P(t)— Z 2( )(Qp) )n k kzo(gt) Akz( t_k)' _ i ~to tg) Ak7

n>k k=0

—e—te
insbesondere ist also P(t) eine stochastische Matrix und es gilt

Prao (1) Pry(h) _

PxO(Xt+n:y|Xt:x): P (t)
ToT

Py (h) = (ehQ)zy =0py + hQuy +0(h), h N0
Bemerkung 6.21. In der Situation von Beispiel 6.20 kann man eine ,Version® von (X¢)¢0 kon-
struieren, dessen Pfade rechtsstetig mit linken Limiten sind. Seien dazu 71, 7o, ... unabhéngig
und identisch exponentialverteilt mit Parameter o, Ty := 0, T, = >iny myund Ny = Y00 1 (Tt}
(Ny)is0 ist ein Poisson-Prozess. Sei (Xj)ren eine zeitdiskrete Markov-Kette mit Ubergangs-
matrix p, dann leistet Xy := X N, t 20 das Gewiinschte.

Satz 6.22. (X;)i; mit Wahrscheinlichkeitsmafen (Py)zep ist genau dann ein Markov-Pro-
zess, wenn es einen stochastischen Kern k: ExB(E)®! — [0,1] gibt, sodass fiir allex e E, se 1
und alle beschrinkten, messbaren Funktionen f: ET — R gilt

E. [f(Xt)eer) | Fs] = Ex, [f (Xu)uer)] = | f(y) (X5, dy)  fs. (6.4)

EBI
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Beweis. Es gelte zunichst (6.4). Fiir t € I, A e B(E) setze f: Ef - R, y+ 14(y;) in (6.4) ein:
Po(Xtss € A| F5) = Ex [f(X)] = ke (X5, A),

also gilt die schwache Markov-Eigenschaft (vgl. Definition 6.14 iii)).

Sei nun umgekehrt (X;)w; ein Markov-Prozess. Sei f zunéchst von der Form f(y) =
15, (yt,)1p,(ys,) fur n € N, t; < ... < t, € I und By,...,B, € B(F). Fir n = 1 folgt
(6.4) aus der schwachen Markov-Eigenschaft von (X;);;. Nehme also an, dass (6.4) fiir ein
festes n e N erfiillt sei. Sei f(y) = 1p,(y, )1, (yt,,, ). Dann gilt

By [f((Xt+s)ter) | 7:] 2 (1B (Xssty) 1By (Xt ) | Fs]

o [Ex [1, (Xsvt,) 18,00 (Xsitir) | Froes] | Fs]

e [1B, (Xsvty) 1B, (Xsst, ) Pe(Xsstn, € Buit | Fst,) | Fil

z []lB1 (Xsit,) 1B, (Xsit,) - Pxope,, (Xtpi1—t, € Bnit) | ]:s]
1p, (Xt,) 1B, (X1,) Px,, (Xtns1-tn € Bns1)]

x|

x, [18,(X1,)- 1, (Xt,) - Po(Xt,,., € Bnaa | Fr,,)]
.
[

also gilt (6.4) fiir Linearkombinationen solcher ,,Zylinderfunktionen“ und somit mit den {ib-
lichen Approximationsargumenten auch fiir allgemeine f. O

Bemerkung 6.23. Sei I = Nj.

i) (Xn)nen, ist genau dann eine Markov-Kette, wenn fiir alle z € E und k € Ny gilt
L ((Xpsk)neny | Fr) = Lx,, ((Xn)neny) -

ii) Sei (X, )nen, €in stochastischer Prozess mit Verteilungen (P;)zer, wobei Pp(Xg =) =1,
und es gebe einen stochastischen Kern x1: E x B(E) — [0,1] mit

Px(Xs+1€A|fs):’il(X87A) f‘S'

fir alle s € Ny und A € B(E). Dann ist (X,,)pey, eine Markov-Kette und die n-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch x,, = k-1 01, 7 € N. (K, )nen ist eine
Markov-Halbgruppe und die Verteilung von X ist durch x; festgelegt.

iii) In der Situation von i) sei E hochstens abzéhlbar. Dann ist (X, )nen, genau dann
eine Markov-Kette beziiglich F,, = o(Xp,...,Xy), wenn es eine stochastische Matrix
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(Pay)zyek gibt, sodass fiir alle xg, ..., zy,y € E mit Py (Xo = zo,...,Xp = 2,) >0 gilt

Pr(Xni1=y| Xo=20,....,.Xn =2p) = Da,.y-

Beweis. i) Ist (F,d) polnisch, so ist EN° auch polnisch, zum Beispiel mit Metrik
d g ((zn), (yn)) = Z 27" (d(2n,yn) A 1).
n=1

Dann ist B(E)®No = B(EY0), demnach gibt es eine Version der bedingten Verteilung von
(Xhn+k ) nen, bedingt auf Fy,.

ii) Lese den Beweis von Satz 6.22 erneut mit t; = 1.

iii) Ist E diskret, so ist pgy := k(z,{y}) eine stochastische Matrix.
O

Bemerkung 6.24 (Formulierung der Markov-Eigenschaft mittels Shifts). Auf (E!, B(E)®)
definiert

(@tx)u = Tttu

eine messbare Selbstabbildung und es gilt O.s = ©500;. Wenn X auf kanonische Weise auf
(BT, B(E)®!) definiert ist, so formuliert man (6.4) auch als

Ex[f(XOGS)lj:s]:EXs [f(X)]

6.3 Die starke Markov-Eigenschaft

Definition 6.25. Ein Markov-Prozess X = (Xy)iwy mit Verteilungen (Py)zep hat die starke
Markov-Eigenschaft, falls fir jede fast sicher endliche Stoppzeit T, jedes x € E und jede
beschrinkte, messbare Funktion f:E' - R gilt

Eo [f((Xrst)ter) | Fr] = Ex, [f(X)]  Pe-fs.
Satz 6.26. Im Fuall I = Ny besitzt jeder Markov-Prozess die starke Markov-Figenschaft.

Beweis. Fir A e F, und s € Ny gilt An {7 =5} € Fs und somit

E; [f((Xrit)ter)1a] = ZN: Eo [f(Xrst)ter) Lanros}] = ZN: E. [f(Xset)ter) Lan(r-s}]
= ZN: E, [EXs [f(X)]]lAﬁ{T:S}] = ZN: E, [E-XT [f(X)]HAﬂ{T:S}]

=E; [Ex. [f(X)]14],
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wobei im vorletzten Schritt die schwache Markov-Eigenschaft bei Zeit s eingeht. O

Satz 6.27 (“Spiegelungsprinzip“). Seien Y1,Ya,... unabhdngige und identisch verteilte reelle
Zufallsvariablen mit £L(Y1) = L(=Y1). Sei Xg:=0 und X}, := ¥, Y;. Dann gilt fir n e N und
a>0
P (mame > a) <2P(X, >a)-P(X, =a).
m<n

Falls P(Y1€{-1,0,1}) =1 und a €N, so gilt Gleichheit.
Beweis. (Xj)gen, ist eine Markov-Kette. Sei a >0, n € N und
7:=inf{m e Np: X,;, 2a} A (n+1).

Setze f(m, X) = IL{msn} (]]-{Xn_m>zz} + %R{Xn_m:a}) und <p(m, Z) = Ez[f(ma (Xk)keNo)]' Dann
gilt aufgrund der symmetrischen Verteilung von Y;

> , falls m<nund z>a

1

2

o(m, z) :% , fallsm<nund z=a
=0

, falls m>n

und 1
(T (Xrik ) keno) = Lireny (l{xnm} + 5]1{Xn=a}) :

Wegen der starken Markov-Eigenschaft gilt Eo[ f(7, (Xr1x)ken,) | Fr] = o(7, X;). Weiter ist
{r<n}={r<n}n{X;>a}c{p(r,X;)>i}n{r <n}={p(r,X;)>0}n{r <n}, also

1 1 1
P(X, > a) + P(Xy = a) = Bol (7, (Xrap)periy)] 2 5 P(r <) = 5P (m%XXm > a) . (6.5)
Falls ¥; nur Werte in {-1,0,1} annimmt und a € N, dann ist {7 < n} = {X; = a}, also
{o(r,X;) > 0} n{r < n} = {o(1,X;) = 1} n{r < n}, das heiBt es gilt die Gleichheit in
(6.5). 0

Beispiel 6.28 (Eine Situation, in der die starke Markov-Eigenschaft nicht gilt). Im Fall
I =0, 00) fordert man, dass die Filtration (F; )0 rechtsstetig ist, das heifit F; := Mgy Fs = Fi
fiir t > 0.

Sei F =[0,00) und eine Markov-Halbgruppe (k)0 gegeben durch

K ($ ) . 51-+t(A) ,:E > O
ACT] T
e L5 (A) + f; e *0-s(A)ds ,x=0
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(Xt)e=0 kann folgendermaflen dargestellt werden: Sei T~ Exp(1) und fiir ¢ >0
Xi= (= T1ixe=0)+ + Lxg20) Xo-

Sei 7:=inf{t 20| X; > 0} = Tl x,-0;. Dann gilt

t

Eo [f((Xret)e0) | Fr] = f(8) # | f(y) re(0,dy) =€_tf(0)+J e f(t - s)ds,

0

das heif3t die starke Markov-Eigenschaft gilt nicht fiir dieses 7.

6.4 Diskrete Markov-Ketten

6.4.1 Grundlegendes Szenario
Es sei E eine abzdhlbare Menge, p = (pgy)z,yer €ine stochastische Matrix und X = (X5, )nen,
eine (diskrete) p-Markov-Kette, das heifit

Pcco(Xn+1 =y | XO =Z0,--- ;Xn—l = xn—lan = .’L‘) = Pxy

fir alle n € N und zo,...,2n-1,2,y € £ mit P,,(Xo = z0,...,Xn-1 = Tp-1,Xp = ) > 0. Wir
notieren die n-ten Potenzen der Ubergangsmatrix als Py = Pz(Xn =9).

Beispiel 6.29 (Erneuerungskette). Sei E = Ng, v = (V) ey € M1(N) und p gegeben durch

Vi1 7i:O
Pij =41 J=i-1

0 ,sonst

Eine Markov-Kette (X, )ney, mit Ubergangsmatrix p und Start in X = 2o kann folgender-
mafen dargestellt werden: Seien &;,&s,... ~ v unabhéngig, Ty = zo, Tr, = To + vy &k fiir
m € N und

X, = inf{Tk -n | k €Ny, Ty > n}

Interpretation: Die T} sind die ,Erneuerungszeitpunkte“ — man denke an Zeitpunkte, zu
denen jeweils eine defekte Glithbirne ausgetauscht wird — X, ist dann die , Restlebensdauer®
der zum Zeitpunkt n brennenden Birne.
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6.4.2 Rekurrenz und Transienz

Definition 6.30. Fir z ¢ E sei T\") = inf{n>0| X, =} und firkeN, k>2
T = inf{n > TV | X, = 2}

(mit Setzung T = oo, falls 7D - 0 ). T heifit die k-te Eintrittszeit (auch Rickkehrzeit )
von X in x.

Bemerkung 6.31. i) Nach Konvention ist ngl) >0, auch bei Start in x.

ii) Die 7 sind Stoppzeiten beziiglich (F,), mit F,, = 0(Xo,...,X,).

Definition 6.32. Fir x,y € E sei

F(,y) = Po(T( < c0) = P (D (X0 - y})

die Wahrscheinlichkeit, bei Start in x jemals y zu erreichen, beziehungsweise fiir y = x die
Wahrscheinlichkeit, bei Start in x jemals nach x zurickzukehren.

Lemma 6.33. Fiir x,y € E und k e N gilt Px(Ty(k) <o) = F(z,y)F(y,y)k .

Intuitiv: Damit Ty(k) < oo gilt, muss die Kette zunéchst y erreichen und dann noch (k- 1)-
mal zuriickkehren.

Beweis. Durch Induktion tiber k € N. Fur k = 1 gilt die Aussage nach Definition von F'(z,y).
Sei die Behauptung also fiir k£ € N erfiillt. Es gilt

Pm(Ty(kH-l) < ()O) — Em _Px(Ty(kH—l) < 00 |fT7§k))1{Tzsk)<oo}]

=E, Px(inf{n >0: XTék)HL =y} <oo |fT§k))]]-{T?§k)<oo}:|

=E, -PXTsz) (T;l) < oo)]l{Ty(k)<oo}]

:Py(Ty(k) < oo)ﬂ{Ték)@o}]

= Fy,y)Po(TM < 00) = F(y,y)F(z,y)F(y,y)""
= F(z,y)F(y. )",

wobei wir in der vierten Zeile die starke Markov-Eigenschaft und in der fiinften Zeile die
Induktionsannahme verwendet haben. O

Definition 6.34. Ein Zustand x € E heif$t (beziiglich p)
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e rekurrent, falls F(x,z) =1,
e positiv rekurrent, falls Ex[Tél)] < oo (also insbesondere F(x,z)=1),
e nullrekurrent, falls Egg[Tx(l)] =oo und F(x,z) =1,

e transient, falls F(x,x) <1,

absorbierend, falls pg, = 1.

Die Markov-Kette X heifit (positiv / null-) rekurrent, wenn dies fir jeden Zustand gilt. X
heifit transient, wenn jeder rekurrente Zustand absorbierend ist.

Bemerkung 6.35. Es gilt: z absorbierend = x positiv rekurrent = =z rekurrent .

Beispiel 6.36. Betrachte folgende Markov-Kette auf E = {1,2,...,8} wobei die Pfeile posi-
tiven Ubergangswahrscheinlichkeiten entsprechen:

e ° @
®
e ©® .

Zustand 1 ist absorbierend, Zustande 2,3,4,5 sind transient und Zustéande 6,7,8 sind (positiv)

rekurrent.

Definition 6.37. Sei N(y) := X770 1(x,-y} die Anzahl der Besuche in y € E. Sei
G(z,y) = E[N(y)] = Y o}
n=0

G heift Greenfunktion® von X.

Satz 6.38. Fir x,y e E gilt
F(ﬂg,y))
_ ) 1-F(yy)’
Gay) = TFo U7
F(yy) Y77

Yy+Fx

"benannt nach George Green (1793-1841), der ein analoges Objekt in der Theorie der partiellen Differential-
gleichungen eingefiihrt hat
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mit Konvention 1/0 = co. Insbesondere ist G(x,y) = F(x,y)G(y,y) + Liz—yy und y ist genau
dann rekurrent, wenn G(y,y) = oo.

Beweis.

Ga.y) = BN ()] = ki PL(N(y) 2 k) = 1 guy) + ki P, (109 < o0)
= -1

F(z,y)

=gy + > F(2,9)F(y,y)F 7t = Loy + ——
{z=y} kZl = T )

O]

Satz 6.39. Sei x € E rekurrent und es gelte F(x,y) > 0 fir ein y € E. Dann ist auch y
rekurrent und es gilt F(xz,y) = F(y,x) = 1. Falls x positiv rekurrent ist, so auch y und es gilt
E,[T)"], B, [T1V] < co.

Beweis. Sei ohne Einschrankung y # . Wegen F(x,y) >0 gibt esein k e Nund z1,...,zp € E
mit xp =y, z; #x firi=1,...,k und P,(X; = x1,..., X} = ;) > 0. Insbesondere ist pﬁy > 0.
Es gilt
0=1-F(z,2) =Po(TM = 00) > Po(X1 = 21, ..., Xpy = 25, T = 00)
=E,[P.(X1=21,..., Xp = a4, T = 00 | Fp) |
=P (X1 =21,..., X = 1) Py (T = ),

also Py(ngl) =00) = 0 und damit F(y,z) =1- Py(ngl) = 00) = 1. Insbesondere gilt pém >0
fir ein £ € N, somit

oo o ¢ k ¢ k
G(y, y) = ano p?;y 2 Zm:O pyxpg’;:pzy = pympzyG(x>:L‘) =00

nach Voraussetzung, das heifit y ist rekurrent. Vertauschung der Rollen von x und y zeigt
nun auch F(z,y) = 1.
Sei nun x positiv rekurrent und z1, ...,z wie zuvor, dann gilt

-----

= Ex[:ﬂ-{Xlza?l,‘..,Xk;’l‘k}Ey[Tw(l)]] = Pw(‘)(1 =21, 7Xk = xk)Ey[ngl)]a

demnach ist Ey[Tél)] < co. Nach Vertauschung der Rollen von z und y erhalt man nun auch
E,[T{V] < oo. 0
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Definition 6.40. Fine diskrete Markov-Kette heifst irreduzibel, wenn
F(z,y)>0 Vaz,yeFE.

Bemerkung 6.41. i) Eine irreduzible Kette X besitzt entweder nur rekurrente oder nur
transiente Zustédnde. Falls |E| > 1, so gibt es keine absorbierenden Zusténde.

ii) Ist |E| < oo und X irreduzibel, so ist X rekurrent.
Beweis. i) Die Aussage folgt aus Satz 6.39.

ii) Sei z € E. Es gilt

> G(z,y) = i > Dy = ilwo,

yelE n=0yeE

das heifit es gibt ein y mit G(z,y) = co. Wegen der Irreduzibilitdt von X existiert ein
k e N mit p’zjx > 0, somit gilt auch

G(z,2)> Y piph. = G(z,y)pl, = .
m=0
O

Beispiel 6.42 (Irrfahrten auf Z9). Seien Y1, Ys, ... unabhingige und identisch verteilte, Z%-
wertige Zufallsvariablen. Sei (X, )nen, eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix Pay =P (Y1 =
y —x), das heifit unter P, ist

(X)) nen, g(ac +Y1+-4Y,).

i) Sei 1 := E[Y1] # 0. Dann gilt fiir jedes z € Z¢

X
sy Pufs,
n

insbesondere ist #{n € Ny | X,, = 2} < o0 P,-f.s., das heiit X ist transient.

ii) Sei u:=E[Y1] =0, E[||Y1|]*] < oo, die Kovarianzmatrix C' = (Cov[Y1,, Y1 ;])i -1
invertierbar und die von {y | P(Y; =) > 0} erzeugte Gruppe sei Z¢. Dann gilt

-----

1

p&O =Py(X,=0)=P(Y1+--+Y,=0)~ (27T)d/2| det(C)|1/2nd/2

fiir n — oo (lokaler Zentraler Grenzwertsatz, zum Beispiel via Fourier-Inversion). Somit
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=00

) d:1727
, d>3,

< 00

G(0,0)= > pﬁ,o{
n=0

das heifit eine zentrierte Irrfahrt mit endlicher Varianz ist genau dann rekurrent, wenn
d<2.

6.4.3 Invariante Verteilungen

Fiir ein MaB p auf E sei up({z}) = ¥y 1({y})pyz (Transport von p durch den Ubergangs-
kern p).

Definition 6.43. Ein (o-endliches) Maf$ v heifit (p-)invariant, falls up = p. Ist p zudem ein
Wahrscheinlichkeitsmaf, so heifit es auch eine invariante Verteilung (auch: Gleichgewichts-
verteilung) von p.

Lemma 6.44. Sei jeder Zustand transient. Dann gibt es keine invariante Verteilung fir p.

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz 6.38 ist G(z,y) = 2on Py < 00, insbesondere gilt py, —
0 fiir n - oo fiir alle z,y € F.

Angenommen p wére eine invariante Verteilung. Dann gibt es ein y € E mit u({y}) > 0, ein
endliches E' ¢ E mit u(E\ E') < iu({y}) und fiir geniigend grofles n ist

T
< .
weir P S (B

Somit folgt

n({y}) = mp({y}) == "{y}) = Y, u{=zPpy, + Y, w({z})ph,

zeE’ zeENE'

< sl + o) = SuCin),

also ein Widerspruch. ]

Satz 6.45. Sei x rekurrenter Zustand, dann definiert

71

pz({y}) = Eg Z H{any}:|= ZP:B(XTL=Z/7T;5(1) >x), yekE
n=0 n=0

ein tnvariantes Maf p,.

Diese Konstruktion wird auch der ,,Zyklus-Trick“ genannt. Intuitiv ist p,({y}) die erwar-
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tete Anzahl Besuche in y wéhrend {0,1,... ,ngl) -1} und p,p({y}) die erwartete Anzahl

Besuche in y wéhrend {1,2,..., Tagl)}, diese Anzahlen sind aber wegen X

=7 gleich.

Beweis. Zeige zunéchst p,({y}) < oo fur alle y € E. Es gilt p,(z) = 1 und p,(y) = 0, falls
F(z,y) = 0. Falls F(z,y) > 0 fiir y # x, so setze F(z,y) := Px(Ty(l) < ngl)). Dann ist

EF(z,y) >0 und F(y,z) >0 und es gilt

7)1 [ 701
E,( X ﬂ{xn=y}] =1+EBy | Y Lxmy L gy
n=0 _n=T£1)
7M1
=1+E,|E, Z ﬂ{Xn:y}ﬂ{Tél)<T§1)} | ny(n
| Le=ry?
[ 7M1
=1+ Ey | Lm0, By > H{Xn:y}”

=1+ (1—F(y,az))Ey

7M1
Z ]]'{Xn=y}] )
n=0

das heif}t
M1 1
E ]]_ Xn: = .
y[ﬁ T By, o)
Damit folgt
7MW 7 _q
pa({y}) = Ey nz:%) Lix,=yy | = Ea H{Tél)<T£1)} ;1) Lix, =y
n=ly
7M1 ;
z F
=P (T <TNE, | Y Lix,oy | = F@y) o
n=0 F(y,l‘)

Setze nun p,(z,y) = Px(X, = y,ngl) >n), dann gilt

pap(2) = 3 ta(@)pye = 3 3 B )y

yeE n=0yekE

1. Fall: « # z. Es gilt

Z ]_Qn(:p,y) = z P:E(Xn =Y, ngl) >n, Xpi1 = Z) = Px(Xn+1 =z, ngl) >n+ 1)
yel yeE

=Py (Xn=y, Xns1=7, T£1)>n+1)
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und somit wegen py(z,z) =0 fiir z # z

pap(2) = 3 Pt (2,9) Y- Pu(@,y) = pa({2}).
n=0 n=0
2. Fall: x = z. Es gilt

Z ﬁn(xvy)]?ya: = Z PI(XTL =Y, Tx(l) >n, Xpy1 = l‘) = Pw(Tm(l) =n+ 1)7

yeFE yeFE
das heifit
nep({2}) = 2 3 Pu(@,9)pyz = 2, PolT) =n+1) = 1=z ({}).
n=0yekE n=0
Damit ist p, ein invariantes Maf. O

Korollar 6.46. Ist x positiv rekurrent, so definiert

1
= muz

eine tnvariante Verteilung.
Satz 6.47. FEine irreduzible Markov-Kette besitzt hochstens eine invariante Verteilung.
Beweis. Seien m,v € My (E) invariante Verteilungen. puy := 3771 27"y, ist eine stochastische
Matrix und aufgrund der Irreduzibilitat gilt p,, > 0 fiir alle z,y € E.

W=7 — v ist ein signiertes Mafl mit pp = g und p(E) = 0. Angenommen g ist nicht das

Nullmaf}, dann gibt es 1,22 € E mit pu({z1}) <0< u({x2}), somit

({21 ) Pary + ({2} Pagy| < [0({z1)Paryl + ({22} )Paryl Yy € E

und
luBlry = 22 20 n{a})Bay| < 3 2 Iz Dbey = 2 ({2}l = lplpy = [1p]ry -
y x Yy x x
Dies ist ein Widerspruch, u muss also das Nullmaf} sein und somit gilt 7 = v. O

Satz 6.48. FEine irreduzible Markov-Kette X ist genau dann positiv rekurrent, wenn sie eine
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(notwendigerweise eindeutige) invariante Verteilung 7 besitzt. Diese ist dann gegeben durch

2({z}) = — 50, xzcE.
E

7]

Bewetis. Wenn x positiv rekurrent ist, so gibt es nach Korollar 6.46 eine invariante Verteilung,
welche nach Satz 6.47 eindeutig ist.

Sei nun 7 eine invariante Verteilung. Wegen 7p = 7 und der Irreduzibilitdt von X gilt
w({x}) > 0 fiir jedes x € E. Setze Py := Y g m({x})P,, das heifit unter P, ist Xy ~ . Fiir
zeEundneNseiol™ := sup{m <n: X,, = 2} mit Werten in {0,1,...,n}u{-o0}. Fir k<n
ist

Pr(c™=k)=Po(Xp =2, Xpp1 2 2,...,Xp # )
P,(Xk=2)Py(X1#2,..., X, + )
r({az)Po(TW > n -k +1),

wobei wir in der zweiten Zeile die Markov-Eigenschaft und in der dritten Zeile die Invarianz
von 7 ausnutzen. Somit folgt

1=3"7 Pr(ol = k) + Pr(o™ = —c0)

D (@) S Po(TD 30—k +1) + Po(TD > m+ 1),
Weiter gilt wegen der Irreduzibilitdt und mit monotoner Konvergenz

Po(TM 2n+1) =Y 7n({yHPy (T 2 n+1) — 0,
y n—oo

das heifit mit n — oo folgt aus (1)
1=n({z}) Yooy Po(T > 0) = ({2} B, [TV,

Damit ist Em[ngl)] < oo und folglich x positiv rekurrent. O

6.4.4 Konvergenz ins Gleichgewicht
Definition 6.49. Fir x,y e E sei N(x,y) :={neN|py, >0}.
i) dy = ggT(N(af,a:)) heifit Periode des Zustands x.
ii) Falls dy = dy = d fiir alle z,y € E, so heift d die Periode der Markov-Kette X.

i1i) X heifit aperiodisch, wenn d =d, =1 fir alle x € E.
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Beispiel 6.50.

@

@ © ©)

aperiodisch Periode d =2

Lemma 6.51. i) FirzeE gibt es ein n, € N mit p™d= > 0 fiir alle n > n,.

i) Im irreduziblen Fall gilt dy, = dy fir alle x,y € E.

Beweis. i) Setze N := %z’x), dann ist N ¢ Ny mit ggt(N) = 1 und N ist abgeschlossen

ii)

unter Addition.

Zeige: Es gibt ein n’ € Ny mit n’,n’ + 1 € N. Seien dazu ng,ng + k € N. Falls k = 1, so
ist ' =ng. Ist k > 1, so gibt es ein ny € N mit k + nq, das heifit n1 = mk +r mit m e N
und r e {1,...,k—1}. Es gilt N 5 (m +1)(ng + k) > (m + 1)ng + ny € N mit Differenz
(m+ 1)k —ny =k —r < k. Tteriere dieses Argument maximal & mal und erhalte n’.

Sei nun n, = (n')% Fiir n > n, schreibe n = (n/)? +n - (n'?) = (n)? + kn’ + r mit
re{0,1,...,n' =1} und k € Ny, demnach ist n = r(n' +1) + (n' = r + k)n’ € N.

Es gilt N(x,y) + N(y,2) c N(z,2) fiir alle x,y, 2 € E, denn p;;"™" > pi pj...

Wegen der Irreduzibilitét existieren m € N(x,y) und n € N(y,x). Sei k > n, (das heifit
kd, € N(y,y)), dann folgt m + kdy € N(z,y) und m +n + kdy € N(z,z), also

dy | (m+n)+kd, fir alle k > n,.

[ —
eN(z,z)

Demnach gilt d; | d, und mit vertauschten Rollen von x und y auch dy | d,, das heifit
dy = dy.
O]

Bericht 6.52. Im irreduziblen Fall mit Periode d > 1 kann man F = Eqyu B u - w Ey
disjunkt zerlegen, so dass

Pay > 0,2 € By = y€ Egii1) modd
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gilt (vgl. [Klel3, Satz 18.4]).

Satz 6.53. Sei X eine aperiodische, irreduzible Markov-Kette mit invarianter Verteilung .
Dann gilt fiir jedes x € E

ZEIPI(Xn =y)-7({yH)] —=0.

Beweis. Wir konstruieren eine Kopplung von P, und P.

D(w1,09),(y1,2) = PriynPasys it eine irreduzible stochastische Matrix auf E x £ (die Ir-
reduzibilitdt verwendet Lemma 6.51), m({z,y}) = 7({z})7({y}) ist zugehorige invariante
Verteilung. Sei (X,,,Y},), eine p-Markov-Kette mit Startverteilung §, ® 7. Nach Satz 6.48 ist

(X,Y) rekurrent, insbesondere ist 7" := inf{n € Ny : X, = Y;,} < oo f.s. und es gilt

Yy P(T=m,Xy,=2,X,=y)

m=0 x

P(Xn =y, T < n)

=P(T=m,Xnm, :m)p?;m:P(T:m,Ym:$)pg§m

n
Z ZP(sz,Ym=$,Yn:y):P(Yn:y,TSn),

m=0 x

P(Xn=y) = P(Yo=y,T<n)+P(Xn=y,T>n)<PYy=y)+P(Xy=y,T>n)

und analog P(Yy =y) <P(Xny=y) +P(Yn =y,T > n), somit

ZE\P:U(Xn =) -7({y})| = ZE IP(X,=y)-P(Y,=y)|<2P(T >n) —0.

O
Beispiel 6.54 (Erneuerungskette). Sei E = Ny, v € M;(N) und X eine Markov-Kette mit
Ubergangsmatrix pg ;j = v({j + 1}) fiir j € Ng, p; ;-1 =1 fiir i € N und p;; = 0 sonst.

Sei p:= Y enav({z}) < oo und ggT({z: v({z}) > 0}) =1, dann ist X aperiodisch, irredu-
zibel und positiv rekurrent mit (eindeutiger) invarianter Verteilung 7, gegeben durch

w({z}) - %y({m Le+2,...}), zeNp

(falls m := sup{z : v({z}) > 0} < 00 s0 muss man wortlich auf E’:={0,1,...,m+1} einschran-
ken).

Beweis. Die Irreduzibilitdt und Aperiodizitdt von X sind klar. Weiter gilt

({7 +11)pje1,5 + 7({0})po; = %(V({J' +2,...3) 1+ Lw({j+1})) = n({5}),
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somit ist 7 die invariante Verteilung. O
Satz 6.55 (Diskreter Erneuerungssatz). Mit der Darstellung
X, = inf{T;C -n|keNy, Ty 2n}

mit &1,&2,+++ ~ v unabhdngig, E[&1] = p, To == xo und Ty, := 9+ &1 + -+ + &y flir m e N ergibt
sich aus Satz 6.53

P(3keN: Ty=n)=P,(X,=0) — a({0}) = i

6.4.5 Markov-Ketten und Randwertprobleme

Definition 6.56. Sei f:E — R, pf(z) := ¥yeppeyf(y) (f sei derart, dass die Summe exis-
tiert). f heifst harmonisch (fir p), wenn pf = f. f heifft subharmonisch, wenn pf > f und
superharmonisch, falls pf < f.

Bemerkung 6.57. Ist f harmonisch und (X,), eine p-Markov-Kette, so ist (f(X,)), ein
Martingal.

Definition 6.58. Sei @+ Ac E und g: A - R beschrankt. f lost das Dirichlet-Problem (zu
p—1) auf E~ A mit Randwerten g (auf A), wenn gilt

(f - () = 0, weB~A
flz) = g(x), xeA.

Beobachtung 6.59. Sei (X,,), p-Markovkette, 74 := inf{n € Ny : X,, € A} (die Treflzeit
von A c E) und es gelte P, (74 < 00) =1 fiir alle z € E. Dann 16st f(x) = E;[g(X;,)] das
Dirichlet-Problem mit Randwerten g.

Beweis. Offenbar ist f(z) = g(x) fir x € A, denn dann ist P,(74 = 0) = 1. Fiir z ¢ A gilt
wegen der Markov-Eigenschaft

9(y) = f(y), yeA,

Ei[g(Xr)IX1=y] = {Ey[g(xm)] =f), yiA

Demnach ist fir x ¢ A

f(l:) = ZPz(Xl = y)Ex[g(XTA)’Xl = y] = meyf(y) :pf(fl’)-
Yy Yy
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Bemerkung 6.60. Auch f(z) = Ex[g(XTA)]l{TA@o}] 16st das Dirichlet-Problem. Ist P, (74 =
00) > 0, so kann es verschiedene Losungen geben.

Sei Puy = Lp\a(@)pay + Ladzy (P ist die Ubergangsmatrix von X, = Xnary, der in A absor-
bierten Kette). Wir treffen folgende Annahme:

Ve ENxAyeE :3neNy:py, >0 und in£P$(TA<OO):1 (Trry)
Te

Satz 6.61 (Maximumprinzip). Es gelte (Irra). Sei f:E - R mit (pf—f)(x) =0 firze ExA
und es gebe x* € EN A mit f(x*) =sup,.p f(x). Dann ist f konstant.

Beweis. Es gilt f(z)=pf(z)=-=p"f(z), insbesondere
f@™) =p" f(z") = Y bpey f(y) < f(27),
y
also gilt f(y) = f(z*) fiir alle y € {z € E'| plx, > 0}. Nach Annahme ist u;>; A, = E. O

Satz 6.62. Unter der Annahme (Irra) ist fir jede beschriankte Funktion g:A — R das Di-
richlet-Problem mit Randwerten g eindeutig l6sbar durch f(x) = Ez[g(X:,)].

Beweis. Seien f; und fy Losungen. Da g beschréankt ist, sind gemifl Satz 6.61 (Maximum-
prinzip) auch f; und fy beschrankt mit || f1]|oo, ||/f2]|oo < [|9]]oo-

fi=f1 - foerfillt (pf - f)|gaa =0 und f]4 =0, also muss f = 0 sein, denn ein z* € E\ A
mit f(z*) >0 oder —f(z*) > 0 ergibe einen Widerspruch zum Maximumprinzip. O

Beispiel 6.63 (Einfache Irrfahrt auf Z mit Drift). Sei E=7Z, r € (%, 1) und
Pay = 10y a1 + (1 =7)0y 21

o(x) = (1%):6 ist harmonisch. Sei A := ((—oo,a] u [b, oo)) NZ mit —a,b € N und betrachte
g(a)=1,g(b)=0. Fir a<x <bist

6.4.6 Beispiel Gibbs-Sampler und Isingmodell

Das Ising-Modell? ist ein einfaches thermodynamisches und quantenmechanisches Modell fiir
(Ferro-) Magnetismus von Kristallen.

*Ernst Ising, 1924
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« Die Atome sitzen auf den Knoten des Gitters, wir denken an A = {0,1,...,L - 1}? fiir
ein L e N.

o Jedes Atom (i,j) € A besitzt ein magnetisches Moment z; ;) € {-1,+1} (Spin).

o Atome wechselwirken (nur) mit ihren direkten Nachbarn auf dem Gitter, und sie be-
vorzugen dieselbe (Spin-) Orientierung wie ihre Nachbarn zu haben.

« Die Energiefunktion eines Zustands z € {1} ist gegeben durch

H(z)== 3 2T
(ivj)N(irvj,)
wobei (i,7) ~ (i’,5") bedeutet, dass (,5) und (i’,5") benachbarte Gitterpunkte sind.
Demnach ist die Energie eines Zustands umso kleiner, je mehr , gleichsinnige“ Nach-
barpaare (4/+ oder -/-) es gibt.

o Wegen thermischer Fluktuationen ist der (,,mikroskopische®) Zustand eines Systems bei
Temperatur T > 0 zufallig.

Bei Temperatur T > 0 hat ein Zustand x die Wahrscheinlichkeit
1
pp(z) = 7 exp ( - BH(I’))
B

mit [ = % (inverse Temperatur) und Normierungskonstante (Zustandssumme)

Zg:= Y. exp(-pBH(z)).

ye{x1}A

pp ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf {+1}*, die Gibbs’-Verteilung (oft auch Boltzmann?-
Verteilung).

Um ,typische* Konfgurationen im thermischen Gleichgewicht zu beschreiben, miissen wir
Erwartungswerte beziiglich pg ausrechnen. Da Zg eine Summe iiber 2IAl Terme ist, kann man
pp(z) aber nur sehr schwer ausrechnen (zum Beispiel fiir ein Gitter der GréBe 100 x 100 sind
dies 210000 5 2. 103919 Summanden).

Lésungsvorschlag: Finde eine Markov-Kette (X5, )nen,, die pg(x) als einziges Gleichgewicht
besitzt, denn dann hat (fiir n > 1) X,, (ungeféhr) Verteilung pg.

Gibbs-Sampler. Fiir (i,7) € A, € {£1}* sei 207+ € {£1}" gegeben durch

(i), _ {+1’ (i',5") = (i,4)
(3",5") x(i’,j’) (il,j,) + (Z,j)

3 Josiah Willard Gibbs (1839-1903)
*Ludwig Boltzmann, 1844-1906
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und analog x(*/)~. Definiere (A(2,Y)) 4, yersryr durch

N 1 pg (2(99)%)
(17.7)’+ = — B
AT A @)+ 05 ()

(ivj)v_ [
A Gl ) + )

A(z,y) =0, falls y ¢ U(i,j){x(i’j)*,:U(i’j)’_}
Beachte: A ist eine (irreduzible und aperiodische) stochastische Matrix und man braucht Zg

nicht zu kennen, um A zu bestimmen. Interpretation von A: Wahle zuféllig einen Gitterpunkt,
flippe den Spin dort gemaf 1153, bedingt auf alle anderen Spins. Es gilt

ps(W)A(y, 2) = pp(2)A(z,y)  fiir alle y, z e {+1}*

(es geniigt hier, dies fiir y = (%)% z = 29~ fiir alle & € {£1}2, (i,5) € A zu priifen) und
somit

S us(2)A(z,y) = pgy) fiir alle y e {1}

4

g ist ein (reversibles) Gleichgewicht fiir A.

> ._ -
: b } o e ¥ “.. '._-:_;‘;::-
Tl e T S e et
% .l.:?-:iﬂ"-"' .& gy .". 4 ,._ #y &_ !
B el o, |t it A o e P T ol I
Mt e e e

(a) 8=0.2

Abbildung 6.1: Simulationen eines Zustands geméfl ug fir L = 256

88



Fiir einen ,,Mikro“-Zustand z{+1}% ist
1
m(@) == ) i)
| |(Lj)eA

die Magnetisierung (pro Spin) und

mg= Y. pp(x)|m(z)]

x{x1}A

die mittlere (absolute) Magnetisierung bei inverser Temperatur £.

e ]
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Abbildung 6.2: mittlere (absolute) Magnetisierung als Funktion von  (basierend auf einer
Simulation fiir L = 1000)
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7 (Etwas) Ergodentheorie

Zur Etymologie des Worts ,ergodisch® vgl. auch G. Gallavotti, J. Stat. Phys. 78, 1571-1589
(1995).

Definition 7.1. Ein stochastischer Prozess (Xy )nen, mit Werten auf einem polnischen Raum
E heifit stationar, wenn fir alle m e N gilt

P((Xn)neng € *) = P((Xn+m)neng € -)-

Beispiel 7.2. i) Sind X, X9, X3,... unabhingig und identisch verteilt, so ist (X, )nen,
stationar.

ii) Ist (X5 )nen, eine Markov-Kette mit invarianter Verteilung m und Xo ~ 7, so ist (X, )nen,
stationar.

iii) Fir k € Z seien Y} unabhingige und identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen. Seien
m € No, co,c1,...,cm € Rund X, := 37 ¢; Y55 (, gleitendes Mittel). Dann ist (X )nen,
stationar.

Definition 7.3. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7:Q — Q messbar.

i) Ae A heifit invariant, falls 771(A) = A.
A€ A heifit quasi-invariant, falls P(771(A) & A) = 0.

T :={Ae A| A invariant} heifst o-Algebra der invarianten Ereignisse (auch invariante
o-Algebra).

i) T heifit maBtreu (auch maBerhaltend), falls P(771(A)) = P(A) fiir alle A€ A.
(2, A,P,7) heifst dann (maferhaltendes) dynamisches System.

iii) (2, A, P,7) heifit ergodisch, wenn Z P-trivial ist, das heifst P(A) € {0,1} fiir alle AeT.

Bemerkung 7.4. i) Sei f:Q2 — R messbar. f ist genau dann Z-messbar, wenn f = fo 7.

ii) Ist A €Z mit P(A) € (0,1), soist (A, A4, P(- [ A),7)4) ein maBerhaltendes dynamisches
System (A4 bezeichnet dabei die Spur-o-Algebra iiber A).
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Beispiel 7.5 (Rotation des Einheitskreises). Sei 2 = [0,1) (mit ,periodischem Rand“), A =

B(2), P das Lebesgue-Maf} auf Q und 7,22 — z + 7 mod 1 (alternative Parametrisierung via
2mixz

x> e ™),

Sei zunéchst r = § € (0,1) mit p,q € N teilerfremd. Dann gilt
T4 (x)=(x+qr) mod 1 =(x+p) mod 1 =x mod 1=z,

das heifit 7, hat periodische Orbits. Sei Ay := [0, %) und A := Uf;%) 7(Ap). Dann ist 7,1 (A) =

Aund P(A) =1 ¢{0,1}, also ist (2,4, P,7,) in diesem Fall nicht ergodisch.

Sei nun 7 € (0,1)\ Q. Zeige: Die Orbits liegen dicht. Setze dazu z,, := 7,°(0). Es gilt x,, # z,
fir n £ m, denn sonst wére rm =rn + k, also r = % € Q, was zu einem Widerspruch fiihren
wiirde. Fiir alle N € N existieren m,n € Ny mit |z, — x| < % (,Schubfachprinzip®), also
existiert auch ein k € N mit 0 < zj, < +; (wéhle zum Beispiel k = |[n —m|). Fiir L := [ﬁ] haben
0<op <xop <...<xpr <1 jeweils einen Abstand kleiner gleich %, folglich liegen die Orbits
dicht.

Sei A € Z mit P(A) > 0. Falls es ein z € A und ein € > 0 gibt mit (z —e,z +¢) c A, so folgt
[0,1) =Upl g ((x —e,z+¢)) c A, also A =[0,1) und somit P(A) = 1. Andernfalls benutze
den Dichtesatz von Lebesgue:

Bericht 7.6 (Dichtesatz von Lebesgue). Sei A das Lebesgue-Mafl auf R und A € B(R) mit
A(A) > 0. Dann gilt fiir \(- n A)-fast alle x und B.(z) := (z -,z +¢)

A(AnB.(x)) _

lim =1,

20 A(B(x))

. A(AN Be(x)) _
)\({xeAngn\lglfW < 1}) =0.

das heifit

Es gibt ein x € A mit %W > % fiir 0 < € < g¢. Falls A = @, so ist P(A) = 1. Andernfalls

sei y € A. Zu e >0 gibt es ein n € N mit B.(7,"(z)) c Ba-(y), demnach

P(AN By-(y)) _ P(A°n7"(B:(2))) , P(A°N (Ba:(y) ~ 7" (Be(2))))

P(B2:(y)) e 4e
=2:P(77 (ANBc(2))) <EP(Bac(y)N(Be(@)))=32=3
1 11
< lpAnB(a)) st LELELD
4e | . 2 44 4e 8
<iP(Be(2))
P(A°NB.(y))

Damit gilt liminf.g FE0) < 1 fir jedes y € A%, wonach mit dem Dichtesatz von Lebes-
gue P(A°) =0 folgt. In diesem Fall ist (92, A, P, 7) somit ergodisch.

91



Beispiel und Definition 7.7. Sei X = (X, )en, ein stochastischer Prozess mit Werten in E,
realisiert als kanonischer Prozess auf Q = ENo, A = B(E)®No, P = £((X,,)nen,) mit X;:Q —
E, (z9,21,...) » x; und 7:Q - Q, (z9,21,...) = (21,22,...). Insbesondere gilt X, (w) =
Xo(m"(w)). X ist genau dann stationdr, wenn (€2, A, P, 7) ein maflerhaltendes dynamisches
System ist. Ein stationédrer stochastischer Prozess X heifit ergodisch, wenn dies fiir (2, 4, P, 7)
gilt.

Beispiel 7.8. i) Sind Xj, X, ... unabhéngig und identisch verteilt, so ist (X}, ), ergodisch.

ii) Aperiodische, irreduzible Markov-Ketten mit invarianter Verteilung sind ergodisch.

Satz 7.9 (Ergodensatz). Sei (2, A,P, 1) ein maferhaltendes dynamisches System, f:Q - R
messbar, X, := f o™ und S, := 2?501 X;. Falls f € LP(P) fir ein p>1, so gilt

1 1n—1 X
=S, =— EfOTJ —— E[X(|Z] f.s. undin LP.

Die f.s.-Konvergenz in Satz 7.9 heifit traditionell ,Birkhoffs! individueller Ergodensatz“, die
LP-Konvergenz ,von Neumanns? statistischer Ergodensatz.®

Lemma 7.10 (Hopfs® Maximal-Ergodenlemma). In der Situation von Satz 7.9 sei Xq € £
und My, := max{0, S1,52,...,S.}. Dann gilt E[Xo1p7,501] 2 0.

Beweis. Fir 1 <k <n gilt Xg+ M, o7 > Xg+ Sg o7 = Skgs1, sowie Xg > S1 — M, o 7. Damit
ist Xog > max{S1,...,S,} — M,, o 7. Weiterhin ist {M,, > 0} = {M,, =0} n{M, o7 >0} c
{M,, - M,, o7 <0}, also

E[Xo1{a,501] > E[(max{S1,...,Sp} = My o 7)1 {as,501]
= E[(M,, - My 0 7)1, 503 ]
>E[M, - M,oT]
= E[Mn] _E[Mn]
=0.

O]

Beweis von Satz 7.9. Sei ohne Einschrinkung E[Xy | Z] = 0 (ansonsten betrachte X, :=
X, -E[X, |Z] =X, -E[X0o]|Z]). Sei Z :=limsup,, %Sn, e>0und F:={Z >¢c} € Z. Weiter

!George David Birkhoff 1884-1944; 1931
2John von Neumann 1903-1957; 1931
3Eberhard Hopf 1902-1983
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sei XE = (X, —¢)lp, S¢:= Y020 X5 und Mg = max{0,S5,...,S5}. Fir F, := {MZ > 0} gilt
F1CF2C... und

o 1 1
U Fo=4sup—-S;>0¢ =3sup—S; >0, nF =F,
n=1 kK kK
daher folgt mit Lemma 7.10 und monotoner Konvergenz
0 < E[X§1r,] — E[X;15] = B[X;).
Demnach gilt
0<E[X§] = E[(Xo-¢)1r] = E[E[(Xo-€)1r | Z]] = E[1(E[Xo | Z] - €)] = -eP(F),

das heifit P(F') = 0 und mit € \ 0 folgt limsup,, %Sn <0 f.s. Ersetze nun X,, durch —-X,, und
erhalte %Sn -0, n—> oo fs.

Sei nun p > 1 und Xg € £P. Zeige: {|+S,P | n € N} ist gleichgradig integrierbar. {|Xo[’}
ist gleichgradig integrierbar, also existiert nach Erinnerung 1.26 eine monoton wachsende,
konvexe Funktion ¢:[0,00) — [0, 00) mit @ — 00, x = oo und E[p(|Xo[P)] < co. Nach der
Jensen-Ungleichung gilt \%SnV’ < % Z?:_Ol | X [P, also folgt wegen der Monotonie und Konvexitét
von ¢

1 1n—l 1n—l
_Snp)g _ X.p < = X,p
o(125] so(ng J|) 2 & A

und somit 1 1
supE | (|--5u/") | < sup S nEL(1X0] = ELo(Xol] < e
n n n N

Demnach ist {|2S,[P | n € N} gleichgradig integrierbar. Dies zusammen mit +S, - 0, n — oo
f.s. impliziert auch %Sn -0, n—> oo in LP. O

Beispiel 7.11. Sei X eine positiv rekurrente, irreduzible Markov-kette auf einer abzdhlba-
ren Menge E. Sei 7 die eindeutige invariante Verteilung und P, = ¥, . p7({z})P,. Dann
ist X ein stationdrer Prozess (zum Beispiel auf Q = EYo mit 7:(2,), = (2Zpi1)n) und
(Q, (2F)%No p_, 7') ist ergodisch.

Beweis. Sei AeZcT =Npo(Xy, Xn+1,...). Es gilt Pr(X € A| F;) = Px, (X € A) fiir jede
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f.s. endliche Stoppzeit 7, denn fiir B € F,, gilt
Ex[Lixeplixear] =D, D Pr(X eBn=nX,=2, XeA)
n=0 zeE :;;:A

=> Y Pi(XeBn=nX,=2)Py(X cA)
n=0zek

=Ex[1{xemPx, (X € A)].

Insbesondere ist mit 7" := inf{n >0| X, =z} (< oo fs., da X irreduzibel und rekurrent)
und der Markov-Eigenschaft

P (X € A) =E[Pr(X € A|F )] = EW[PXT(U (X € A)] =E;[Py(X e A)] =P, (X € A)
flir jedes x € E. Somit ist

P,(XeA)=Px, (XecA)
=P,(XeA |Xo,....,.Xp) — P (XeA|o(Xo,X1,...)) = Lixeay-
—— n—oo

=XormeA

Fiir beliebiges A € T gilt demnach Pr(X € A) € {0,1}, das heifit (2, (27)®N, P, 1) ist
ergodisch. O
Bemerkung 7.12. Insbesondere gilt fiir jedes f e £1(r)

n—1

Z F(X5) —— Ex(f(X0)) = > m({zh)f(z) fs.

| n-
n =0 zeE

Definition 7.13. Ein maflerhaltendes dynamisches System (2, A,P,7) heiffit mischend,
wenn fir alle A, B € A gilt
lim P(An7"(B)) =P(A)P(B).

FEin stochastischer Prozess X = (Xp)nen, heifit mischend, wenn dies fiir seine Darstellung
als kanonischer Prozess auf ENO gilt, das heift

lim P((Xm)meng € Ay (Xim+n)men, € B) =P (X € A)P(X € B).

Beobachtung 7.14. Ist (2, A4, P, 7) mischend, so ist es auch ergodisch.

Beweis. Sei (2, A,P,7) mischend und A € Z. Fiir alle n € N gilt P(4) = P(An77"(A4)),
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demnach gilt
P(A)=P(AnT"(A)) — P(A)P(A) =P(A)?

und somit P(A) €{0,1}. O

Bemerkung 7.15. Die irrationale Rotation aus Beispiel 7.5 ist ergodisch, aber nicht mischend.
Sei 71z~ 2 +7 mod 1 fiir z € [0,1) und 7 € (0,1) \ Q, so ist 7¥7(0) € (}L,%) fiir eine Folge
kyn 7 co. Fir A:=[0, ?11) ist An77%(A) =@, also liminf, P(An7(A)) =0 # % =P(A)%

Satz 7.16. Ist X = (X,,)nen, eine positiv rekurrente, irreduzible und aperiodische Markov-
Kette (auf einer diskreten Menge E) mit invarianter Verteilung 7, so ist X mischend.

Beweis. Stelle X dar als kanonischer Prozess auf EN°. Seien A, B € (2F)No und £ > 0. Nach

dem Approximationssatz fiir MaBe gibt es ein N ¢ N und ein A ¢ F{01-N}

A, = A x ENOLNY gl P,(A A A.) <e. Weiter gilt

, sodass mit

P.(A-n7™(B)) =P.((Xo,..., XN) € A, (Xmsn)men, € B)

= 2 Er[ a1 xyen Ly 18 (X X )
z,yeE

= Z Eﬂ[lAgl{XN:x}]pQ;NPy(X € B)
z,ye

Nach Satz 6.53 gilt pg;N - m({y}), n - oo, demnach ist

7%1_{20 Pr(A:n77"(B)) = EEEW[HAE]l{XN:x}]W({y})Py(X € B) = Pr(A:)Pr(B).

Wegen |P (A.n77"(B))-Pr(An7"(B))|<P(A: & A) < ¢ folgt

P.(A:)P(B)-e< limnianW(A N7 "(B)) <limsupPr(An7"(B)) <P (A.)Pr(B) +¢
und P (A;) - Pr(A) fir € \ 0, also folgt mit € \ 0 die Behauptung. O
Satz 7.17. Sei (X,)nen, €in stationdrer Prozess mit Werten in R, Sei So := 0 und Sy, :=

Yie1 Xn firneN. Ist Ry, :=|{S1,...,Sn}| (die ,Grifie des Range“) und A ={S,, # 0V n e N},
dann gilt

1
“R, —— P(A|TI) fs.
n T—>00

Beweis. Wir realisieren (X, )nen, als kanonischen Prozess auf dem Produktraum, also X, =
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Xopo7". Es gilt
Ry={1<k<n|S#S,Vie{k+1,....n}}>{1<k<n|S+SVI>k}= i]leTk.
k=1
Nach Satz 7.9 folgt demnach
ligglf%]%n > lim inf i lao7r" =P(A|T).
k=1
Sei A, :={S;#0V 1l=1,...,m} fiir m <n, dann gilt
Rn3m+|{k§n—m\Sl¢Sk v le{k+1,...,k+m}}‘:nin]lAmoTk,
k=1
somit folgt wieder nach Satz 7.9

1
limsup —R,, <0+ P(4,,|Z).
n

n—oo

Es gilt A, A, das heiit P(A|Z) = lim P(A4,,|Z), also folgt mit m — oo die Behauptung.
m—> 00
U
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8 Brownsche Bewegung

Definition 8.1. Fin stochastischer Prozess (Bi)iso mit Werten in R heifit Brownsche' Be-
wegung, wenn gilt:

i) Fir alleneN und 0=ty <...<ty sind By, — By,,..., By, — Bt
By, - By, , ~N(0,t; —t;—1) fir allei=1,...,n.

unabhdngig und es gilt

n-1

it) t — By ist f.s. stetig.

Bemerkung 8.2. Einen Prozess, der i) erfiillt, haben wir in Beispiel 6.19 konstruiert (als
kanonischen Prozess auf R[0:%)).

Satz 8.3. Die Brownsche Bewegung im Sinne von Definition 8.1 existiert.

Beweis via Lévy-Konstruktion der Brownschen Bewegung. Betrachte zunéchst nur ¢ € [0,1]
und By = 0. Sei Dy, := {45 | k € No,k < 2"} und D := U2, Dy,. Fiir t € D seien Z; ~ N(0,1)
unabhéngig. Setze B(0) = By = 0 und B(1) = Z;. Sei B(d') konstruiert fir d’ € D,,_1 und
setze fir d € D, \ D,,_1

Zg
\ /2n+1 )

B(d) := %(B(d —27™)+B(d+27")) +
Es gilt (nach Konstruktion)
{Bg|deDy,} und {Z; |t € D\ D,} sind unabhingig. (8.1)
Zeige:

B(d) - B(d-2"), de Dy~ {0} sind wiv. mit B(d) - B(d-2"") ~N(0,27")  (8.2)

durch Induktion iiber n. Fir n = 0 ist die Behauptung klar. Sei also (8.2) fiir n — 1 erfillt.
Betrachte d = 2% fir £ ungerade, das heifit d € D, \ Dj,_1. Setze

1 1
Ange=5(B(d+27") - B(d-2")) ~N(0, 727" V) = N(0,27"),
’ 2 ~— — 4
€Dp1 €Dp-1

'Robert Brown (1773-1858)
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By = 21
LA \/on+1

Nach (8.1) sind A,, ; und B, ; unabhéngig, also sind auch A, + B, = B(d) - B(d-27")
und A, - By, = B(d +2™") - B(d) unabhéngig und es gilt

~N(0,27"7h),

An,k’ + Bn,ka An,k - Bmk ~ N(Oa 2—71)‘
Demnach ist
29 27-1 27-1 27 -2 n-l
((2)-5 35 25 55, fvoenasny
2n PAL 2n 2n j=1,...,2n1

das heifit (8.2) gilt auch fiir n.
Setze nun

0 =0
Fo(t):: Zl 7t:1
linear interpoliert ,t € (0,1)

und fir ne N

\/% ,teD, "D,
Fn(t) = 0 7t € Dn—l

linear interpoliert ,sonst

und zeige fiir d € D,,

B(d) - ﬁgm(fo - fgmd) (8.3)

durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Sei also (8.3) fir n — 1 erfiillt. Fir
d € D, \ D,,_1 gilt nach Induktionsvoraussetzung

n-1 n-1 _9-n X -n
Z=§E(d 2 );E(d” L (B2 Bld+2™),

1=0

wobei wir im ersten Schritt die Linearitdt von F; auf [d—27",d+27"] ausgenutzt haben. Nach

Konstruktion ist F,(d) = 24, demnach ergibt sich zusammen mit der Definition von B(d)

Y. Fi(d) = B(d),
=0

das heifit (8.3) gilt auch fiir n.
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Fiir ¢>1 und n e N gilt

P(|Z4| 2 e/n) = —J e2da:£J xze zdr= [—62] =e 2,
V2T N e/n N

das heifit fiir ¢ > /2log2 gilt

oo [e o] 62n
Y P(3deDy:|Zgl2c/n)< Y (2" +1)e” 2z < o0.
n=1

n=1

Somit existiert nach Borel-Cantelli ein (zufélliges) Ny, sodass fiir alle n > Ny gilt

_n+l
|Folo = sup |Eu(t)] <ev/n2 2,
te[0,1]

das heifit Y07 [ Fnlo < oo. Demnach ist B(t) = Y02 Fn(t), t € [0,1] als Grenzwert einer
gleichméfig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen selbst stetig.
Wegen (8.2) gilt fiir tg<...<t, €D

L((Bi, = Biy, - Bi, = Bi,, 1)) =N(0,t1 = tg) ® ... ® N(0, 1), — tpr-1).

Der Fall allgemeiner ¢; folgt durch Approximation mit t;k € D (vgl. [Perl0]).
Fiir ¢ € [0, 00) betrachte nach obiger Konstruktion (Bo(t))¢e[o,1], (B1(t))se[0,1]; - - - als un-
abhéngige Kopien und setze

B(t) = 2 Bl(l) +B[tJ(t_ [tJ)

lt]-1
=0

O]

Beobachtung 8.4. (By):0 ist genau dann eine (Standard-) Brownsche Bewegung (das heifit
eine Brownsche Bewegung mit By = 0), wenn (By)s»0 ein zentrierter Gaufischer Prozess mit
Cov[Bs, Bi] = s At und stetigen Pfaden ist.

Beweis. Sei zunachst (By)so eine (Standard-) Brownsche Bewegung. Fiir 0 < s <t gilt
Cov|Bs, B] = Cov[Bs, Bs + (B: — Bs)] = Var[Bs]| + Cov[Bs, By — Bs] =s+0=s=sAt.

Die Umkehrung folgt aus der Tatsache, dass die endlich dimensionalen Verteilungen eines
(zentrierten) Gaufischen Prozesses durch die Kovarianzen festgelegt sind (vgl. Beispiel 4.5).
O
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Abbildung 8.1: Simulation einer (Standard-) Brownschen Bewegung mit Gitterweite %, N =
1000

Korollar 8.5. Ist (B;)is0 eine (Standard-) Brownsche Bewegung und ¢ # 0, so ist auch
B(t) ==1B.;, t>0 eine (Standard-) Brownsche Bewegunyg.

cc
Beweis. Es gilt By = 0, B hat stetige Pfade und fiir die Kovarianzen gilt
~ =~ 1 1., 9
Cov|[Bs, Bi] = 5 Cov[ Bz, By = 5 (c"s A ct) = sAt.
c c
O

Beobachtung 8.6. Fiir alle € > 0 gilt B. d VEB1, was nahe legt, dass fiir kleines h die
typische* GroBe von By,p, — By ~ V/h ist. Genauere Auskunft gibt der folgende Satz.

100



Satz 8.7. Es gibt ein ¢ < oo und ein (zufilliges) ho > 0, sodass

B(t+h) - B < c\/@

fir alle h e (0,ho) und t €[0,1-h] gilt.
Beweis. Schreibe B(t) = Y77 F,,(t) wie im Beweis von Satz 8.3. F), ist differenzierbar bis auf

endlich viele ,,Knickstellen“, es gilt

HF H

|72 < <evm2's

fiir alle n > Ng mit Ny aus dem Beweis von Satz 8.3. Damit folgt fiir > Ny

|B(t+h) - B(1)| < ZO [Fu(t+ 1) - Fu(t)] < Z RE L+ Y 20Fls,
n= n= l+1

<h Z HF’H +h Z f22+ Z 2/n273
n=Ny \/_ n=l+1

_/_/

=51 =Sy =:S3

Fir h gentigend klein ist 57 < log%. Wihle I > Ny, sodass 27! < h < 271 (dies ist moglich

fiir h gentigend klein). Dann gilt
I/ 1 1 1

1
S5 < cgVI27t < ¢y [ hlog ’

.. . I/
fir gewisse Konstanten ¢}, ¢4, ¢4, 4. Damit folgt fiir ¢:= 1+ ¢} + ¢}

|B(t+h)—B(t)|shSl+th+Sgsh\/10g%+hc \/~ log—+c3\/hlog—<0\/hlogﬁ

Bericht 8.8 (Lévys Stetigkeitsmodul der Brownschen Bewegung). Es gilt

und

By — B
limsup sup t+h -1 fs.

RO te[0,1] /2hlog%
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