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Diese Notizen beruhen in Teilen auf den Vorlesungsnotizen zur Vorlesung Stochastik 11
aus dem WS 2014/15, die Matthias Muth in XTEXgesetzt hatte. Dafiir hier nochmals
mein herzlicher Dank.



Kapitel 1
Zur bedingten Erwartung

Erinnerung 1.1. Sei (Q,.#,P) W’raum, B € % mit P(B) > 0.

]P(A|B):P(AHB)

o
—]P’(B) , AeZ

heilt die bedingte Wahrscheinlichkeit von A, gegeben B.
P(- | B) definiert durch diese Formel ein W’Ma$ auf (£2,.%) mit P(B | B) = 1, fiir
Y e L1(P) ist
E[15Y]
P(B)

E[Y | B] = f Y (w)P(dw | B) =

Bemerkung 1.2 (Diskreter Fall der bedingten Erwartung). X und Y ZVn (auf einem
Wraum (Q, #,P)), Y € L}(P), X nehme hochstens abzihlbar viele Werte x1, xo, ... an.
Setze
f(x)=E[Y |[{X =z}] firze{r,z...}

und E[Y | X]:= f(X).

Offenbar ist E[Y | X] o(X)-messbar (es ist eine Funktion von X) und fiir A € o(X)
gilt

E[Y14]=E[E[Y | X]14]

(klar fir A = {X = z;} und dann auch fir A = {X € B} mit B c {x1,29,...}; jedes
A eo(X) hat diese Form).

Wir betrachten im folgenden einen W'raum (2, %, P).

Definition 1.3. X € LY(P), ¥ c .F Teil-o-Algebra. Eine reellwertige ZV Y heifit (eine
Version der) bedingte(n) Erwartung von X gegeben ¢ (geschrieben E[ X | ¢]), wenn gilt

i) Y ist ¥-messbar,

i) E[Y14]=E[X1,4] fiir alle Ae¥9.



Bemerkung. Aquivalent kann ii) durch ii’) ersetzt werden:

ii") E[Y -H]=E[X-H] fiir alle reellwertigen, beschr., 4-messbaren ZV H.

Falls ¢ = 0(Z) fiir eine Zufallsvariable Z, so schreibt man oft auch E[X | Z] := E[X |
o(2)].

Satz 1.4. Fir X € ZY(P) ezistiert E[ X | 9] und ist eindeutig (bis auf P-f.s.-Gleichheit).

Beweis von Satz (Eindeutigkeit). Seien Y,Y bedingte Erwartungen.
E[Y- 1{Y>17}] =E[X- 1{Y>17}] = E[? : 1{Y>1~/}]7

also E[(Y -Y)- 1{Y>3~/}] =0 =P >Y) =0; analog gilt P(Y >Y) =0, also Y =Y
P-f.s. O

Satz 1.5. 7 c L2(P) abgeschlossener Unterraum. Zu X € L2(P) gibt es (bis auf P-f.s.
Gleichheit) genau ein'Y € 7 mit

i) Y = X|lp = inf {[|[W - X|l: W e £}
i) E[(X -Y)Z] =0 fir alle Z ¢ #

Y ist (die Aquivalenzklasse) der orthogonalen Projektion von X auf S, auch Proj ,,(X)
geschrieben.

Beweis. Wahle Y,, € 7 mit
X = Yalle — a:=inf {[W = X[|;: W e 2}
Es ist
X = Vol 1 = Vil = 2]|X S (Ve Vol + 2[5 (0= Y20

|2

1
wegen lim [|X = Y, 3 = lim X = Y,i[13 = o? < liminf [[X — 2 (Y, + Y, folgt

n,m—>0o

limsup ||Y,, = Y|z = 0,

n,1M—> 00

d.h. (Y,,), c £2(PP) ist Cauchy-Folge.
L%(P)

Demnach gibt es Y € L2(P) mit Y,, — Y (L2(P) ist vollstéindig). Wihle Teilfolge
(nk)r mit Y = lim Y,,, P-f.s., dann ist Y € 5 mit
k—>00
o? <E[(X -Y)?] < liminf E[(X - Y},)?] =
Sei Z € 7, fiir t € R ist
E[(X - (Y -tZ))*| > E[(X - Y)?]
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(nach Wahl von Y'), also
2AE[(X -Y)Z]+*E[Z%] 20 fiir alle t e R,

was ]E[(X - Y)Z] =0 erzwingt.
(Ubrigens: Fiir Y € 42 gilt i) < ii).)
Zur Eindeutigkeit: Y erfiille ebenfalls i), es ist
1 ~.\2 1 1 ~.\2
(X -5+ Y)) - (5()( V)¢ (X —Y))
1 1 ~
< (X -Y)?+=(X-Y),
2 2
die Ungleichung ist strikt auf {Y # Y}.
Wiire P(Y #Y) > 0, so wiire

E[(X - %(Y . ?))2] < %E[(X _Y)?]+ %E[(X -7)?] = %a + %a - a,

ein Widerspruch, da (Y +Y)/2e . . O

Beweis von Satz[1.J) (Existenz). Sei zundchst X € L2(P),
A ={Y e L2(P):Y ist G-messbar} c L%(P)

ist ein abgeschlossener Unterraum, Y := Proj,,(X) (nach Satz leistet das Gewiinsch-
te.

Beachte:
X>0 = YV:=E[X|¥4]20 fs,

denn dann ist 0 <E[X1y1] = E[Y1{ycoy]-
Sei nun X € L1(P), X >0:

Y, ::E[X/\n‘g] _/')ooY(ZO) (fs.)

(X An € LY(P), nutze dann obige Monotonie-Eigenschaft, um E[ X An | 9] <E[XA(n+1) |
] f.s. zu sehen), fiir A e¥ gilt

E[X14] = lim E[(X An)14] = lim E[Y,14] =E[Y1,4]

(mit monotoner Konvergenz).

Fiir allgemeines X € L1(P) leistet
Y =E[X"|¥9]-E[X|¥]

das Gewdlinschte. O]



Satz 1.6. X,Y € LY(P), 4 c.# Teil-o-Algebra.
i) E[aX +bY | 9] =aE[X | 9] +bE[Y |¥] f.s. fir a,be R  (Linearitit)
i) X<Y fs. = E[X|¥9]<E[Y|¥] fs. (Monotonie)
iii) |[E[X | 9] <E[|X||¢] fs. (Dreiecksungleichung)
iv) Es gelte E[|XY|] <oo und Y sei 9-messbar, dann ist
E[XY |¥4]=Y -E[X|¥] [s.,
insbesondere ist E[Y|9] =Y fs.  (,Herausziehen von Bekanntem*)

v) Sind o(X) und 4 unabhingig, so ist E[X | 9] = E[X] fs.  (Verhalten bei Un-
abhdngigkeit)

vi) 9' <9 Teil-o-Algebra, so ist
E[E[X |¥4]|9'] =E[X |¥] fs.,
(, Turmeigenschaft®) insbesondere ist

E[E[X |¢]] = E[X]

vii) 0< X,, # X f.s. fiirn — oo, so gilt

E[X,|¥9] » E[X|¥9] fs. undin L'(P)

n—oo

(monotone Konvergenz)
viti) X, reelle ZVn mit | X,| <Y VYn und X, - X f.s., so gill
E[ X, | g]@E[X | 9] fs. und in L'(P)
(dominierte Konvergenz)

Beweis. (Die folgenden Gleichungen, etc. gelten jeweils f.s., auch wenn wir dies in der
Notation nicht explizit machen.)

i) B[ X | 4]+ DE[Y | ¢] ist Y-messb., und fiir A € ¥ gilt
E[14(aB[X | %]+ bE[Y | 9])| = aB[1.E[X |9]] + E[14E[Y |#]]
=aE[1,X]+b0E[14Y] =E[14(aX +bY)]
i) A:={E[X |¥4]>E[Y |¥4]} €4 und

0<E[14(Y - X)] = E[1(E[Y | 9] - E[X | 4])] <0,



also P(A) = 0.
iii) [ELX || 2[E[X" | %] - E[X~ | %]| <E[X" | 4]+ E[X" | 4] “E[|X||¢]
iv) Seien zundchst X, Y >0, Y, :=27|2"Y |an (~ Y).
Fir Ae¥ ist
E[14YE[X |¢]] = lim E[1,Y,E[X |¥]]
n2" k
= lim E[lA Z —1{Y:k/2n}E[X | g]]
n—>o0o i on
n2" k

= lim Y —E[1anpyopon X|
i=0 2"

n—>00

= lim E[1,4Y,X]| =E[14Y X]

n—oo

Fiir den allg. Fall zerlege X = X* - X~ Y =Y*-Y~, verwende ).
v) Fiir Ae 9 gilt E[14X] =E[14]E[X] = E[14E[X]]

vi) Sei A e’
E[1.E[X | %]] = E[14X] = E[1,E[X | 4]

d.h. E[X | ¢’] erfiillt die Def. von E[E[X | 4] |§4’]
Zum Zusatz: Stets ist E[X | {@,Q}] = E[X]
vit) E[X,, | 4] ist (f.s.) nicht-fallend in n nach i),

E[|ELX |91 - E[X, | 9])] € E[E[1X - X.J|#]] YE[X - X,[] — 0

also E[X,, | 9] - E[X |¥4] in L1(P).
Weiterhin: Fiir monotone Folgen von ZVn impliziert £!(P)-Konvergenz f.s.-Konvergenz:
Seien Z, » Z und Z - Z, in L'(P), dann auch Z, » Z = sup,, Z,, stochastisch,

P( oo {|Zm — 2| <€}) = P(Z ~ & < Z,) —>noe 1, sOMIt

IP’(U N {1Zn - 2| <g}) =1 fiir jedes € > 0.

n m2n

vi11) 0 < Zy, := SUPyon | Xm — X| (£2Y), Z,, N 0 5. fiir n - oo.

E[[ELX |9] - E[X,|¥]|] iZ)IE[]EUX - X,||9]] YE[|X - X,[] <E[Z,] — 0,

also E[X,, | 9] - E[X |¥] in L1(P). Weiter ist
E[ lim E[Z, |]] <liminf E[Z,] = 0

d.h. E[Z, |¥] - 0 f.s., somit

[E[X | 9]~ E[X, | 9)| <E[|X - X,||¢] <E[Z,|9]] — 0 fs.



Satz 1.7 (Jensen’sche Ungleichung fiir die bedingte Erwartung). X ¢ L1(P), k: R -
Ru {+00} konvex, dann gilt

E[k(X)|9] > k(E[X |9]) [s.

Beweis. Die Behauptung ist offenbar erfiillt (mit Satz[1.6] ¢)), wenn k affin-linear ist, d.h.
k(x) = ax + b mit gewissen a,b € R.

Sei nun k konvex und nicht von dieser Form. Man kann die Funktion £ als das Supre-
mum ihrer Stiitzgeraden schreiben, d.h.

k(x) =sup{ax+b:(a,b) € S} mit S:={(a,b)eR*:ay+b<k(y)VyeR}

und es gilt auch ((a,b) —~ ax +b ist stetig fiir jedes z € R und da k keine Gerade ist, kann
man zu (a,b) € S gewisse (a,,by,) € S nQ? finden mit a,, - a,b,, > b fir m - oo)

k(x) =sup{az +b: (a,b) € S nQ?}.
Sei (@, by )nen eine Aufzéhlung von S n Q?, fiir jedes n gilt
E[k(X)|¥]>ElanX +b,|¥] = a,E[X | 4] +b, fs.

(mit Satz [1.6] i) und 7)), daher auch (man muss oben nur abzihlbar viele Ausnahme-
mengen betrachten)

E[k(X)|9]>sup{a,E[X |4]+b,:neN} =k(E[X |¥]) fs.

Bemerkung 1.8. XY reelle ZVn mit gemeinsamer Dichte fxy, d.h.

P((X,Y)eA)= fA Py (2,y) N2(d(x,y))  fiir A e B(R?),

Y e LY(P).
Sei fiir z € R
fx(x):= f fxy(x,y) AM(dy) die Marginaldichte von X,
R
fxy(z,y)
= = \(dy)1 50-
o) [P A )15y
Dann gilt

E[Y|o(X)] = ¢(X) fs.
denn fiir B € B(R) ist
E[1ixes) #(X)] = [ Lo(2)p(@) fx () A(dr)
= [ [ @y (A Ad)

B .[Rz 1p(2)yfxy (2,9) X2 (d(z,y)) = E[1(xen Y]



Bericht 1.9. (Zu reguldren Versionen bedingter Verteilungen) Wenn Y = 1p fiir ein
Ereignis B € &7, so schreibt man gelegentlich auch P(B | 4) = E[Y | ¢]. Man muss
allerdings etwas vorsichtig sein bei der Interpretation von P(- | ¢) als ein (zufilliges)
MaB, da i.A. iiberabzahlbar viele B in Frage kommen und damit die Kompatibilitéit
der in der Definition der bedingten Erwartung implizit vorkommenden Nullmengen (vgl.
Def. wenigstens a priori unklar bleibt.

In ,gutartigen” Féllen ist eine konsistente Wahl moglich, das Stichwort dazu lau-
tet ,reguldre bedingte Verteilung einer Zufallsvariable“. Wir skizzieren hier knapp den
reellwertigen Fall:

Sei X reellwertige ZV (auf einem W'raum (Q,.%#,P)), ¢4 c % Teil-o-Algebra. Dann
gibt es einen stochastischen Kern rxj von (£2,%) nach (R, B(R)) mit

kxiy(w, B) = E[1{xep} |4 ](w) fs. fiir alle B € B(R),
d.h. (vel. [StochI-17, Def. 5.4] oder [KI, Def. 8.24])

fiir jedes B € B(R) ist w = rxy(w, B) eine Version von E[l{XEB} |g] und
fiir jedes w ist kx(w,-) ein Wmaf auf (R, B(R)).

Die Hauptidee besteht darin, das gewiinschte Ma8 & yj¢(w,-) auf R anhand seiner Ver-
teilungsfunktion zu charakterisieren (vgl. [Stochl-17, Satz 1.27] oder [KI, Bsp. 1.44]) die
zielfiihrende Beobachtung ist dann, dass eine Verteilungsfunktion (wegen der Monotonie)
bereits durch ihre Werte an abzéhlbar vielen Stellen festgelegt ist. Man betrachtet also
B =(-o00,7],7 € Q und setzt

F.=E[1l_ e (X)|¥9].
Dann gilt (mit den Eigenschaften der bedingten Erwartung aus Satz wie gewiinscht
P-f.s.: F,. < F, fiic r <o’ (r,r" € Q), 7}1_210 FH% = F, fiir r € Q, 7%13)10 F, = l,nl_i}noo F,=0.

Wegen der Abzdhlbarkeit von Q gibt es N € .# mit P(N) = 0, so dass obiges fiir
we QNN und alle r,r" € Q gilt. Dann definiert

7o inf{F.:r>s,reQ}, weQ~\N,
. F, weN,

wobei F irgendeine Verteilungsfunktion ist, die (zufillige) Verteilungsfunktion von kx 4.
Details finden sich beispielsweise in [KI, Kap. 8.3, speziell Satz 8.28].

Man kann dieses Argument relativ leicht erweitern auf die Situation, dass der Wertebe-
reich (E, %) von X ein sogenannter Standard-Borel-Raum ist (auch der Name Borel’scher
Raum ist iiblich), d.h. wenn es ein A € B(R) und eine Bijektion ¢ : E' - A gibt, so dass
¢ und ¢! jeweils messbar sind (dann sind (F, %) und (A, B(A)) isomorph als messbare
Réume). Dann ist ndmlich X’ := ¢o X eine reellwertige ZV, und die Argumentation oben
greift (vgl. auch [KI, Satz 8.36]).



Schliefflich kann man zeigen, dass jeder separable und vollsténdige metrische Raum F,
versehen mit seiner Borel-o-Algebra, ein Standard-Borel-Raum ist (siche z.B. L.C.G. Ro-
gers, D. Williams, Diffusions, Markov processes and martingales, Bd. 1, Ch. I1.82; L. Brei-
man, Probability, Appendix 7). Solche Wertebereiche heiflen polnische Riume, sie spielen
in der allgemeinen Theorie der Stochastik eine wichtige Rolle (beispielsweise sind R? oder
C([0,1]) mit Supremumsnorm polnisch).
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Kapitel 2

Ein Steilkurs iiber Martingale (in
diskreter Zeit)

Martingaleﬂ sind (u.a.) eine mathematische Formalisierung des Begriffs des fairen Spiels
und der Vorstellung, dass man dabei nicht auf systematische Weise gewinnen kann.

2.1 Grundlegendes
Im Folgenden sei (2, .#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Definition 2.1. Eine Familie (:#,),-01,.. von (Teil-) o-Algebren mit
Fyc FcFhc...cF
heit Filtration. (2,7, (%n)n-01.., P) heift filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 2.2. i) Interpretation: .%, enthilt diejenigen Ereignisse, die bis zum Zeit-
punkt n entschieden sind.

i) Ist X = (X, )n=0.1... eine Familie von Zufallsvariablen (ein sog. stochastischer Prozess),
so ist #, =0(X1,...X,), neNy eine Filtration (die von X erzeugte Filtration).

Definition 2.3. Es sei X = (X,,), ein stochastischer Prozess und (.%,),, eine Filtration.
X heiBt adaptiert (an (#,),), wenn X,, .%,,-messbar ist fiir alle n € Ny.

Definition 2.4. Es sei X = (X,,), ein (reellwertiger) stochastischer Prozess und (.%,),
eine Filtration. X heifit ein Martingal (bzgl. (:#,), unter P), wenn gilt:

i) X ist adaptiert (an (.F,),).

ii) X, € LY(P) fiir n € Np.

1Zur farbigen Geschichte des Begriffs Martingal sieche beispielsweise den Artikel von Roger Mansuy,
The origins of the word “martingale”, Electronic Journal for History of Probability and Statistics, Vol. 5
no. 1, (2009), http://www. jehps.net.
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iii) E[X,41 | Zn] = X, £s. fiir jedes n e Ny.

Falls in iii) E[ X411 | %] > X, gilt, so heifit X ein Submartingal. Falls E[ X, | %] < X,
gilt, so heit X ein Supermartingal.

Bemerkung 2.5. Induktiv folgt fiir ein Martingal X
E[ X, | #n] =X, fs. fir alle 0 <m < n.
(bzw. ,>* fiir ein Sub- und ,,<“ fiir ein Supermartingal.

Beispiel 2.6. 1) Seien Y},Y5,... unabhéngige, reelle Zufallsvariablen mit Y;, € £L1(IP)
und E[Y,,] =0 fiir alle n € N. Sei Sp:=0und S, :==Y1+Yo+...4Y, =5, 1+Y,, fiir n e N.
Dann ist (S,), ein Martingal bezgl. (£#,), mit %, = 0(S1,...S,) = o(Y1,...Y,),
neN (und %, = {@,Q}), denn S, € L}(P) als Summe von L!(IP)-Variablen und es
gilt

E[Sp1 | Zu] = E[Sp + You1 | Fn] = E[Sn | Zu] +E[You1 | ] = S, £,

=S, f.s. =E[Yy+1]=0 f.s.

ii) Pdlyas Urne: Eine Urne enthalte anfangs s > 0 schwarze und w > 0 weifle Kugeln.
Ziehe jeweils eine Kugel rein zuféllig und lege sie zusammen mit einer neuen Kugel
der selben Farbe zuriick. Sei X, die Anzahl weifler Kugeln nach n Ziigen und A, :=
. +)fuin der Anteil weiler Kugeln in der Urne. Dann ist (A,), ein Martingal bzgl.

Fn=0(Ag,...,An), denn auf {X,, = k} gilt

k k+1 w+s+n-k k
E[An+1|ﬁ.n]= . + :
s+w+n s+w+n+1 Ss+tw+n s+w+n+1
B k k+1+w+s+n—k_A
Cs+w+n w+s+n+1 o

=1

Definition 2.7. Sei (.%,),, eine Filtration. Ein stochastischer Prozess (C),), heifit pre-
visibel (bzgl. (%)), auch vorhersagbar, wenn C,, .%,,_j-messbar ist fiir jedes n € N (Cy
spielt hier keine Rolle).

Definition 2.8. Sei (X,,), adaptiert und (C,,), previsibel bzgl. (.%#,),. Setze
(CeX)p:=0, (CeX),:=> Crn(Xpn—Xm1), neN. (2.1)
m=1

Der Prozess C' o X = ((C ® X),)nen, heifit (diskretes) stochastisches Integral von C
beziiglich X. C' e X ist (offenbar) adaptiert.

Spielinterpretation: C' e X ist ein akkumulierter Gewinnprozess fiir einen Spieler, der in
der m-ten Runde jeweils C),-fachen Einsatz setzt.
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Lemma 2.9. Es sei (X,,), ein Martingal und (C,,), ein previsibler Prozess bzgl. (Fy)n.
Es gelte mindestens eine der folgenden drei Bedingungen

i) (Cy)n ist lokal beschrinkt, d.h. es gibt Konstanten ¢, mit |Cy,| < ¢, f.s. fiir alle n € N,
i) (Xn— Xn-1)n ist lokal beschrinkt und C,, € LY(P) fir alle n € N.
iii) Xn,Cp € L2(P) fiir alle n € Ny.

Dann ist C'e X ein Martingal. Ist C,, >0 fiir alle n € Ny und X ein Sub- bzw. Supermar-
tingal, so auch C'e X.

Beweis. i), ii) oder iii) garantieren, dass C,,(X,, — Xin-1) € LY(IP), denn fiir iii) gilt mit
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

E{Con (Xom = X[ € (B[CE])2 (B[(Xom — Xm1)?])2 < o0,
Also gilt

E[(C o X )t | Zu] = E[Coir(Xns1 — X)) | Zu] +E[(C 0 X) | Z] = (C 0 X)), £5.

=Ch+1'E[Xp+1-Xn|Fn]=0 Ls. =(CeX)y, fs.

~

=0

]

Definition 2.10. Sei (.#,), eine Filtration. Eine Zufallsvariable 7" mit Werten in Ny u
{oco} heifit eine ((:#,)n-)Stoppzeit, wenn {T <n} € Z, fiir alle n € Ny gilt. Fiir eine
Stoppzeit T' st

Fr={Ae F|An{T <n}e.Z, fir alle n e N}

eine o-Algebra, sie heifit die (o-Algebra der) T-Vergangenheit.

Interpretation: .#r enthélt diejenigen Ereignisse, die sich zu dem (zufilligen) Zeitpunkt
T entscheiden lassen.

Bemerkung 2.11. T ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {T" =n} € .%, fir alle n € N,
denn {T'=n}={T<n}n{T<n-1}".

Beispiel 2.12. i) Jede Konstante ¢, ist eine Stoppzeit.

ii) Essei (X,), ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %) und K € A.
Dann ist
T:=inf{neNy| X, ¢ K}

(mit Interpretation inf @ = o) eine Stoppzeit, denn {T'<n}= U {X,, € K} € %,.
m=0
Bemerkung. L:=sup{neNj| X, € K} ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.
Lemma 2.13. Sind o, 7 Stoppzeiten, so sind auch o AT, o Vv T und o + 7 Stoppzeiten.
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Beweis. Sei n € Ny. Es gilt
{ovr<n}={o<nin{r<n}e?, {oaT<n}={c<n}u{r<n}e.Z,.

Also sind o0 A7 und ¢ v 7 Stoppzeiten. Dann sind auch ¢ An und 7 An Stoppzeiten, also
gilt insbesondere fiir m <n: {c An<m},{r An<m}e.%, c.Z%,. Dann sind

0”:20/\n+1{0>n}, 7',2=T/\77,+1{T>n}
Fn-messbar, also ist auch o’ + 7/ .%,,-messbar. Somit gilt
{o+7<n}={c"+7" <n} e,

also ist auch o + 7 eine Stoppzeit. O]
Bemerkung. o — 7 ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.

Lemma 2.14. Sind o,7 Stoppzeiten mit o < T, dann gilt %, c F,.
Beweis. Sei Ae %, und n € Ny. Da {7 <n}c{o<n}, gilt

An{r<n}=(An{o<n})n{r<n}e.Z,.
€Fn

]

Beobachtung 2.15. Sei (.%,,), eine Filtration, T" eine Stoppzeit mit 7' < oo f.s. und (X,,),,
ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %). Dann ist Xp = Xp,)(w)
eine .Zp-messbare Zufallsvariable und X () = (XfLT))neNO = (X7an)nen, €in adaptierter
stochastischer Prozess.

Beweis. Sei B € 4. Dann ist

{XreB}=J{T=n,X,€B}e.Z,
n=0

eFncF

also ist X7 .#-messbar. Ebenso gilt

{XreB}n{T<n}=J{T =k XyeB}cZ,
k=0

eFy,

also ist X7 #p-messbar.
Weiter ist X,(LT) = X7, messbar bzgl. %r,., ¢ #,, d.h. (X,(lT))n ist adaptiert. O

Bemerkung 2.16. (XT(LT))H ist auch adaptiert an .Z ™) := (Fran)n.
Lemma 2.17. Sei T eine Stoppzeit. Ist (X,,), ein (Sub- / Super-) Martingal, so auch
(X

14



Beweis. Sei Cy, = 1(rspy,n € N. (Cy),, ist previsibel, denn {T'>n} ={T <n-1} ¢ .%, ;.
Schreibe

TAn

XT/\n = XO + Z (Xm - Xm—l) = XO + Z 1{T2m}(Xm - Xm—l) = (C L X)n + XO-
m=1 m=1

Damit folgt die Behauptung aus Lemma [2.9 O

Korollar 2.18. Sei X ein Supermartingal und T eine Stoppzeit. Es gelte mindestens
eine der folgenden beiden Bedingungen

i) T ist beschrankt.

i) X ist beschrdnkt, d.h. sup,y, |Xa| < ¢ f.s. fir ein ce Ry, und T' < oo f.s.
iii) E[T] < co und sup,,y | Xn — Xn-1| < ¢ f.s. fiir ein ceR,.
Dann gilt E[X7] <E[Xo]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichheit.)

Beweis. Angenommen i) gilt, dann existiert ein m € N mit 7" < m. Nach Lemma ist
(X7an)n €in Supermartingal, also gilt

E[Xo] = E[X1r0] > E[Xzam] = E[Xz].

Gilt 4), so ist E[Xr] = lim E[X7.,] < E[Xo] mit dem Satz von der dominierten

m—0o0

Konvergenz.

Gilt 44), dann folgt T < oo f.s. und Xp,, —— X f.s.
Es gilt
sup | Xzam| < sup (|X0\ +(T Am) -c) < | Xo| + T

mGNU mGNo

Da | Xo| + ¢T € L1(IP), ist dies eine integrable Majorante fiir Xr,,, und es folgt wiederum
mit dem Satz von der dominierten Konvergenz

E[X7] = lim E[Xru.] 2 E[X,].

m—0oo

2.2 Martingalkonvergenzsatz

Sei (X,,), ein adaptierter, reellwertiger Prozess und —oco < a < b < 0.
Setze C := 1{x,<q und fiir n > 1 rekursiv (siehe auch Abbildung

Cn = 1{Cn_1=1, Xn_1Sb} + ]-{C'n_1=07 Xn_1<a}~

(Cy)n ist previsibel. Sei weiter

ab) _ Y
Ué ) = kZ: l{Ck:L Cr4+1=0}
=1

15



Abbildung 2.1: Aufkreuzungen

die Anzahl der abgeschlossenen Aufkreuzungen von unter a nach iiber b bis zur Zeit n.
Uéa’b) ist .%,,-messbar. Setze Y := C' e X, so gilt

Y, > (b-a)US™ - (X, - a)".

Lemma 2.19 (Doobsﬂ Aufkreuzungslemma). Sei X ein Supermartingal. Dann gilt fir
alle neN
(a,b) 1 _
E[Un ] < b_E[(Xn - a) ]
-a

Beweis. Nach Lemma [2.9ist Y = C' e X ein Supermartingal. Also gilt
0=E[Yy] 2 E[Y,] 2 (b-a)E[US"] - E[(X,, - a)7].
[

Satz 2.20 (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (X,,), ein Supermartingal mit
sup,, E[ X, ] < oo, dann gibt es ein X, € LY(P) mit X,, > X f.s.

Beweis. Sei a < b. Es gilt Ulat)  pled) - sup,, U nach Konstruktion. Da

1 1
E[US] = Tim B[US"] < sup ——E[(X,, - a)7] < sup o (B[X;] +fa]) < o0
n —-Q

n-voo w b-a

ist Uéf’b) < oo f.s. Fir

Oup = {limiann < a} N {limsuan > b} c {Uﬁf’b) = oo}

n—oo n—oo

gilt also P(O,;) = 0. Damit folgt

P( liminf X, < lim sup X,) =P Ub Ous | = 0.

a,beQ

2Joseph L. Doob, 1910-2004
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Mit X, :=limsup,, X, gilt also X,, > X, f.s. Es bleibt X, € L}(P) zu zeigen. Es gilt:

E[X2]=E[liminf X;] < liminfE[X;] < 0o

n—>o0o n—o0

nach Voraussetzung und

E[XZ]=E[liminf X/] <liminf E[ X /] = liminf(E[ X, ]+E[X,.]) < E[X,]+supE[ X, ] < co.

n—00 n—00 n—oo

O

Bemerkung 2.21. 1. Die analoge Aussage von Satz gilt fiir ein Submartingal (X,,),
mit sup,, E[X/'] < co.

2. In der Situation von Satz liegt im Allgemeinen keine L£!'-Konvergenz vor, insbe-
sondere ist E[Xo] # lim, . E[X,,] moglich, betrachte zum Beispiel die symmetrische
gewOhnliche Irrfahrt startend in 1, gestoppt bei Erreichen der 0.

2.3 Gleichgradig integrierbare Martingale und optio-
nales Stoppen

Erinnerung 2.22 (z.B. [StochI-17, Def. 3.29 und Bem. 3.32] oder [KI, Kap. 6.2]). Eine
Familie reeller Zufallsvariablen (X, ), heifit gleichgradig integrierbar, falls

lim sup E[|X,| - Ly, o1y | = 0.

Es gilt:

i) (X,)n ist genau dann gleichgradig integrierbar, falls ein h:[0,00) — [0, 00) existiert
M2) s o0 und sup, E[h(|X,])] < .

Tr—>00

mit
Man kann annehmen, dass A monoton wachsend und konvex ist (vgl. [Stochl-17,
Satz 3.33] oder [KI, Satz 6.19]).
.. . P . L1(P) . -
ii) Sei X,, > X. Dann gilt X,, —— X, genau dann, wenn (X,), gleichgradig in-
tegrierbar ist. (,Konvergenzsatz von Vitali“, vgl. [Stochl-17, Satz 3.31] oder[KI,
Kor. 6.26]).

Satz 2.23. Sei (X,,), ein gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert X, €
LYP) mit X,, > Xo f.5. und in LY(P). Es gilt

E[Xow | #n] < X, f.s. fiir alle n e N.

(Analog gilt B[ X | Fn] 2 X, falls (X,)n ein gleichgradig integrierbares Submartingal,
und B[ Xo | Fn] = X, falls (X)), ein gleichgradig integrierbares Martingal.)
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Beweis. Die Existenz von X, mit X,, - X, f.s. folgt aus Satz[2.20] Aufgrund der gleich-
gradigen Integrierbarkeit gilt E[|X,, - Xo|] —— 0. Weiter gilt fiir n > m:

E[|E[Xw | Z] - E[X, | Z][] = E[E[Xec - X, | Z][] < E[E[|Xec - X, | 23]
und damit ist

E[(E[Xe | Zin] - Xin) "] <E[(E[Xeo | Fin] - E[X, | Zo]) [ +E[(E[ X, | Fn] -Xim) "]
=0 <X, fir n>m

Also gilt E[ X | Zn] < Xon L5 O

Satz 2.24. Sei Y e LY(P) und (%,), eine Filtration. Sei Fo = 0(Fp,n € N) und
X, =E[Y | Z,]. Dann ist (X,), ein gleichgradig integrierbares Martingal und es gilt

X, —— Xoo =E[Y | Z] fs. und in L*(P).

Lemma 2.25. Y ¢ L1(P) und %, ¢ F o-Algebren, dann ist (E[Y | #,])nen gleichgradig
integrierbar.

Beweis. Es existiert (vgl. Erinnerung [2.22)) ein h:[0,00) — [0, 00) konvex und monoton
wachsend mit @ —— oo und E[A(|Y])] < oo.

Es gilt mit der (bedingten) Jensen-Ungleichung (Satz
Sng[h(lE[Y | Fall)] < S%PE[E[h(lYD | 1] = E[R(]Y])] < co.

]

Beweis von Satz[2.2]. (X,)n ist ein Martingal und nach Lemma gleichgradig inte-
grierbar. Nach Satz [2.23] gilt

X, — Xo =limsup X,, fs. und in L*(P),

m—>00

Xoo I8t Foo-messbar.

Es bleibt X, = E[Y | Z] zu zeigen. Ohne Einschrinkung sei Y > 0 (ansonsten
betrachte Y*, Y~ separat). Insbesondere ist dann X, >0 f.s.

Fir A € %, sind pi(A) = E[Xowla] und p2(A) := E[Y1,4] endliche Mafile auf
(2, o, P). Sei Ae Z,, c F. Dann gilt

p(A4) = E[Xoo14] = lim E[X,14] "2" E[Y14] = pa(A).

Da Umen Zm €in schnittstabiler Erzeuger von %, ist, folgt 1 = ps (denn o-endl. Mafle
sind durch Werte auf n-stabilem Erzeuger festgelegt, vgl. z.B. [StochI-17), Satz 1.18] oder
[KI, Lemma 1.42]). O
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Bemerkung. Fiir ein gleichgradig integrierbares Martingal (X,,),, gilt
E[Xe | Z,] = X, fiir alle n e N,
Solche Martingale heiflen Doob’sche Martingale.

Satz 2.26 (optional-sampling-Theorem). Es sei (X,), ein gleichgradig integrierbares
Martingal, Xo :=lim X,, und T eine Stoppzeit. Dann ist X7 € LY(P) und es gilt E[ X |
Fr] = Xr f.s. Insbesondere gilt B[ X7] = E[ X ] =E[Xo]. Ist S eine Stoppzeit mit S < T,
so gilt E[ X1 | Fs] = Xs f.s.

Lemma 2.27. Sei (X,,),, ein Supermartingal und T eine Stoppzeit mit T < m f.s. fir ein
m e N. Dann ist Xy € LY(P) und es gilt E[X,, | Zr] < Xr f.s. Im Falle eines Martingals
gilt Gleichheit.

Beweis. Nach Lemma ist (X7an)n €in Supermartingal. Es gilt X7 € L1(P), denn
XT = XTAm f.s. Fir Ae fT gllt

E[(Xn14] = Y E[Xnlan(ron)] <

n=0 ——

eFn

i{ngE

E[Xnlanrony ] =E l(z an{T:n}) 1A] = E[X714].
n=0

]

Lemma 2.28. Ist (X,,), ein gleichgradig integrierbares Martingal, so ist { X7 | T Stoppzeit}
gleichgradig integrierbar.

Beweis. Da (X,,), gleichgradig integrierbar ist, existiert (vgl. Erinnerung[2.22)) ein h:[0, 00) —
[0, o) konvex und monoton wachsend mit @ —— oo und E[A(]X,|)] = M < co0. Sei T’
eine Stoppzeit und n € N. Es gilt

E[h(|XT|)1{Tsn}] = E[h(|XTAn|)1{Tgn}] @E[h(m[)(n | gT/\n]Dl{TSn}]
< E[h(E[|Xn| | g;TAn])l{TSn}] = E[E[h(anDl{Tsn} | ﬁT/\n]]
< M.

Mit n - oo folgt E[A(|X7|)1r<c0}| < M, das heiit

sup  E[A(|X7|)] < 2M < oco.

T Stoppzeit

]

Beweis von Satz[2.20. Nach Satz gilt E[Xo | #m] = X £:8. und nach Lemma
1st
E[Xm ‘ LQ\T/\m] = XT/\m fs.

Also ist
E[Xew | Fram] = E[E[ X | Zin] | Fram] = Xram 8.
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Sei nun A € Zp. Dann ist An{T <m} € Frpm, denn fir n e Ny gilt An{T'<m}n
{T<n}=An{T <mnan}eFun < F,. Somit gilt

]E[Xoo 1Am{Tsm}] = E[]E[XoolAn{TSm} | ﬁTAm]]
= E[Xramlan(ramy | = E[X11aniram |- (2.2)

Sei ohne Einschrankung X, > 0 (sonst betrachte X%, X separat). m — oo in (2.2))

[ee]

mit monotoner Konvergenz liefert
E[Xoolan(reoo}] = E[X7Lanr<co} ].

(Alternativ: Verwende dominierte Konvergenz, das erspart die Zerlegung in Positiv- und Nega-
tivteil.)
Nach Definition gilt aber auch
B[ XooLan(r-oe} ] = B[ X1 Lan (7=} ],

dh. E[Xw1a] = E[X714].
Sei S < T eine Stoppzeit. Dann ist .%g c Zr, also gilt

E[Xr| Zs] =E[E[Xw | 1] | Fs| =E[Xw | Fs] = Xs fs.
O

Bemerkung und Definition 2.29. Sei (X,,), ein adaptierter Prozess mit X,, € L1(P)
fiir n € Ny. Dann ist X,, = M,, + A,, mit

Mo :=Xo, M,:=Xo+ Y, (X -E[Xi| Fr1]),
k=1

AO = O, An = Z(E[Xk |ﬁk_1]—Xk_1).

k=1
wobei (M,), ein Martingal und (A,), previsibel ist. Die Darstellung X = M + A als
Summe eines Martingals M und eines previsiblen Prozesses A mit Ay = 0 heifit Doob-
Zerlegung, sie ist f.s. eindeutig.

(X,)n ist genau dann ein Super- bzw. Submartingal, wenn (A, ),, nicht-wachsend bzw.
nicht-fallend ist.

Beweis. Wir zeigen nur die Eindeutigkeit. Angenommen X = M + A= M'+ A’. Sei
M, =M, - M =A" - A,.
Dann ist (Mn)n ein previsibles Martingal mit My = 0. Also ist M, = My =0 f.s., denn

M, =E[M, | F,_1] = M, fs.
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Satz 2.30. Sei (X,,), ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und seien S, T Stopp-
zeiten mit S <T. Dann gilt E[ X7 | Zs] < Xg [.s.

Beweis. Sei X,, = M,, + A,, die Doob-Zerlegung. Dann gilt A,, N\ A, <0. Es ist
E[|A.|]] = E[-A,] =E[M,, - X,,] =E[M,, - My + X, - X,,] <E[|X,,| + E[| Xo|]] < C

fiir alle n mit einer geeigneten Konstante C' < oco.
Somit ist (A,), gleichgradig integrierbar und damit auch (M,), = (X,, — A,).. Also
gilt

E[ Xy | Zg] = E[Myp | Fs]+E[Ap | Fs] < Mg +E[Ag | Fs] = Mg+ Ag = Xg.
~— —
=Mg f.s.

2.4 Doob-Ungleichungen
Im Folgenden sei (X,,), ein stochastischer Prozess mit Werten in R und

X = max Xg, | X[ = max | Xy|.

0<k<n 0<k<n

Lemma 2.31. Sei (X,,), ein Submartingal und A >0. Dann gilt
/\P(X; 2 )‘) < E[an{X;zA}] < E[|Xn|1{X;*L2)\}:| (S E[|Xn|])

Beweis. Sei T :=inf {k € Ny | Xy > A} an. T ist eine beschrénkte Stoppzeit und es gilt mit
Korollar R.1§]

=g

E[Xo1gren ]+ E[Xnlonon] = E[X] 2 E[Xr] = B[ Xrlixpn | + B[ X1 o]

> AP(X; > A) +E[ X1y -
O

Satz 2.32 (Doobs LP-Ungleichungen). Sei (X,,), ein Martingal oder ein nichtnegatives
Submartingal.

i) Firp>1 und X>0 gilt \PP(|X|; > \) <E[|X,.|P].

ii) Fiir p> 1 gilt B[|X, "] < E[(IX[:)] < () E[IX.[7).

Bemerkung. Fiir ein £2-Martingal gestattet dies, E[ (| X} )?] durch E[(X),] zu kontrol-
lieren, denn E[X2] =E[X2] + E[(X),].

Beweis von Satz[2.33. 1) (|X,[P), ist ein Submartingal, also folgt die Aussage durch
Anwenden von Lemma auf (| X,|P)n.
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ii) Sei ¢>0. Es gilt:

*

[XTnA
E[(1X]; A )] = E[ |
0
Fuginifcp/\p_lpﬂXmZ/\)d/\S/ 2 1 B[ Xnl1(x1z20] dA
o [IX [ ““] E[IXnI<|X|;;Ac)p‘1]
=

Holder p L 1
S E[(|X]; A )] 7 E[[Xn[]?.

pAPT dA] =JE[ f PN T Lx]00) dA]

Fiir ¢ —» oo folgt mit monotoner Konvergenz

=

E[(IX]5 )p]épp E[(|X];)] B[ X,P]

und durch Umstellen und Potenzieren dieser Ungleichung erhélt man

BL(X1:)7) < (25 ) BUP)

Korollar 2.33 (eine Form der Kolmogorov-Ungleichung). X, Xs,--- € L2(IP) unabhdngig,
E[X,]=0, Sp:=X;+--+X, (So:=0). Es gilt fiir x>0

Var[S,,]

P(max{|Sk|: 1<k <n}>z)< —5

T

Beweis. (S,), ist ein Martingal (siehe Bsp. 2.6} 1)), Satz [2.32 i) liefert
E[S3]

T2

P(max{|Sy|: 1<k <n}>x)<

]

Korollar 2.34. X1, X,,... w.a. mit E[X,,] =0, ¢:=sup,, Var[X,] < o0, S, = X1+ + X,,,

dann gilt fiir e >0
|5

lim sup =0 fs

nooco \/n(logn)l/+e
Beweis. Sei £(n) := /n (logn)/2+ k, := 2" fiir § > 0 sei

Apg = {I&%§|Sk| > 00(ky) .

Nach Kor. 2.33ist

o0

Z]P)(Ané) Z 52€(k )QVaI' Skn] = Z 52£(k )2 = 52”21 (log(Q" )1+25 <00,
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mit Borel-Cantelli also

max{|Sk| k< kn} <§ fs.

lim sup

1
sl 0(Fn)

Mit & | 0 folgt max {[Sy|: k < ky, }/€(k,) — 0 f:s. fiir n - oo und daher auch

é(k’[logQ m]) maX{|Sk| ik < k[log2m]}

[Sm]

limsup < limsup =0 fs.
m—>00 ﬁ(m) m—o00 g(m) g(k[lOgQ m])
N——
ist beschr.

]

Bericht 2.35. Seien X, X,,... wiv. mit E[X;] = 0, 02 := Var[X;] € (0,00), S,, =
Xq + -+ X,. Fiir sehr grofies n ist

S
a\/n

geméfB dem zentralen Grenzwertsatz (siche auch das folgende Kapitel , d.h. fiir festes

d
N NO,l

(und grofies) n sind die typischen Fluktuationen von S, von der Ordnung O(\/n).

Korollar zeigt, dass die Fluktuationen von S, ,,global“ (d.h., wenn wir , irgendwo*
auf dem Pfad nachschauen diirfen), hochstens um einen Faktor (logn)/2*¢ groBer sind
als \/n. Der Faktor aus Kor. ist nicht scharf, tatsichlich gilt

lim sup Sn =1 fs.,

n—co  /2nc?loglogn

das sogenannte Gesetz vom iterierten Logarithmus (siehe z.B. [KI, Satz 22.9]).
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Kapitel 3

Austauschbarkeit

3.1 Grundsatzliches

Sei I eine Indexmenge und X;,7 € I Zufallsvariablen mit Wertebereich E. F sei ein
polnischer Raum (d.h. E ist ein topologischer Raum, der so metrisiert werden kann, dass
(E,d) ein vollstandiger und separabler metrischer Raum ist, beispielsweise E abzéihlbar,

E=R, E=R%, E=c([0,1])).
Definition 3.1. (X;);; heiit austauschbar, wenn gilt
g((Xz)ze]) = g((Xﬂ(z))zeI)
fiir jede endliche Permutation 7 : I — I (d.h. 7 ist bijektiv und |{i | 7(i) #i}| < o0).

Bemerkung 3.2. (X;); ist genau dann austauschbar, wenn fiir alle n € N und paarweise
verschiedene i1, ...1%, € I, sowie paarweise verschiedene ji,..., 7, € I gilt

j((Xil, cee 7Xin)) =$((Xj1,. .. ’Xjn))

Beweis. Ist (X;);er austauschbar, so gilt £ (X, ..., X)) = Z2((Xj,,...,Xj,)) nach De-
finition mit (i) = j. Andererseits ist -2 ((X;):er) festgelegt durch {Z((X;);es) | J c I endlich},
denn ,endliche Zylindermengen® B; x...x B; x X, ;. Ciroin) E; erzeugen die Produkt-o-
Algebra auf X, , Ej. O

Insbesondere haben X; und X, dieselbe Verteilung fiir alle 7,5 € I. Die Umkehrung
gilt im Allgemeinen nicht.

Beispiel 3.3. i) Sind X;,i € I unabhingig und identisch verteilt, so sind sie auch aus-
tauschbar.

ii) Teilfamilien austauschbarer Zufallsvariablen sind austauschbar.
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iii) (Ziehen ohne Zuriicklegen) Es seien N Kugeln in einer Urne, M schwarze und N - M
weiBe. Ziehe ohne Zuriicklegen. Sei X; = 1{;_te Kugel ist schwarz}- FUL Z1,..., 25 €{0,1}
mit x1 +...+xy =M gilt

1

(i)

IP)(‘le =1, '7XN = 'CEN) = = IP)(‘le =Tr(1)s--- 7XN = xﬂ'(N))?

also sind die X; austauschbar.

iv) (Minzwurf mit zufilliger Erfolgswahrscheinlichkeit) Sei Y eine ZV mit Werten in
[0,1]. Gegeben Y =y seien Xi, Xs,... ~ Ber(y) unabhingig und identisch verteilt
(zum Beispiel realisierbar als X; = 1;y,cyy mit Uy, Uy, ... ~ Unif([0,1]) ui.v. und
unabhéngig von Y').

Fir n € N und z4,...,2, € {0,1} mit 21 +... + x, = s und jede Permutation 7 von
{1,...,n} gilt:

]P(Xlzl'l,...,Xn:I'n)=E[P(X1=$1,...,Xn=$n|Y)]

) [ﬁ Y®i(1 - Y)l—fi] =E[Y*(1-Y)"]

i=1
=E lH Yoto(1 - Y)l_"”w-l(z‘)]

i=1
= P(Xl =Tr-1(1)y .- - ,Xn = CC'ﬂ——l(n))
= ]P)(Xﬂ(l) =T1y.-. ,Xﬂ(n) = xn)

Schreib- und Sprechweisen. S, := {Permutationen von {1,2,... ,n}} Ein 7w € S,
fassen wir auch auf als (endliche) Permutation von N via 7(j) = j fiir j > n.

Fir z = (21,...,2,) € E" definieren wir 27 := (2r1), ..., Ta(n))-

Fir z = (21,22,...) € EN definieren wir 2™ := (2-(1), r(2), - - -)-

Fiir f: E" - E' definieren wir f™((x1,...,x,)) = f(z7).

Definition 3.4. f: E" — E’ heifit (n-) symmetrisch, wenn f = f7 fiir alle 7 € .S,, gilt.
f: EN - E' heifit n-symmetrisch, wenn f = f~ fiir alle 7 € S,,. f heifit symmetrisch, falls
f m-symmetrisch ist fiir jedes n € N.

Beispiel 3.5. i) Ist E=R, E’ =R, so sind die Funktionen

oo+
f((z1,29,...)) :==limsupx, und f((z1,z2,...)) = limsupu symmetrisch.
n—00 n—00 n
n
ii) a, : R® > R, a,(z) = — ) a; ist n-symmetrisch, aber nicht m-symmetrisch fiir
i=1

m>n.

iii) s:R* > R,, s(z) =) |z,| ist symmetrisch.

n=1
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1 n
iv) Fiir x € B ist {(x) = — ) d,, n-symmetrisch (n-te empirische Verteilung).
N4

Beispiel 3.6 (n-tes symmetrisiertes Mittel). Sei k€ N, p: EF > Rund A,(¢): EN - R
mit

A@)) = T o).

* weSn

Dann ist A,(p)(x) = A,(¢)(z™) fiir alle 7’ € S,,, d.h. A, ist n-symmetrisch.
Definition 3.7. Sei X = (X,,), ein stochastischer Prozess mit Werten in E.
En=0 (F o X | F: BN — R messbar und n—symmetriseh)
ist die o-Algebra der unter Permutation der ersten n Koordinaten invarianten Ereignisse.

&:=()&,=0(FoX|F:EY > R messbar und symmetrisch)

neN

heifit die o-Algebra der austauschbaren Ereignisse fir X (kurz: die austauschbare o-
Algebra).

Bemerkung. & = {X1(B)| B e A(F)®N mit B™ = B fiir alle 7 € S,,,n € N}, wobei B™ =
{z™ | x € B}.

Beobachtung 3.8. Es sei 7 = N,n0(X,, Xpi1,...) die terminale o-Algebra fiir X.
Dann gilt 7 ¢ &.
Beweis. Es gilt 0(X,,, Xp41,...) € &,-1, also T c &.

Betrachte |E| > 1 und wihle B € Z(F) ~{@,E}. S =Y, 15(X,) ist &-messbar,
aber {S =s} ¢ .7 fiir s eNj. O

Lemma 3.9. Es sei X = (X,,), eine Folge austauschbarer Zufallsvariablen mit Werten
in E und @: E* - R messbar mit E[|p(X)|] < oo. Dann gilt fiir alle n >k und 7€ S,,:

1) E[p(X) | 6n] = E[p(X™) | ] [.s.

i) BLo(X) [ 6:]= 3 0(X7) = A,(¢)(X).

* weSn

Beweis. i) Betrachte zunéchst A € &, der Form
A={F(X)eB,...,Fi(X) € By}

fiir n-symmetrische, messbare Funktionen Fy,...,Fy : EN - R und By,... B € Z(R),
k e N.

Sei m € S,,. Dann ist
E[1ap(X)] =E[15, (F1(X)) 15, (Fi(X))p(X)]

E[1p, (F1(X7™))1p, (FL.(X™))p(X™)]
E[1p, (F1(X))1p, (Fp(X))e(X™)] = E[140(X7)].
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Solche As bilden einen n-stabilen Erzeuger von &,,, daher gilt
E[p(X) [ €] =E[o(X™) [ 6.] fs.

i1) Damit gilt auch (f.s.)

Blo(X)| £]= 37 3 E[e(X7)| 4] E[% > e (x| ff] - E[4(¢)(X) | £.]
= 4,($)(X),

da A, (¢) als n-symmetrische Funktion &,-messbar ist. O

3.2 Riickwartsmartingale

Definition 3.10. Sei .7 = (Z_,)nen, €ine absteigende Filtration, d.h. %, > F.; o . F 5>
oo X = (X_p)nen, heiBt ein F -Rickwdrtsmartingal (unter P), wenn

i) X; ist #_;-messbar und E[|X}|] < oo fiir alle i € Nj.
i) E[X_, | .Z 1] = X_,1 fs. fiir alle n e N.

Beispiel 3.11. Sei X = (X, Xs,...) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit
Werten in R und E[|X;]] < co. Sei .Z_,,:=¢&, und Y_,, := £ ¥, X;, n e N. Es gilt:

T n

1 n-l 1 nzl
n i=1 n-1i+
1 =l
) n-1:3 ags:n XW(i)
L 1 (n=1)! (X + Xp+ -+ X,) LSy -y
- — x (n — ! n = — R —-n
Tl—l i=1 n‘ ! 2 njzl J

(wobei wir in der zweiten Zeile Lemma verwenden).

Bemerkung 3.12. Wegen X_,, = E[ X, | #_,], n € N ist ein Riickwértsmartingal stets
gleichgradig integrierbar (vgl. Lemma [2.25]).

Satz 3.13. Sei (X_,,), ein Rickwdrtsmartingal beziglich (F_,)n. Dann existiert ein X _o
mit X _, > X o f.5. und in LY(P). Es gilt X o =E[Xo | F_ o] mit F_oo =Ny F_p.

Beweis. Sei —o0 < a < b < oo und U_(f;b) die Anzahl abgeschlossener Aufkreuzungen von

unter a nach iiber b im Zeitintervall -n,-n+1,...,-1,0. Nach Lemma gilt:
E[U7] < 1 EL(Xo0 - a) ] < (ol + BIX_]) < (ol + B[ Xa]]).
b-a b-a b-a

Also existiert U@ := lim,, U% mit E[U(a7b)] < 00.
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Analog zum Beweis von Satz [2.20] existiert damit auch X_o, := lim, X_, fs. Mit
Bemerkung folgt X_,, > X_o in L}(P).

X o ist F_oo-messbar (denn fiir jedes &k € N ist limsup,,_, ., X, = inf,5, SUp,,sn Xom
nach Definition .#_;-messbar).

Sei A e Z_,,. Dann gilt

E[14X0] = E[14E[X, | Z.,]] = E[14X_,] — E[14X_o].

n—oo

]

Korollar 3.14. Sei X = (X1, Xs,...) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit
Werten in R und E[|X;|] < co0. Sei F#_, == &,, T = Npo(Xy, Xpni1,...) die terminale
o-Algebra und & =N, F_, die austauschbare o-Algebra. Dann gilt

n

E[X) | ] =E[X, | T] fs. und % X, ——E[X, | &] fs. und in LM(P).
1 n—>o0

1=

Beweis. Y., := + Y1 X; ist ein Riickwirtsmartingal (vgl. Bsp. 3.11]). Es gilt

Y., > Y =E[X;|&] fs. undin L'(P)

nach Satz [3.13] (wobei wir aus Notationsbequemlichkeit den Index um 1 verschoben ha-
ben).
Y. o, ist . -messbar, denn es ist ein Grenzwert. Also gilt

E[X; | €] =Y 0 =E[Y.o | 7] =E[E[X, | ]| 7] =E[ X1 | T].
(fiir das letzte Gleichheitszeichen verwende . ]

Korollar 3.15 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). Seien X1, Xs,... unabhingige und
identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen mit B[|X1|] < oo. Dann gilt

1 Y X; — E[X;] f.s. und in L'(P),
n

. n—o0
=1

denn gemdfS Kolmogorovs 0-1-Gesetz (z.B. [StochI-17, Satz 2.9] oder [KI, Satz 2.37]) gilt
P(A) €{0,1} fiir alle Ae T, demnach E[X; | 7] =E[X1] f.s.

Satz 3.16. Sei (X)), austauschbar mit Werten in E und ¢ : E¥ > R eine messbare
Funktion mit E[|p(X1,..., Xy)|] < 0. Dann gilt

lim A, (9)(X) = E[p(X) | &) =E[p(X) | Z] fs. und in L'(P).
Beweis. Nach Lemma [3.9| gilt A, (¢)(X) =E[¢o(X) | &,.]. Es gilt

E10&E>... .08 =6,
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also ist (A, (¢)(X)), ein Riickwartsmartingal. Dann gilt nach Satz[3.13;
lim 4,(¢)(X) = E[p(X) | 6]
Zeige, dass lim,, A, (¢)(X) 7 -messbar ist: Sei £ € N und

1
Sne={meS,|m(1),...,m(k) 2L}, Ani(p):= w S pm

° WGSnJ

Es ist S, N S,y = UL, {7 e S, |7(i) <1} und somit |S, \ S| < k(I -1)(n-1)!. Daher gilt

1
EflAn1(0)(X) = Au(@)(X)I] € 5150 N Snal -Ellp(X)]] =20,
das heifit A, ;(p)(X) - A (¢)(X) - 0 in L}(P) und damit auch stochastisch.
Waihle eine Teilfolge n,, # oo mit
Ani(0)(X) = An(9)(X) > 0 fs.

Dann ist lim, A,,(¢)(X) =lim,, A, (©)(X) o(X;, Xj41,...)-messbar fiir jedes [ € N, also
Z -messbar. Mit der Turmeigenschaft (und 7 c & nach Beob. folgt

lim An()(X) = E| i 4,(9)(X) | 7| = B[E[o(X) | €] T] = E[(X) | 7]

n—>o0

]

Korollar 3.17. Sei (X,,), austauschbar. Dann gibt es fir alle A € & ein B € T mit
P(AA B)=0.

Beweis. Sei Ae & co(Xy,Xs,...). Wahle Ay e 0(Xy,..., X)) mit
Dies ist moglich nach dem Approximationssatz fir Mae (vgl. [KI, Satz 1.65])
Sei C), ¢ E¥ messbar, sodass Ay, = {(X1,..., X)) € Cx} und setze ¢; = 1¢, «g~. Dann
gilt
or(X) — 14 fs.

(ggf. wihle eine Teilfolge &, mit ¥, P(A & Ay, ) < c0). Dominierte Konvergenz fiir be-
dingte Erwartungen liefert

14=E[14| 6] = E [ im ¢(X) | €] = lim B[(X) | 6] - im E[u(X)| 7] =0 £

(im letzten Gleichheitszeichen verwende Satz |3.16]).

¥ ist T -messbar mit ¢ =14 f.s. und B := {1 = 1} € 7 leistet das Gewtinschte.
(Mit N :={1p# 14} ist P(N) =0 und es folgt P({¢p =1} 2 A) <P(N) =0. O

Korollar 3.18 (0-1-Gesetz von Hewitt und Savageﬂ). Seien X1, Xy, ... unabhdingig und
identisch verteilt, so gilt P(A) € {0,1} fiir alle Ae &.

Beweis. Dies folgt aus Korollar zusammen mit Kolmogorovs 0-1-Gesetz. O

'Edwin Hewitt, 1920-1999 und Jimmie Leonard Savage, 1917-1971
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3.3 Struktur unendlicher austauschbarer Familien

Eine Heuristik. Sei F = {1,2,...,k} und seien Xj, Xy, ... austauschbare, F-wertige
Zufallsvariablen und sei

1 N
gN:N;(;M

die N-te empirische Verteilung.

Gegeben &y sind (X7, Xo, ..., Xy) verteilt wie Ziige ohne Zuriicklegen aus einer Urne.
Fiirmy:=|{1 <i<n|x;=1}|mit my+...+my = nund Notation (a), := a(a-1)...(a—n+1)
gilt

(NENHLI )y - - (NEN({ES) )y
(N)n
(NEn({1}))™ ... (NEn ({A}))™
N™
Ex({1))™ - (En({F}))m,
(E({11))™ - (Co({E}))™,

fiir N > 1, wenn wir fiir den Moment annehmen, dass sich die empirische Verteilung fiir
N — oo stabilisiert mit Grenzwert &, (was aus Satz folgen wird).
Demnach: Gegeben &, sollten X7, X5, ... w.i.v. (mit Verteilung £, ) sein.

P(X1=$1,.--,Xn:xn|£N):

~

Q

Definition 3.19. Es sei (€2, .%#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢4,%; ¢ %, i € [
Teil-o-Algebren. Die Familie (¥;);c; heit unabhingig gegeben ¢, wenn fiir alle endlichen
Jcl, Aje¥9;, jeJ gilt:

P(m A, |g) -TIP(4; |9) ts.

Analog heilen Zufallsvariablen (X;);c; unabhdingig gegeben 4, falls (o(X;))se; unabhéngig
gegeben ¥. Zufallsvariablen (X;);; heiflen unabhingig und identisch verteilt gegeben 94,
wenn die bedingten Verteilungen gegeben ¢ gleich sind.

Bemerkung 3.20. i) (%) ist stets unabhéngig gegeben ¢, wenn ¥; c ¢ fiir alle i € I.
ii) Unabhéngigkeit gegeben {@, 2} ist die , gewohnliche* Unabhéngigkeit.

iii) Sind % ¢ %y ¢ %3 o-Algebren und ist (%;);; unabhéngig gegeben .%#; und un-
abhéngig gegeben %3, so folgt nicht notwendigerweise die Unabhéngigkeit gegeben
Fs.

Betrachte zum Beispiel X, X5 unabhéngige, reelle Zufallsvariablen, ¥; = o(X;), i =
].,2 und 91 = {@,Q}, ?2 = O'(Xl + XQ) und ﬁg = J(X17X2).
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Satz 3.21 (Satz von de Finettf]). Sei (X,,), eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten
in E. (X)), ist genau dann austauschbar, wenn es eine o-Algebra 4 gibt, sodass (X, )n

unabhdingig und identisch verteilt gegeben 94 ist. In diesem Fall kann man ¢ = & oder
G = 7 wdhlen.

Beweis. Sei zunéchst (X,,), austauschbar und ¢ = & oder ¢4 = 7.
Seien f;: E - R beschrinkt und messbar und setze ¢,(X) = 1%, f:(X;). Gilt

E[px(X) | 9] = E[pi(X) |4]-E[fe(X,) | 4] fiir alle ke, (3.1)

so folgt induktiv
k k
E[T]£:(X:) | 9] =TIELf:(X;)|¢] fiir alle k€N,
i=1 i=1

d.h. (X,), sind bedingt unabhéngig gegeben ¢ (lese f; = 1p,, um wortlich an Definiti-

on anzuschlielen).
Zeige also (3.1)): Betrachte

An(e-1)(X) - An(fi)(X) = ~ Z Ji( X)) fo1 (X1 X —ka(X)

‘ weSy

1 n- k:+1 n
fl(XZ)X( Je(X5)
(n)k Liy zklze:{l 77777 n}ﬂ ! n- k+1 j; J
p-w. verschieden g1, ie-1}
1
TR
Je{it,eip-1}
n-k+1 1
= ’ fl(Xz ) +Rnk(X)
L T

p-w. Verschleden

= A (1) (X)——E[(X,)¥]

D

mit |R, . (X)| < &L fill o+ | fr] o — 0, also (mit Satz[3.1

folgt .

Seien nun (X, ), unabhingig und identisch verteilt gegeben 4 und ¢ : E¥ - R be-
schrankt und messbar. Es gilt fiir 7 € S,,:

E[p(X)] = E[E[¢(X) | 9]] = E[E[o(X") | 4]] = E[¢(XT)],

das heifit (X,,), ist austauschbar. O

2Bruno de Finetti, 1906-1985
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Kapitel 4

Schwache Konvergenz und
charakteristische Funktionen

4.1 Vorbemerkungen/Erinnerungen zur mengen-

theoretischen Topologie

Sei E ein topologischer (meist metrischer) Raum.
Folgende Begriffe werden in diesem Kapitel vorausgesetzt: kompakt, relativkompakt,
folgenkompakt, lokalkompakt, totalbeschrinkt. Es bezeichne

e C(F) die Menge der stetigen Funktionen von E nach R,
e Cy(E) die Menge der stetigen, beschrinkten Funktionen von E nach R,
e C.(E) die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréager von E nach R.

Offenbar: C.(E) c Cy(E) c C(F)

Eine Teilmenge A c F heifit o-kompakt, wenn es kompakte Mengen B, c E gibt mit
Un Bn = A

Definition 4.1. Sei p ein o-endliches Maf§ auf (E, Z(F)).

i) p heiBt lokal-endlich (oder Borel-Maj$), wenn fiir alle z € F eine offene Umgebung U
von z existiert mit u(U) < oo.

ii) p heiBBt regulir (von innen), wenn pu(A) = sup{u(K)| K c A, K kompakt} fiir alle
AeB(E).

iii) p heiBt reguldr (von aufen), wenn p(A) = inf {u(U) | AcU,U offen} fiir alle A €

iv) p heifit Radon-Maf, wenn es lokal endlich und von innen regulér ist.

Es bezeichne
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e M(FE) die Menge der Radon-Mafe auf F,
o M¢(FE) die Menge der endlichen Radon-Mafle auf E,
e M;(FE) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf F,

e M, (FE) die Menge der Subwahrscheinlichkeitsmafie auf F.

Beispiel. i) Ist f:R? — [0, 00] messbar mit f € £L (R?) und ist A\ das Lebesguemafl

loc

auf R, so ist = fA ein Radon-MaB mit u(B) = [ 15(x) f(2)A(x).
ii) Ist £ =R, dann ist p(dz) = 1g(0y () 5 A(dz) + §o(dz) nicht lokal endlich und nicht

||
regulédr von auflen.

iii) Ist £ = R, dann ist p = ¥ . d4 zwar o-endlich, aber nicht regulér.

Beobachtung 4.2. Sei E polnisch und p € M;(E). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine
kompakte Menge K ¢ E mit u(E~ K) <e.

Beweis. Wegen der Separabilitdt von E gibt es fiir jedes n € N eine Folge (xz("))z c F mit
UB:(a{") = E.
=1 "

Sei € > 0, wahle k, mit
€

w(UBe) 2 e -5

oo kn —

Die Menge A := () |J B (2!™) ist totalbeschrinkt, also ist A kompakt (man sieht leicht
n=li=1 "

mit einem Diagonalfolgenargument, dass A folgenkompakt ist, was fiir metrische Rdume

Kompaktheit impliziert) und es gilt
—_ el kn St
W(ENA)<u(ENA)< Z,u(E\ UB1(m§n))) <y 2% =e.
n=1 i=1 " n=1

O

Definition 4.3. Sei F ¢ M(FE) und sei C eine Menge von messbaren Funktionen von E
nach R. C heifit trennende Familie (kurz trennend) fir F, falls fiir alle p,v € & gilt:

erC:/fduszdy =  u=v.

Beispiel 4.4. f:E — R heifit Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante ¢y < oo existiert,
sodass fiir alle z,y € E gilt: |f(z) - f(y)| < ¢p-d(z,y).

; () - 1)

= su
! x#yepE d([lj’, y)
ist die Lipschitz-Konstante von f. Es bezeichne Lip(F) die lipschitz-stetigen Funktionen
auf E und Lip,(F) = {f e Lip(EF) | Ly < 1}.
Lip, (E) trennend fir M(E), falls E lokalkompakt auch Lip,(F) n C.(E).
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Beweis. Sei A € E abgeschlossen und sei € > 0.

pac(r)=1- (éd(:v,A) A 1)

erfiillt pa. =1 auf A und pa.(7) =0, wenn d(z, A) > €. Es ist pa. € Lip(E) mit L, , < %

Seien pu1, o € M(FE) mit

f fdpn = f Fdps fiir alle feLipy(E)n L ()0 £ ().
Wir zeigen
p1(K) = pa(K)  fiir alle kompakten K c E, (4.1)

dies impliziert p; = s wegen der Regularitét.

Zu z € E existiert eine offene Umgebung U, mit u1(U,) < oo und py(U,) < oo, denn
die p; sind lokal endlich. Sei K kompakt,

KcU:=JU,, fir geeignete 1,...,2,.
=1

1=

Dann ist p1(U) < oo und pz(U) < oo und es gilt § := d(U<, K) > 0.
Falls € < 9, dann gilt

1 <pre<1y

und
Pk, — 1x punktweise fiir € \ 0,

also folgt mit dominierter Konvergenz auch

f prce dpi = p;(K) punktweise fiir € \ 0.

Wegen [ pr. dps =L [ epgdpn =1 [ epe dus = [ pi dps folgt p1(K) = po(K), d.h.

(4.1 eilt.

Falls F lokalkompakt ist, kann man die U, so wihlen, dass U, kompakt ist, damit ist
auch U kompakt und somit gilt dann p ke €C(E). O

4.2 Schwache und vage Konvergenz

Definition 4.5. Es sei E ein metrischer Raum.

i) Seien pu, pia, ..., e Mp(E). Man sagt, p,, konvergiert schwach (engl. weakly) gegen
{, wenn

fiir alle f e Cy(F) gilt ff dpty, — ff dp fiir n - oo.

Man schreibt auch p, - p schwach oder p1,, — g oder p = w — lim fi,,.
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ii) Seien py, po, ..., e M(E). Man sagt, u, konvergiert vage (auch vag, engl. vaguely)
gegen (i, wenn

fiir alle f e Cu(E) gilt ff dyt,, —> ffdu fiir n — oo.

Man schreibt auch p,, - p vage oder pi, — p oder p=v —lim p,.

Bemerkung 4.6. Wenn E ein polnischer Raum ist, so ist der schwache Limes einer Folge
i, eindeutig. Falls F zudem lokalkompakt ist, so ist auch der vage Limes eindeutig (dies

folgt aus Beispiel [4.4)).
Beispiel. Betrachte E = R.
1. Es gilt 61 —— §;, aber

n MnN—>00

01((0,00)) =1+ 0=0((0,00)) und 81 ((~00,0]) =0+ 1 = ((~00,0]).

1
n

2. 8, — 0-MaB, aber (0n)n konvergiert nicht schwach.

Beobachtung 4.7. Sei E lokalkompakt und polnisch. Ist (u,) € M;(E) mit p,, ~ j, s0
gilt p(E) <liminf, u,(E).

Beweis. Wihle fy € C.(E) mit fy ~ 1. Dann gilt

u(E) = f 1du= Al[im / v dp = ]\l[im lim | fy du, < ]\lfim lim pu,(F) <liminf p, (E).

]

Satz 4.8 (Portmanteau-Theorem). Sei E ein metrischer Raum und p, piq, fa, ... €
M (E). Dann sind dquivalent:

i) p=w-1lmp,.
i) [ fdp,— [ fdu firale feCy(E)nLip(E).

i) [ f du, - [ fdu fiir alle beschrinkten, messbaren f mit p(Uy) = 0, wobei Uy c E
die Unstetigkeitsstellen von f bezeichne (d.h. f ist p-f.i. stetig).

iv) iminf p,(E) > p(E) und limsup p, (F) < p(F') fir alle abgeschlossenen F c E.

n—oo

v) limsup p,(F) < p(E) und liminf p,(G) > u(G) fir alle offenen G c E.

vi) pn(A) —> u(A) fir alle A e B(E) mit u(0A) =0.
Wenn E zudem lokalkompakt und polnisch, so sind auch dquivalent:
vig) p=v-1limu, und p(E) =limp,(E).

vigi) p=v-1limpu, und p(E) > limsup p,(E).

35



Beweis. w) < v) v (F ist abgeschl. < G = Ex F offen (und u(G) = u(E) - u(F)),
E ist zugleich offen und abgeschlossen)

) & v) = vi) v/ (A~NOA=Aist offen, AUHA = A ist abgeschlossen,
liminf p, (A) > liminf g, (AN 0A) = u(A~ 0A) = u(A),
lim sup g, (A) < limsup p,(AudA) = n(Auv0A) = u(A).)

iii) = i) = 1) v/ (f stetig = Uy =@ und Lip(EF) c C(F))
i) = iv) : f=1eLip(F)nCy(E), also p(E) = [ 1 dp =lim p,(F).
Sei F' c E abgeschlossen,

1
R =1-(-d(z,F)n1l
pre(w) =1~ (Zd(x. F) n1)
erfilllt pp. € Co(E) nLip(E) und 1p < pp. (vgl. Bsp. 4.4). Mit monotoner Konvergenz

folgt

lim sup p,, (F') < ing lim pr7E dpi, = ingfp,g8 dp = f 15 du = f 1p dp = p(F).
e>0 n—>oo e>

n—oo

vi) == iii) : Sei f beschréankt und messbar mit p(U;) = 0. Beobachte zunéchst: Stets
gilt fiir D e Z(R)
0f H(D) e f(9D) u Uy
Sei dazu z € f~1(D) und f stetig in x. Zeige: Dann gilt x € f~1(9D).
Sei 6 > 0, da z Stetigkeitspunkt ist, existiert ein € >0 mit f(B.(x)) c Bs(f(z)).

Wegen z € df~1(D) gibt es ein y € f~1(D) N B.(x) und ein z ¢ f1(D), z € B.(z), d.h.
ze fLY(R~D)n B.(z). Somit ist

f(y) € Bs(f(x))n D und f(z) € Bs(f(x)) n D".

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt x € f~1(9D).

Sei nun
A={yeR:u(f"({y})) >0}
(dies sind die Atome des Bildmafles o f~1). A ist hochstens abzahlbar, also gibt es

NeNund yo <= [ flo <1 <y2<...<yn-1 < |[flo <yny mit y; ¢ A und |y;1 -y <e.
Sei B; = fY([yi-1,4:)) fiiri=1,..., N, dann ist E =Y, E; und es gilt
p(OE;) < p({f ™ (wir) ) + ({7 (i) }) + w(Uy) = 0.

Also folgt

N N N
limsup [ f dp, < thUp/ Y yilp, dp, = limsup Y pu (Ei)y; = Y 1n(Ei)y; < 6+/ fdp.
=1 =1 =1

n—oo n—oo n—oo
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Das analoge Argument fiir —f und € \ 0 zeigt ii7).

i) = vii) ¥/ (C(E)cCy(E)und 1€ Cy(E))

vii) = viii) v

viti) = wii) : Es gelte p = v —lim u,, und p(E) > limsup u, (E). Nach Beobachtung
gilt aber auch p(F) < liminf, u,(E), d.h. p(E) = lim p,(EF).

vii) = v) : Sei G c E offen und ¢ > 0. Wéhle (mit Beobachtung ein

K c G kompakt mit u(G\ K) <e.

Da FE lokalkompakt ist, gibt es eine kompakte Menge L mit K c L c L c@. Esist
d = d(K,L°) >0 und fir pgs(x) =1- (%d(x,K) /\1) gilt 15 < prs <11 < 1¢ und
pr.s € Co.(E). Damit folgt

1i111ninfpn(G) > liqgninff Prc.s Ay = f prs dpe> p(K) > p(G) —e.
Mit & \ 0 folgt nun v). O

Definition 4.9. Seien X, X7, Xs, ... Zufallsvariablen mit Werten im metrischen Raum F.

X, konvergiert in Verteilung gegen X, wenn die Verteilungen £(X,,) € M;(FE) schwach
gegen L(X) konvergieren. In diesem Fall schreibt man X, D X oder X, = X fiir n - oo.

Gelegentlich schreibt man X, LA p bzw. X, = u, wenn p = £(X) und X unspezifiziert
bleibt. .

Sind X, X1, X, ... Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum mit Wer-
ten in einem separablen metrischen Raum F, so sagt man X,, - X stochastisch, falls
d(X,, X) — 0 stochastisch. In diesem Fall schreibt man X, 5 X.

Gilt X,, > X stochastisch, so gilt auch X,, = X, denn fiir f € Cy(E) nLip(FE) gilt
[ELf(Xn) = f(XO)] <E[Ly-d(Xn, X) A 2] f[ ] >0

(dann verwende Portmanteau-Theorem, Satz ii).)
Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Beispiel. Seien X, X;, X,,... unabhéngig und identisch standardnormalverteilt. Dann
gilt X, = X, aber nicht X,, > X.

Beobachtung 4.10 (Lemma von Slutsky). Seien X, X, Xs,..., Y], Y5, ... Zufallsvaria-
blen mit Werten im separablen metrischen Raum E. Gilt X,, = X und d(X,,Y,) - 0
stochastisch, dann gilt auch Y,, = X.

Beweis. Sei f e Cy(E)nLip(E). Dann gilt |f(z) - f(y)| < Ly -d(z,y) A2|f|... Also gilt

ELF (V) = fFCON S E[f(Yn) = f(Xn) ]+ [ELf (Xn)] - E[f(X)]|
SE[Ly-d(Xn, Yn) A2 [l ]+ ELA (X)) = ELF(X)]] — 0.
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Lemma 4.11 (Continuous mapping theorem). Seien (Ej,d;) und (FE2,dy) metrische
Réume, ¢ : Ey - Ey messbar, U, die Menge der Unstetighkeitsstellen von .

i) Sind pu, i, g, . .. € My (Ery) mit i, = p und p(Uy,) =0, so gilt i, 0 o~ = pop™.
i) Sind X, X1, Xo, ... Er-wertige Zufallsvariablen mit P(X € U,) =0 und X,, = X, so
gilt (Xn) = p(X).
Beweis. 1) Sei f e Cy(Ey), dann ist f o : F; - R beschrankt und messbar und es gilt
Ufop € Uy, d.h. pp(Utoy) = 0. Also gilt nach Satz i11)
[ FdGnoe™y= [ fopdun— [Fopdu= [ fduos™).

ii) Setze p, = L(X,) und g = L(X). Dann folgt die Aussage mit 7).
[

Bemerkung 4.12 (Der Fall £ = R). u € M, (R) ist durch seine Verteilungsfunktion
F,(x) = p((—o00,x]) festgelegt (siehe z.B. [Stochl-17, Satz 1.27] oder [KI, Satz 1.60]).

Seien F, Fy, F,,... Verteilungsfunktionen von W’'maflen. (F,,), konvergiert schwach

gegen F'| geschrieben F, D Foder F,=>F, <
F(z)=lim F,(x) fiir alle Stetigkeitsstellen = von F'.

Falls F, I, Fy, ... Verteilungsfunktionen von Sub-W’maflen sind, fordern wir zusétzlich
F(o0) > limsup,, Fy,(c0) (wobei F(o0) =lim, ., F'(x)). Seien p, iy, pia, -+ € M (R) mit
zugehorigen Verteilungsfunktionen F, Fy, Fy, ..., dann gilt

o~ =  F,->F

,= 1 x Stetigkeitspunkt von F', so ist u({z}) = u(9(-o0,z]) =0, also

Fula) = pu((00.2]) —> p((~00.2]) = F(x)

n—oo

nach Satz [4.8 vi).
,<“: Sel feLip(F)nCy(E), nach Satz[1.8] ii) geniigt es zu zeigen, dass

[fdunmffdu (4.2)

Sei e > 0, wihle yg < y1 < --- < yn Stetigkeitsstellen von F' mit F'(yy) < &, F(yn) > F(o0)-¢,
Yi —Yi-1 <E.

Also (L sei die Lipschitz-Konstante von f)
[ i < 171 (Fulyo) + Fu(o0) = Fu(uw)

+ 20 (F ) + L) (Fa(ws) = Fulyin)).

i=1
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Nach Vor. gilt F,,(y;) = F(y;), F.(00) = F(o0) fiir n — oo, demnach

N
limsup [ fdu, < E(2||f||ooLf) + Z; f(yi)(F(yi) - F(yi-1)

<2(2flls) + [ fdp
mit € | 0 folglich
limsup [ fdu,< / fdu.

n—o0

Dasselbe Argument angewendet auf —f zeigt lim inf f fdu, > / fdu, d.h. (4.2) gilt.

4.3 Straffheit

Definition 4.13. Sei E ein metrischer Raum. K ¢ M(E) heiit straff (engl. tight), falls
fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K c F existiert mit

suppu(EN K) <e.
nekl

Beispiel 4.14. i) Ist £ polnisch, so ist {u} fiir jedes p e M;(E) straff nach Beobach-
tung [4.2] Genauso ist jede endliche Menge {fi1, p2, . .., fin} € My(E) straff.

ii) Ist E kompakt, so sind M;(FE) und M (FE) straff.

iii) Sind X;,i € I reelle Zufallsvariablen mit supE[|X;|] =: ¢ < o0, so ist {L£(X;) |ie I}
straff, denn mit der Markov-Ungleichung gilt

P(1Xl> <) < ZElIx) <
el ¢
fiir alle 7 € I und fiir jedes € > 0.

iv) Auf £ =R sind {6, | n € N}, {N(0,n) | n e N}, {Unif([-n,n]) | n € N} nicht straff.

Satz 4.15 (Satz von ProhoroV{l)). Sei E ein metrischer Raum und K ¢ M (E). Dann
qgilt:

i) Ist KC straff, dann ist KC relativ (folgen-)kompakt beziglich schwacher Konvergenz.

ii) Ist E zudem polnisch, so gilt auch die Umkehrung, d.h. ist IKC relativ (folgen-)kompakt
bzgl. schwacher Konvergenz, so ist KC straff.

Korollar 4.16. Ist E kompakt, so sind M1 (E) und Mi(E) schwach (folgen-) kompakt.

YYuri Vasilyevich Prohorov, 1929-2013
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Beweis von Satz[{.15. i) Sei K straff. Wahle kompakte Mengen K c Ky c ... c E, sodass
fiir alle j € N gilt

supp (EN Kj) <
uekl

Uj2y K ist o-kompakt und es gilt p (E NUR K j) = 0 fiir alle g € K. Wir nehmen also
o.E. an, dass F selbst o-kompakt (insbesondere separabel) ist, ansonsten schréinke die p
ein auf £’ = U2, K.

Sei x1,xa, ... eine Aufzdhlung einer dichten Teilmenge von E.

N

H = {UKjimBEi(xliHmeN, jieN, l;eN, g >0, eie(@}
=1

ist ein abzéhlbares System von kompakten Teilmengen von E. Sei (u,) ¢ K und sei
H ={H,, Hy, ...} eine Aufzdhlung von H. Wihle eine Teilfolge nj # oo, sodass

lim g1, (H) = a(H)
fiir alle H € H existiert (moglich durch Diagonalargument).
Fiir G c E offen sei
1 (G) s=sup {a(H) | HeH,Hc G}, p*(2) =0,
fiir B c E beliebig sei
p*(B) :=inf{u*(G) | G offen, G > B}

(beachte: ist pu* wohldefiniert, fiir offenes G fallen die beiden Setzungen zusammen).

Zeige nun: p* ist ein dufleres Maf.
Nach Definition und Konstruktion gilt

p (2)=0 und p*(B)<p*(B") fir Bc B.

Zur o-Subadditivitdt: Seien Gq,Ga,... ¢ E offene Mengen, H > H c U, G,,. H ist
kompakt, daher existieren r € N, j; € N, ¢; € (0, 00) nQ und paarweise verschiedene m; € N
mit

Hc| B (zj,) und B (z;,)cGy, firi=1,...,r
-1

und nach Konstruktion ist H c K, fiir ein (geniigend grofies) jo € N.
Sei

Ho= K 0 U { B0 | B < G

Esist H,cG, und Hc H,,,u...uUH,, , also
a(H)<a(Hp,)+. ..+ a(Hpy,) Sp"(Gmy) + .o+ 55 (G, ) < Z 1 (Gr).
n=1
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Nehme das Supremum iiber alle H c GG, so folgt

I (G Gn) < gu*(Gn)-

Seien nun By, Bs, ... c E beliebig. Wihle G,, offen mit B,, c G,, und

p*(Br) 2w (Gy) - ;—n fiir e > 0.

Dann gilt
* * * oo — * — * 8 — *
w(08) < (O6) < a6 3 (1B 5) 520 S o)
n= n=1 n=1 n=1
Mit € \ 0 folgt die o-Subadditivitédt von p*.
Zeige weiter, dass
jede offene Menge G c E p1*-messbar ist,

d.h. fiir alle B c E gilt p*(B) = p*(BnG) + p* (B nG°).
Seien dazu G c E offen, B c E beliebig und ¢ > 0. Wahle

O > B offene Obermenge mit p*(0) < u*(B) + ¢,
HyeH mit HHcOnGund p*(OnG) <a(Hy) +¢,
Hy e mit Hy c On Hf und p*(On Hy) <a(Hs) +¢.

Dann gilt H1n Hy =@, OnG°c On Hf und Hy u Hy, c O. Mit Monotonie von p* folgt

nun

w(B)+e>p*(0)>a(Hyu Hy) =a(Hy) +a(Hs) > (OnG) + p* (OnG®) -2
>p*(BnG)+p*(BnG) -2¢

> (B) -2e

Mit € N 0 folgt nun die p*-Messbarkeit von G. p* ist also ein duBleres Mafl und die

Erzeugermengen von B(FE), die offenen Mengen, sind p*-messbar. Nach dem Satz von
Carathéodory (z.B. [Stochl-17, Satz 1.22] oder [KI, Satz 1.41/1.53]) p* ein Mafl auf B(E).

Zeige nun, dass p* = w - limy_, o ftn, . Es gilt fiir alle j € N

* . . 1

also p*(E) > limsup p,, (E).
Sei G c F offen und H € H mit H c G. Dann gilt

a(H) = lim ju,, (H) < lim p1,, (@) < limin p,, (G).
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Nehme nun das Supremum iiber H ¢ G, H € H, dann folgt p*(G) < liminf u,, (G). Mit
Satz v) folgt nun die Behauptung.

it) Sei E polnisch und xy,xs,... eine Aufzidhlung einer dichten Teilmenge von E. Setze

N
An,N = U B% (zz)a
=1 )

es gilt A, v /' Nooo I fiir jedes n e N.
Sei K ¢ M« (F) schwach relativ (folgen-) kompakt und

0 :=sup mf sup p(AS v)-
neN NeN ek ’

Zeige, dass 0 = 0. Sei n so grof}, dass es fiir jedes N € N ein py € K gibt mit ;LN(A;’N) >3
Sei Ny eine Teilfolge mit Ny # oo und py, — ji € Mo (F). Da Af, v abgeschlossen ist,

gilt mit Satz iv)

)
f(A; ) 2 limsup pp, (A5, ) 2 limsup py, (A5, 5, ) 2 5

k—oo k—o0

Mit N — oo folgt 0 = (@) = limy_.e fi( A5, ), also auch 6 = 0.
Zu e >0 wiéhle n, N,, € N mit sup M(A;,Nn) < gn. A=yl An N, ist totalbeschrinkt,
d.h. wegen der Vollstandigkeit von F ist A kompakt. Dann gilt fiir alle p € K:

nNn) Z:U’(AnNn Z;_n:g,

() <) = ( U
also ist IC straff. O

Beobachtung 4.17. Sei E ein polnischer Raum und seien p, i1, o, . . . € M (E). Dann
sind dquivalent:

1) p=w-lim pu,.

ii) {pn | n e N} ist straff und fiir eine trennende Familie C c Cy(E) gilt
/fduneffdu fiir alle feC.

Beweis. i) = 4i). Sei p = w — limu,. Nach Definition gilt [ f du, — [ f du fiir alle
f € Cy(F), insbesondere also auch fiir alle f € C fiir jede trennende Familie C c Cy(E).
Die Straffheit von {u, | n € N} folgt mit Satz i1).

i1) = 1). Angenommen p # w — lim p,,. Dann gibt es ein g € Cy(E), ein € > 0 und eine
Teilfolge (ny )k, ng 7 oo mit

‘fgdunk—fgdu
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Nach Satz {4.15(7) gibt es eine Teilfolge (ny,); und ein v € My (E) mit fiy,, — s ». Dann
J  g—o0

gilt fiir alle feC
ffdl/z hm[fdunb :ffd,u.
J—o0 J

Da C trennend ist, gilt ;4 = v. Andererseits ist aber auch

‘fgdv—fgdu

was zu einem Widerspruch fiihrt. Es muss also p = w - lim p,, gelten. O

>,

Bemerkung 4.18. Sei E lokalkompakt und polnisch und seien p, piq, pio, ... € M¢(E).
Dann sind dquivalent:

1) p=w-lim pu,.
i) p=v-limu, und p(E) > limsup u,(EF).
i) p=v-limpy, und {u, | n € N} ist straff.

Beweis. i) <> i) gilt nach Satz

i) = i) folgt aus Satz (eine schwach konvergente Folge ist selbst schwach relativ
folgenkompakt).

i11) = i) : Sei L ¢ E kompakt mit sup,, p,(E N\ L) <1, he C.(F) mit h > 1. Dann gilt
sup p,(E) <1 +Sup/ hdp, < oo,

demnach ist auch ¢:= u(FE) v sup,, p,(E) < co. Dann sind

1 1
W= i = i € M (E),

also p! = .
Da F lokalkompakt ist, ist C.(E) trennend fiir M, (FE), also folgt p/ = w—lim p], mit
Beobachtung und damit auch g =w —lim p,. n

4.4 Charakteristische Funktionen
Vorbemerkung. Sei F ein messbarer Raum. Eine Funktion
fiE->CzR? aw Ref(z)+ilmf(x)

ist genau dann messbar, wenn Ref und Imjf messbar sind (beachte Z(R) ® Z(R) =
B(R?) 2 B(C)). Ist p ein MaB auf E, dann heiit f p-integrierbar (schreibe auch £L(u)),
wenn Ref, Imf e L1(u). Es gilt

feLh(un) < |fl=\/fFeL (u),

43



denn |Ref|, Imf| < |f] = ((Ref)? + (Imf)2)% <V2(|Ref| +|Imf|). Man setzt

ffdu::fRefdu+ifImfdu.

Das Integral ist C-linear (Ubung) und es gilt

[ ran < [ 1s1dn

Definition 4.19. Sei y e M;(R9). Die Funktion

o RIS C, to [ ) 1 de) (4.3)

heifit die charakteristische Funktion von p. (Wir notieren das Skalarprodukt als (t,z) =
e, t;x;.) Fir eine Ré-wertige Zufallsvariable X schreiben wir

ex(t)=E [ei<t’X>] = prx)(t). (4.4)

Bemerkung. In der Analysis ist auch die Bezeichnung Fourier- Transformierte iiblich,
zum Teil mit anderen Vorzeichenkonventionen.

Beispiel 4.20. i) Ist X diskret, so gilt px(t) = ¥, P(X = z)e!t?) insbesondere ist
SOBer(p) (t) = peit +1 -p,
(7 —k i i n
PBin(n) (1) = ) (k)p’“(l =p)"Fe™ = (pe + 1 -p)",
k=0

o N
Proi(n) (1) = Y € Aﬁe th = A1)
k=0 -

ii) Es ist oaruo2)(t) = ¢h=37"t Betrachte ohne Einschrinkung (vgl. Lemma , ii))
den Fall p=0,0% =1. Es gilt

QDN(;L,JQ)(t) = [Oo eitx

22 2 © 1 _(a-it)? 2
er:vzeff e 2 dr=ez.
o0 \/27r

=1

1
V2T

1 ! itx 1 1 sin(t
iii) @Unif([—l,u)(t) = 3 [1 e dx = 3 [1 cos(tx)dx = J

Lemma 4.21. Seien X und Y Ré-wertige Zufallsvariablen, a € R und b € R%. Dann gilt:
i) lox ()| <1 =px(0) und px ist gleichmiflig stetig.
i) Qaxsp = et ox (at).

iii) o-x(t) = ox(t). Insbesondere ist px reell, wenn X symmetrisch verteilt ist.
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i) Sind X,Y unabhingig, so ist px.yv(t) = ox(t)py(t). Analog ist .., = ©up, fir
p,v e Mp(R?).

v) 0<1-Repx(2t) <4(1-Repx(t)).

Beweis. 1) Offenbar gilt |px(t)] <1 =¢x(0).
Zur gleichméfligen Stetigkeit von ¢y : Sei € >0 und K so grof}, dass

P(X ¢ [-K, K]%) < Z.
Dann gilt (beachte |e® — 1| <|y|, y € R) fiir ¢,¢ € R? mit |t — /| < := VT
lpx (1) = px ()] < E[[e%) — ]
<P (X ¢[-K K d) E [|e""*) — 1] - e - 1p_g g1a(X) ]
<P(X ¢ [-K K] +E[[(t—t', X)) 1k s0(X)]
<OP(X ¢ [-K, K1) + B [6VA2K - 1 (X)) |
<e.

ii) Es gilt:
Paxap(t) = E[e6aX0)] 2 E[¢ift0)¢ifotX)] = eiltdhp  (at).

iii) Es gilt:

w_x(t) -F [ei(t,—X)] -E [e—z‘(t,X)] - E [ei(t,X)] — gox(t).
iv) Da X und Y unabhingig sind, gilt:

oxiy =E [ez(t,X+Y)] ) [ei(t,X)ei(t,Y)] -F [em,x)] .E [ei<t,Y)] = ox () ey ().

v) Mit Hilfe der Additionstheoreme des Kosinus gilt:

0<1-cos(2(t, X)) =2(1-cos*({t, X))) =2(1 +cos({t, X)))(1 - cos({t, X)))
<4(1-cos((t, X))).

Da Repx(t) =E[cos({t, X))], folgt damit die Behauptung.

Definition 4.22. Sei K € {R,C}. C c C,(E,K) heifit eine Algebra, wenn gilt
i) 1eC.

i) f+g, fgeC fiir alle f,geC.

iii) af €C fir alle feC, aeK.

C heifit Punkte trennend, wenn fiir alle x # y € E ein f € C existiert mit f(z) # f(y).
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Satz 4.23 (Satz von Stone—WeierstraﬂZD. Sei E ein kompakter, topologischer Raum,
K e {R,C} und C c Cy(E,K) eine Punkte trennende Algebra. Falls K = C sei zudem
C abgeschlossen unter komplexer Konjugation. Dann liegt C beziiglich der Supremums-
norm dicht in Cy(E,K).

Beweis. Bemerke zunéchst: Der Abschluss C von C beziiglich der Supremumsnormtopo-
logie ist selbst eine Algebra. Betrachte zunéchst den Fall K = R.

Wir zeigen zuerst, dass

f,gez = f/\g,fvgea

Sei dazu p,(t) eine Folge von reellen Polynomen mit sup,(o ] [pn(t) - Vi = 0, n - oo
(wihle zum Beispiel die Bernstein-Polynome p,(t) = Yo (71)tF(1 —t)”"‘“\/g). Sei 0+ f €
C. Dann gilt

53 ”f”oopn(f() ) gleichméBig |f| EE,

Il e
Somit sind auch fvg=3(f+g+|f-g)eCund fag=3(f+g-|f-y|)€C fiir f,geC.

Sei nun f € C(E,K), z € E und £ > 0. Zeige, dass es ein g, € C gibt mit

9oe(x) = f(x) und goe<f+e. (4.5)
Da C Punkte trennend ist, gibt es zu jedem z € E, z + x

ein H, eC mit H.(z) # H.(z) =0.
Setze

f(z) - f(x)

hz(y) = f([[’)‘f‘ HZ(Z)

Dann ist h, € C und es gilt

H.(y), ho(y)=f(x).

fir alle z € E: h,(x) = f(x) und h.(2) = f(2).

Also existiert eine offene Umgebung U, von z mit h.(y) < f(y) + ¢ fiir alle y € U,. Da
E kompakt ist, ldsst sich £ mit endlichen vielen solcher Umgebungen iiberdecken, d.h.
EcU,u...uU,, fiir geeignete z1,...,z,. Somit erfiillt

Gee=min{h,,,.... h, }eC (4.6)

die geforderten Bedingungen in (4.5)).
Sei nun z € £ und ¢ > 0. Wihle g, . geméB (4.6) und wéhle eine offene Umgebung V,

von x mit
9ec(y) 2 f(y) —¢ fiir alle y € V.

2nach Marshall Harvey Stone, 1903-1989 und Karl Theodor Wilhelm Weierstra8, 1815-1897 benannt
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Da E kompakt ist, ist EcV,, u...uV, fiir geeignete x1,...,x,,. Setze

G :=max{Gs ey Gapme) -
Dann gilt f—e<g< f+¢, also liegt C dicht in C,(E,R).

Betrachte nun den Fall K = C. Fiir f € C ist Ref = 3(f + f), Imf = =(f - f) e C.
C':={Ref | feC}cCy(FE,R) ist eine Punkte trennende Algebra. Es gilt

Re(fg) = Re(f)Re(g) ~Tm(f)Im(g) und Tm(f) = Re(~if),
also ist C = C' +iC’" und liegt damit nach dem ersten Fall dicht in C,(E, C). O
Korollar 4.24. Sind p,v € M(RY) mit ¢, = ¢,, so gilt p=v.

Beweis. Wir zeigen
ff@z/f@ fiir f e Cy(RY),
dies impliziert u = v nach Beispiel [4.4]
Sei f e C.(R?), 0.E. f#0. Sei 0<e <1 und K so groB, dass

£ £
supp(f) c [-K, K¢, p(RIN[-K,K]?) < ———— und v(RI\[-K,K]?) < ———.
() IR, n(REN TR KT < gy g wnd v (RN TR KT < gy
Fiir m = (my,...,mg) € Z% und x = (21,...,24) € R? sei
T
Jmx(z) =exp (ZE(m, x))

Die von { fm i | m € Z4} erzeugte Algebra C trennt Punkte von R?/2K7Z¢. Nach Satz
gibt es ein g € C mit |f —g| < e auf [-K, K]¢ und es gilt (beachte: g € C ist 2K -periodisch,
insbesondere gilt ||g]leo = SUP,e_ g 572 [9()])

[ 17 = gldp < (=K, K1) + @1l + D (RIS K KT < ([, K] + e
<ep(RY) +e.

Die analoge Abschétzung gilt ebenso fiir v. Zusammen folgt daher

[ sau= [ gar]<| [gdn- [gar]+ [1r-glans [ 17-gldv<(u(rtysv(rD) 2=
=0 da;u:%/
Mit € N 0 folgt damit die Behauptung. O]

Korollar 4.25. ;1€ M([0,00)) ist durch seine Laplace-Transformierte

L,(\)= /e”\u(da;), A>0

eindeutig festgelegt.
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Beweis. Betrachte E = [0,00]. E ist kompakt. Fiir A >0 sei

0, A\>0

fuE—-[0,1], z=e? r<oo, oo
B~ [0.1] 1, A=0

C={>"1aifr,|neN, a;eR, \; >0} ist eine Punkte trennende Algebra, also folgt die
Behauptung mit Satz [4.23] O

Korollar 4.26. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in [a,b]. Dann ist ihre Verteilung
durch ihre Momente m,, :== E[X"],n =0,1,... festgelegt, denn die Polynome liegen dicht
in Cy([a,b]).

Bemerkung. Die Aussage des Korollars gilt nicht, wenn der Wertebereich von X unbe-
schrinkt ist. Betrachte dazu folgendes Gegenbeispiel: Sei X ~ A (0,1) und setze Y := eX.
Y ist log-normalverteilt mit Dichte fy (y) = L 1,5 (logy)? y > 0. Es gilt:

Vary
< 1
my = ]E[Yn] = E[@nX] = [oo 27Te*%m2+nx7%n2 dor - B%HQ _ G%nQ.

=1

Sei b > 0. Y}, habe die Verteilung P(Y} = be?*) = Cibb*ke‘%kZ, keZ mit Cyi= Yy bFe 2k
Dann gilt fiir die Momente von Yj:
1 n bke 3k b-(k-n)e-3(k-m)® o

e E[Y] = e 2 bek) — = = =
[ b ] kze%( ) Cb kg% Cb Cb

1.

Es gilt also E[Y"] = E[Y}"] = 2"’ aber Y und Y; haben offensichtlich nicht dieselbe
Verteilung.

Satz 4.27 (Lévysﬂ Stetigkeitssatz). Seien P, Py, Ps, ... € My (RY) mit charakteristischen
Funktionen ¢, 1, s, . ...

i) Ist P=w-1lim P,, so gilt @, — ¢ lokal gleichmdfig.

ii) Es gelte @, — [ punktweise gegen ein in 0 stetiges f:R? — C, dann gibt es ein
Qe My (RY) mit f=¢g und Q@ =w-1lim P, .

Lemma 4.28. Sei F ¢ My (R?) straff. Dann ist {¢, | peF} gleichgradig gleichmdfig
stetig, das heifst fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir alle t,t' € R® mit |t —t'| < § gilt

sup [, (1) = pu(t)] <e.
peF

3nach Paul Lévy, 1886-1971

48



Beweis. Es gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
[eu(®) = pu(o) < | [ (7o) 1) (e0) u(der)

i(t—s,x) _ 2 . i(s,x 2
< Ad let=2) — 1" u(dz) [Rd‘e( " p(d)
-1

_ —[Rd (eitt-s2) — 1) (e—i(t—s,x) ~1) p(d)
= e 2 (1 - Re (ei(t_s’m))) p(dr)
= 2(1 - Re(p,(t - s)))

Wihle K so grofl, dass sup,,.z p (R* \ [-K, K]?) < % und wéhle § so klein, dass

2

2

fiir alle |u| < gilt sup |1 -e"®)| < =
K.K]4 6

ze[-K,K]

Dann gilt fiir alle g e F, t, ¢’ € R mit [t — /| < :

/ / i(t—t' .z 52 82
o(®) = pu(t) <2(1-Re(pu(t =) <2 [ [1- 0= u(dn) <2( T+ 25 ) =2

]

Beweis von Satz[{.27. i) Die punktweise Konvergenz ¢,, — ¢ ist klar, lokal gleichméBige
Konvergenz folgt damit aus Lemma [4.28]

Sei K c R? kompakt, € > 0, wihle § > 0 so klein, dass

€
[t=s] <0 == sup|ea(t) = pn(s)| v |o(t) - (s)] < 5.
Wiéhle ty,... ¢, € K mit K c|J Bs(t;), no so groB, dass
i=1

max |, (t;) —p(t;)] < % fir n > ny.

i=1,....m

Fiir t € K, n > ng wahle ¢ <m mit |t - ;| <, so ist

[0a(t) = (D] () = 2ut)] + on(t) = o(t)] + o(t:) = (1) < 35 = <.
i1) Zeige
{P, | n e N} ist straff. (4.7)

Dazu geniigt es zu zeigen, dass Pék) := P, o', wobei 1 R? - R die k-te Koordinaten-
projektion ist, fiir jedes k =1,...,d eine straffe Familie sind, denn es gilt

P, (RN [-K, K1%) < Edj P([-K, KT°).

k=1
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Fiir s € R ist ¢, (5) = @n(s-er), wobei e, der k-te Einheitsvektor im R? ist. Nach
Voraussetzung gilt ¢ ) (s) = f(s-ex) und s = f(s-ey) ist stetig in 0 mit f(0-e;) = 1.

Setze

h(x)

sinx
1-—, #0
h(z) = x ’
0, r=0 .

h ist stetig differenzierbar mit a :=inf {h(z) | |z| > 1} =1 -sin(1) > 0. Fiir M > 0 ist
PO ([-M, M <—f h( )P(k) d
(SYBTIEE BRI € PRI

f f 1—COS( ) dtP(k)(da:)
M,M]e
== 1-cos[t— | B (da) dt
a ./0 f[—M,M]c COS( M) (dz)
<[ Re (i (7)) d
<— -Relyn | —e :
a Jo o\t
(wir verwenden den Satz von Fubini fiir die zweite Gleichheit). Dann ist

limsup P ([-M, M]°) < —llmsup 1 Re (g&n(%ek)) dt

n—oo n—>oo

1 t
= hm supl—Re (gon (Mek)) dt

n—oo

)

wenn M so grofl gewéhlt wird, dass inf<; Re (f (ﬁek)) >1- £ gilt, d.h. (4.7) ist erfiillt.

Nach Satz [4.15( gibt es eine Teilfolge (P,;); mit P, — Q und mit 7) gilt f = Q-
J—)OO

Somit folgt @ = Q' fiir jede konvergente Teilfolge (P, ), mit P, Q.

[]

Beobachtung 4.29. i) Sei X eine reelle Zufallsvariable mit E[|X|?] < co. Dann ist px

n-mal stetig differenzierbar mit

o ox () =E[(X)e],

denn Restgliedabschitzung der Taylorentwicklung von e liefert

< |ZL‘|"+1 2|ZL‘|”
T (n+1)!

e pa—
k=0 k!
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und somit

£l
kxk, n
I s ]E[ itX Z (th:'X ] Z:: Z— [ iX)* ”X] ist (offenbar) differenzierbar in h.

i(t+h)X _ gitX Z (@h)ka

o fiir ¢, h € R;

<E |h|n+1|X|n+1 . 2|h|n|X|n
B (n+1)! n!

ii) Falls E[|X|"] < oo fiir alle n € N und

h|"E[| X
i PEOXTT (4.8)
fiir ein h € R\ {0} gilt, so ist
ox(t+h)= Z Zh) E[X"e'™]

(denn dann gilt | (t+h) - Xjo B [Xke“X]‘ < Z|B"E[|X]"] —> 0 fiir n > o0); ins-
besondere ist ¢y analytisch.

Korollar 4.30 (Momentenproblem). X reelle Zufallsvariable mit

a :=limsup — ( [ X" ]) < 00,

n—oo

dann ist px analytisch und L(X) durch die Angabe aller Momente E[ X"], n € N eindeutig
festgelegt.

Beweis. Mit Stirling-Approximation (n! ~ v/2rn™+1/2e=") ergibt sich fiir |h| < 3a

limsupww‘;ﬂ hmsup\/_(( [|X|" ])l/n|h|§)nSlimsup\/%(e/B)n:

n—oo n—oo n—00

d.h. (4.8) ist erfiillt. O

Wir haben in Korollar ein ,abstraktes* Argument verwendet, um zu zeigen, dass
die charakteristische Funktion ein Maf festlegt. In vielen Féllen (speziell in R! oder in Z¢
oder falls p eine Dichte besitzt), erhilt man die Eindeutigkeit auch (relativ leicht) durch
wexplizite“ Fourier-Inversion:

Bericht 4.31. Sei e M;(R), so gilt

T oyt (@) + ()

fiir —oco <a<b<oo (zB.in [Du, (3.2) in Section 2.3]);
wenn g = fA mit fe LX), f>0 auf R mit ¢, € L1(N), so gilt

f(z) = (2 ) f S () dt (M-LiL).
wenn g € My (R?) auf Z¢ konzentriert ist, gilt

n({x}) = (2 T N OY N
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Kapitel 5
Zentrale Grenzwertsiatze

Erinnerung 5.1 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien Xi, X, ... unabhéngige, identisch ver-
teilte, reelle Zufallsvariablen mit p := E[X;] und o2 := Var[ X;] < co. Sei

1

no?

Spyo=

> (X = n).
=1
Dann gilt S = N (0,1), n — oo, denn es gilt (verwende Taylorentwicklung von ¢x, )

(t) ( (t))n 1)) lrot Lt (—t2 ) ’
* = - = _ = - =0 (0]
st 907\)(/71102 P no? Vne? 2 no? no?

12\"
~ (1 - 5_) et = ©n0,1)(t) fiir jedes t € R.
n n—>o0

Die aus der Einfithrung in die Stochastik bekannte Version des Zentralen Grenzwertsatzes
b 1 )
P(a<S:<b) —> 2—6‘7dx fiir jedes —oco <a<b< oo

noeo Jo 2T
folgt aus L£(S}) = N(0,1) zusammen mit Satz [4.8| vi).

Satz 5.2 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Dreiecksschemata). Fir n € N sei k, € N und

Xo1s Xnoooo s Xog, € L2(P). (Xny|1=1,2,...,k,, neN) heifit ein Dreiecksschema von

Zufallsvariablen. Fir n € N seien X1, Xn2. .., Xog, unabhdangig mit E[X, ;] = 0 und
f:"l Var[ X, ;] =1 (das Schema ist ,zentriert“ und ,normiert). Setze

kn
Sn = Z Xn,l-
=1

Es gelte die Lindeberg} Bedingung

kn 1 kn
o 2, — 2
Ln(g) = ;E [Xn,l 1{X271>52}j| Varl:Sn] ;E |:Xn,l 1{X,2L’l>52var[sn]}j| n—>—oo> O (51)

fiir alle e > 0. Dann gilt S,, = N(0,1), n - oo.

Inach Jarl Waldemar Lindeberg, 18761932
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Bemerkung 5.3. i) Falls (X,,;) die LyapunoﬂBedmgung

SR [, 2] — 0 5.2
e e )

fiir ein § > 0 erfiillt, so gilt auch die Lindeberg-Bedingung (/5.1]), denn
E [thl ‘1 {Xi,pez}] <eE[|Xn7].

ii) Die Lindeberg-Bedingung (5.1)) impliziert

lim max P (| X,,,|>¢) =0, (5.3)

n—oo 1<i<k,

denn

fﬁ%ﬂﬂxml>e><ZP<|Xm|>e><—ZE[ {zﬁsz}]m—w-

Man sagt auch: Das Schema ist ,asymptotisch vernachlissigbar. Es gilt auch die
Umkehrung: Gilt (5.3) und S, = N(0,1), so gilt auch (5.1) (vgl. [Ka, Theorem
5.12]).

Beweis von Satz[5.4. Bemerke zunéchst: Sind zi,...,2,,27,...,2, € {ze€C||z| <1}, so
gilt

denn fiir n = 2 gilt
2120 = Z125] < [z122 — 2129] + |2122 = 21 29] = [zall2n - 2] + [zt ]2z — 23] < |21 - 21 + |22 - 23

und der allgemeine Fall folgt induktiv.
Sei ¢, := E[X7 ] = Var[ X, ;] und ¢y, (t) = E[e"¥n1]. Es gilt

lim sup Ir%a]zc cny =0,

n—00

denn es gilt wegen ((5.1)) fiir alle € >0

112%?( Cnl < 8 * ;E[ {X2,1>62}:| n—»oo 827
Damit folgt
n k”l
’E [e“S"] — ¢3! = [ eni(t) - H O P Z na(t) - e’%c’“’ﬂ
1=1 =

k k

3e

=1

3

(,Dnl(t) -1+ = Cnlt

1 1
Cn lt 1 + §Cn,lt2‘ .

~
I

—_

~

Znach Alexandr Mihailovich Lyapunov, 1857-1918
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Mit Beobachung ldsst sich das Argument der ersten Summe durch das Restglied der
Taylorentwicklung abschétzen:

1
@n,l(t) -1+ §Cn7lt2

B[ |x, 2 A Kl <5E[X2]+E[X2 1, ]
= n, 3 = n,l n,l {Xn,l>€2}

Weiterhin gilt

7701’1, lt

1 1/(1 2 1
e 2 -1+ éantZ < — (—cn,th) =56, lt4

21\ 2 8

Zusammen ergibt sich

_,Cn lt

‘IE [eitSn] 3t

1
— 1+ =¢, t?
gl

Z
1 =1
kn, 4 kn

t
£ Cos+ Ly (5)+§(rr%ax Cnt) Y. Cny

=1 <kn =1

IN

4

t
=e+L,(e)+ —(maxc,;)) —>e+0+0=¢.
8 “1<i<k, 77 n—oo

Also gilt

ztSn] _—xt?

e 2 [<Le.

lim sup |]E

n—oo

Mit e \ 0 und Levys Stetigkeitssatz (Satz [4.27)) folgt die Behauptung,. O

5.1 Der mehrdimensionale Fall

Beobachtung 5.4. i) Sei X = (Xj,...,X,)t eine Ré-wertige Zufallsvariable. Die Ko-
varianzmatrix C' = (¢;5)ij-1,..q mit ¢;; = Cov[X;, X;] ist symmetrisch und positiv
definit, denn ¢;; = Cov[X;, X;] = Cov[X;, X;] = ¢;; und fiir a = (a1, ...,aq)t € R? ist

a'Ca = Z a;cija; = Z a;a;Cov[X;, X;] = Cov [ZaquZ% ] Var[(a, X)] > 0.

2,j=1 ,5=1

ii) Sind Zi, ..., Z; unabhingig und standardnormalverteilt, so hat Z = (Zy,. .., Z4)t die
Dichte

1 1
fz(2) = (2m) 2 exp (‘5 (2f++ z?z)) = (2m)sezll, 2 eRY
L(Z) heifit die d-dimensionale Standardnormalverteilung.
iii) Sei € R? und A = (a;;) € R¥4. Dann hat X := p+ AZ den Erwartungswert(-vektor)

E[X] = (E[X:],...,E[X4]) = ¢ und die Kovarianzmatrix C' := AAt, denn

COV[Xk,Xl] = COV[ i + ZCL}”ZZ, M+ Zal]Zl] = Z akz(ll]COV[ZwZ ]
i=1 7=1 3,7=1
d

Z a‘l_] ij Zakzalz - (AA )kl

7=1 =1
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Falls A vollen Rang d hat, so hat X die Dichte

1 1
fuc(z —eXp(—— T - g,
Za )\/(27T)ddetC 2<
denn fir g(z) :== u+ Az gilt g7'(z) = A~ (x — ) und (a%igj(z))ij =Dg(z) = A. Also
folgt mit der Dichtetransformationsformel und mit det C' = det (AAt) = (det A)*:

o) = 1250 psay

Falls A nicht vollen Rang hat, so besitzt X keine Dichte beziiglich A?.

Cia-m)). weRs

Was ist jedoch in dem Fall, in dem A (und damit auch C') nicht vollen Rang haben?
Betrachte fiir u € R%:

E [ez’(u,X)] -E [ez’(u,u) iy, AZ)] PRI o) [ei Zzylzl ukakzZz] = i) li[ E [ei x4, ukaklzl]
=1

d 2

_ pifun) H 3T wkan)” Z pilun) p=3 T ((WFA))? _ i) p= 3 (ut At A)
_1 t g At

— ez(u,u,)e 2(u JutAAY) ez(u,u,)e 2(uC’u)

Dies legt folgende Definition nahe.
Definition 5.5. Sei € R? C € R™4 gymmetrisch und positiv definit. X heifit d-
dimensional normalverteilt mit Erwartungswert p und Kovarianzmatriz C, falls

QOX(U) _ ez uu)e 2(uC’u)

Man schreibt auch £(X) = N (u, C).
Bemerkung 5.6. Sei X ~N(p,C), Ae R4 und Y := AX. Dann ist Y ~ N (Au, ACAY),

denn
E [ei(u,Y)] -k [ei(u,AX)] -k I:ei(Atu,X):I - ei(Atu,,u,)e—%(Atu,CAtu) - 6i(u,Au)e—%(u,ACAtu).

Lemma 5.7 (Cramér-Wold device). Firn e Nu{oo} seien X,, = (Xp1,...,Xna)t Zu-
fallsvariablen mit Werten in R%. Dann sind dquivalent:

i) X = Xo, n— 0.

i) L\ Xn)) —— L\ X)) fiir alle X e R4,
Beweis. Es gelte zuniichst X,, = X, n — oo. Betrachte f(z) = ¢}, Es ist f ¢
Cyp(R4,C), also gilt fiir alle t e R, A e R?

E [eitO\,Xn)] E I:eit()\,Xoo)] )

Somit folgt i7) aus Satz (Lévys Stetigkeitssatz).
Es gelte nun 7). Nach Voraussetzung gilt fiir alle \ € R?

E [ei()\,Xn)] - S E [ei(A,Xoo)]

n—oo

und somit folgt i) mit Satz [4.27] O
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Satz 5.8 (Zentraler Grenzwertsatz im RY). Seien (X,)neny unabhingige, identisch ver-
teilte, d-dimensionale Zufallsvariablen mit E[X1] = p und Cov[X;] = C. Setze S} :=

At Rastit Dann gilt S = N(0,C), n — oo.

Beweis. Sei A e R4, X)) := (A, X,,) und S} := (), S}). Betrachte ohne Einschréinkung u = 0.
Mit dem Zentralen Grenzwertsatz in R gilt S} = N (0, Var[X3']) = M (0,(\,CN)), also
gilt

E [ez’()\,S;j)] P 1PN epY

n—oo

Somit folgt die Behauptung mit Lemma [5.7] O
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Kapitel 6
Unendlich teilbare Verteilungen

Definition 6.1. Eine reelle Zufallsvariable X heifit unendlich teilbar (auch unbegrenzt
teilbar), wenn es zu jedem m € N unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
Xnis.-o, Xp,p gibt mit
XX+ + X
Analog heifit u € M;(R) unendlich teilbar, wenn es zu jedem n € N ein pu, gibt mit
[L= [ % ol = L5
Eine charakteristische Funktion ¢ eines Wahrscheinlichkeitsmafles p¢ auf R heifit un-

endlich teilbar, wenn es zu jedem n € N eine charakteristische Funktion ¢,, eines Wahr-
scheinlichkeitsmafles gibt mit ¢ = .

Beispiel. i) d, ist unendlich teilbar, denn 4, = §%.

ii) N (p,0?) ist unendlich teilbar, denn N (u,0?) = N(%, %)m

iii) Die Gammaverteilung Gamma(r, A) mit Formparameter r und Skalenparameter A
mit Dichte f(z) = Z=2""1e™*1(g )(z) ist unendlich teilbar, denn Gamma(r,\) =

r'(r)
Gamma (%, )\)

*M

iv) Die Cauchyverteilung Cauchy(a) mit Parameter a und Dichte f(z) = +—L ist

w2y
unendlich teilbar, denn Cauchy(a) = Cauchy (%)m

v) Poi(\) ist unendlich teilbar, denn Poi(\) = Poi (%)m
Beispiel und Definition 6.2. Zu v € M(R) \ {0} heifit

CPoi(v) = e*®) lu*”
n=0 n!

mit v*0 := ¢y die zusammengesetzte Poisson-Verteilung (engl. compound Poisson distri-
bution) mit Intensitéitsmafl v.
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Sind X7, X5, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ v :=
fiir i e N und ist N ~ Poi(v(R)) unabhéngig von X, X5, ..., so hat

N
S = Z X]
j=1
die Verteilung CPoi(v) und die charakteristische Funktion ist

porin® =exp ([ (e - 1)v(dn)).
Es gilt CPoi(v + ") = CPoi(v) » CPoi(v"), insbesondere ist CPoi(r) unendlich teilbar.

Beweis. Sei A € (R). Dann gilt:

P(SeA)=)Y P(N=k,SeA)=> P(N =k, X; +-+ X, € A)
k=0 k=0

[e o] 00 k
:ZP(N:k)'P(X1+"'+Xk€A):ZG_V(R)V(E) D*k(A)
k=0 k=0 !

= ;e—u(R) 1/(5)’g ) I;*(klé;lk) _ g;)e—u(R)% . V*k(A) _ CPOi(V)(A),

Fir die charakteristische Funktion betrachte

peroi( (t) =E[e"] = ];)IE [ X0 vy ] = kzo (E[¢*])" - P(N = k)

= ;e‘V(R)$ (fR eitr D(dx))]€ = exp (/;R e v(dr) - I/(R))

= exp ('/R (e -1) V(d:L’)) :
[

Satz 6.3. Ein pe Mi(R) ist genau dann unendlich teilbar, wenn es eine Folge (v,),
M(R)~ {0} gibt mit CPoi(v,) — v.

Lemma 6.4. Sei (), eine Folge von charakteristischen Funktionen von Wahrschein-
lichkeitsmaflen. Dann sind dquivalent:

i) @(t) =lim, " (t) existiert fiir alle t € R und @ ist stetig in 0.
i) (t) =lim, n (p,(t) = 1) existiert fir alle t € R und 1) ist stetig in 0.

Dann gilt ¢ = e? (inbesondere o(t) + 0 fiir alle t) und ¢ ist die charakteristische Funktion
eines Wahrscheinlichkeitsmajes.
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Beweis. Fiir alle z € C mit |z - 1| < 1 gilt mit Taylorentwicklung

— 112
Jos(2) - (=~ 1] s EIE
Insbesondere gilt fiir eine Folge (z,) c C:

limsupn|z, - 1] <o < limsupnlog(z,) < .

n—oo n—oo

Sofern einer der Limiten existiert, gilt also

lim n(z, —1) = lim nlog(z,). (6.1)

i1) = 1): Wahle z, = ¢, (t), dann folgt mit (6.1]), dass lim, log (¢2(t)) = log (lim,, ¢7(t))
existiert fiir alle t € R.

i) = 41): Wir nehmen zunéchst an, dass ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € R gilt. Dann kénnen wir (den
komplexen) log(-) auf die Voraussetzung ¢(t) = lim,, ¢7(t) anwenden (wir verwenden fiir
gegebenes t einen Zweig, der in einer Umgebung von ¢(t) # 0 analytisch ist) und erhalten

mit z, = @, (t) aus (6.1) die Behauptung #i).
Offensichtlich gilt die Beziehung o(t) = e¥(®),

Um p(t) # 0 sicherzustellen, zeigen wir, dass ein v > 0 existiert mit
1
lo(t)] > 56_7’52 fiir jedes ¢ € R. (6.2)

Nach Satz (Lévys Stetigkeitssatz) ist ¢ die charakteristische Funktion eines Wahr-
scheinlichkeitsmafes. Ebenso sind auch |p|> = ¢ und |p,|> charakteristische Funktio-
nen von Wahrscheinlichkeitsmafien, daher gilt |, (¢)[*® - |¢(t)[? lokal gleichméfig nach
Satz . Es existiert ein € > 0 mit infyc. |p(¢)| > 1, denn ¢(0) = 1 und ¢ ist stetig. Es
gilt also

limsupsupn (1 - |, (t)[?) < oo.

n—oo |tl<e

Nach Lemma v) gilt fiir jede charakteristische Funktion ¢ eines Wahrscheinlichkeits-
mafles

0<1-Rep(2t) <4(1-Rep(t)).
Damit gilt also auch sup,, n (1 - |p,(2t)]?) < co und

. . 4
[p(20)* > liminf exp (4n(|on ()P = 1)) = (Ile(OP) -
k
Also ist |p(t)] > L fiir [t] <e, [o()] > (3)" fiir [t <26, ..., o) > (3)" fiir [f] < 2%, d.h.
1 o 1\4*
()] 2 511 <)+ (5) 1(e251 < [t] < £2F)
k=1

und dies impliziert((6.2)). ]
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Korollar 6.5. i) Unter den Voraussetzungen von Lemma ist " = €™ fiir jedes
r >0 die chgmkteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes. Insbesondere
15t o = (gpi) unendlich teilbar.

ii) Sei p:R — C stetig in 0. Dann ist ¢ genau dann die charakteristische Funktion
eines Wahrscheinlichkeitsmafles und unendlich teilbar, wenn es eine Folge (v,,),, von
charakteristischen Funktionen von Wahrscheinlichkeitsmaflen gibt mit o7 (t) - o(t)
fiir alle t € R.

iii) Sei (i )n € M1(R), i, unendlich teilbar und pi,, —— . Dann ist auch pu unendlich
teulbar.

Beweis. 1) Sei ¢, wie in Lemma und p, mit ¢, = p,. Es ist e(#2~1) die charak-
teristische Funktion von CPoi(rnpu,) (nach Bsp. und Def. [6.2)), also ist

D (lim 6”(‘9"_1))T =

n—oo

eine CFW (geméfl Lévys Stetigkeitssatz, Satz [4.27)).

ii) Sei ¢ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles und unendlich
teilbar. ¢, = gpi leistet das Gewiinschte, denn

on(t) =p(t) > p(t) fiir alle ¢t € R.

Die Riickrichtung folgt aus Lemma [6.4]

iii) Sei p, unendlich teilbar, d.h. es gibt eine Folge (v,), mit u, = ™. Sei ¢, die
zugehorige charakteristische Funktion von v, und ¢ die charakteristische Funktion
von p. Es gilt v = p,, - p und somit auch ¢? — ¢. Also ist p© unendlich teilbar nach

O

Beweis von Satz[6.3. Sei zunichst (1,) ¢ M;(R) mit CPoi(v,) — . Jedes CPoi(r,) ist
unendlich teilbar, also ist auch g unendlich teilbar nach Korollar i11).

Sei nun p € M;(R) unendlich teilbar, p = p*™ fir n € N, ¢, = ¢, und ¢ = ¢,. Es ist
enlen-1) = OCPoi(nin) und

enlen®M-1) 5 (t) fiir alleteR

n—>00

(geméf Lemma , also gilt CPoi(nf,) — . O

Bemerkung 6.6. Sei v € M¢(R) mit [ 22 v(dz) < oo und X ~ CPoi(v). Dann ist

E[X]:—[Rxl/(dx) und Var[X]:AxQ v(dx).
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Beweis. Es gilt fiir die Ableitungen von ¢x (t) = exp ([ € - 1v(dz)):

Px(t)= [ i v(dn)- px(®).

)= [t i) ox) s [Liaet i) ox(r)
Also gilt
E[X] = -ig (0) = [ av(dn),

Var[X] = E[X?] - E[X]? = =% (0) - ( Ji xu(da;))Qz )

Beobachtung 6.7. Sei be R, 02 >0 und v € M;(R) mit

1 1 1 1
_— = —_ :ZI = 12
Supp(yk)c( E’ I<:+1]U[k+1’k) oo B=012,

wobel % := 00. Sel welter

Qe :zfxuk(dsv), k=1,2,...
und Z ~ N(0,1), Xy ~ CPoi(r,), k=0,1,2,... seien unabhiingig. Sei

X = b+0’Z+X0+ Z(Xk:_ak)
k=1

Sofern M, := ¥j_; (Xg—ay) f:s. konvergiert, ist X unendlich teilbar (nach Korollar[6.5] 4ii),
denn alle ,,Bauteile“ sind unendlich teilbar). Ist

> Var[X;] = ;/ r*p(de) < oo

k=1

dann existiert lim,, ., M,, denn (M, ), ist ein Martingal mit

sup]E[MfL] = g:l\/ar[Xk] = g:l / 22 v (dw) < oo.

neN

Demnach: Wenn v = Y12 v die Bedingung

/ (22 A1) v(dz) < oo

erfiillt, so ist X eine unendlich teilbare Zufallsvariable und ihre charakteristische Funktion
ist

o (20 =T (B[c*]) g ([67]) g (£[6%]) + 5o (< 7052
:itb_302t2+[( -1 )VO dx) kz:lf m— —ztx) v(dz)

:itb—%aQtQJrf( 1= Lpeny (2) itz v(dz).
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Definition 6.8. Ein o-endliches Maf v auf R mit »({0}) =0 und [ (22 A1) v(dz) < o0
heiflt ein kanonisches Maf. (b,0%,v) mit b€ R, 02 € [0,00) und einem kanonischen Maf}
v heiflt ein kanonisches Tripel.

Satz 6.9 (Lévy-Khinchin-Forme[l]). Sei € M;(R) und ¢(t) = log [ e® p(dx). p ist
genau dann unendlich teilbar, wenn es ein kanonisches Tripel (b,0%,v) gibt mit

w(t):nb—%a%h [ (€ 1= Ty ()it (). (6.3)

Das kanonische Tripel ist dabei eindeutig festgelegt. v heifst das Lévy-Mafl, o2 der
Gauf’sche Koeffizient, b die Zentrierungskonstante.

Beispiel. Fiir m € R, 02 > 0 hat N (m,0?) die charakteristische Funktion @x(m 02y () =
exp(itm — 302t), d.h. das kanonische Tripel ist (m,c?,0).

Bemerkung. Anstelle der Abschneidefunktion - 14«1 in kann prinzipiell jede
Funktion f mit f(z) ~ fiir £ > 0 und [ |f(2) -2 L] v(de) < oo gewihlt werden. In
der Literatur iiblich sind auch f (ZL‘) = sin(z) (vgl Taylorentwicklung von sin(z) bis zur
Ordnung 1 ist z) oder f(x) =

b b+ff(l') X - 1{|$|<1}V(da}).

Beweis von Satz[6.9. ,<*“: Sei ein solches kanonisches Tripel (b,02,v) gegeben, sodass
(6.3)) gilt. Dann folgt aus Beobachtung , dass p unendlich teilbar ist.

Khinchin-Formel dndert sich dann b zu

Zeige: 1) legt das kanonische Tripel fest. Sei

gi(2) =™ = 1= 1y () - itz (6.4)

Dann ist tQ?;(fA)l) gleichméfig in x und ¢ > 1 beschriankt und es gilt

g:(z)
t2(22 A1) tooo

Damit folgt mit dominierter Konvergenz:

w(t) 1 g:(x)
0—— +hm/‘t2 (a: A v(dz)=-=

t—>oo t2

Also ist o2 festgelegt. Sei nun ohne Einschrinkung o2 = 0 (sonst gehe iiber zu ¢(¢) +20%t).
Es ist

ey= v -5 [ w(s)ds (65

= /R itw (1 - % [11 eis? ds) v(dx) = ‘/Re“:""h(:v) v(dx)

Inach Paul Lévy, 1886-1971 und Alexandr Jakovlevich Khinchin, 18941959
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(in der zweiten Zeile verwende, dass sich die Terme itb und 1y,<13(x) -ita jeweils heraus-
heben) mit

sinx

1-——, =0

h(z) = " (6.6)
0, z=0

Demnach ist ¢ die charakteristische Funktion von ¥ := hv € M;(R) (beachte: 7(dz) =
h(x)(1 A 2?)v(dr) mit
h(z)
~ 5 +0
h(x) := { ra?r F

1
1 —
6 z=0

und 7 ist stetig, beschréankt und strikt positiv auf R).
Also ist 7 und somit auch v durch v festgelegt und damit schliefllich auch b.

=*: Sei nun p unendlich teilbar und v =log¢,. Dann ist
Re(¢) <0

(denn |p,(t)] < 1) und
t—Im(1(t)) ist ungerade.

Daher ist 4(0) reell und $(0) = 1(0) - 3 [ Re(¥(u))du> 0 (fiir ¢ aus (6.5)).
Falls ¢(0) = 0, so ist
=0, fireinbeRR,

denn dann ist Re(¢(t)) =0 fiir alle ¢ € [-1,1], also |, (t)| =1 fir alle ¢ € [-1,1] und falls
1 nicht trivial wére, so wére

1= ‘f e p(dw)

fiir (zumindest einige) ¢ € [-1,1] (eine nicht-triviale Konvexkombination von komplexen
Zahlen vom Betrag 1 liegt strikt im Inneren des Einheitskreises), ein Widerspruch. §, hat
kanonisches Tripel (b,0,0).

Sei 1(0) > 0. Wihle geméB Satz eine Folge (v)n € My (R~ {0}) mit CPoi(v,) —
. Setze

< f le™| pu(dx) = 1

b:fx¢M@@ﬁMM)
wn(t) = lOg SOCPOI(Vn)(t) / e Vn(dx) [ gt an + th

(mit g, aus (6.4)),
Ty = vn) -3 [ vy ds = [ v (do).
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Dann gilt nach Lévys Stetigkeitssatz (Satz 4.27) 1, — ¢ lokal gleichméfig und o ist
stetig, insbesondere gilt
o (t) — (t) fir alle t € R.
und ¢, (0) > 0 fiir n geniigend grof.
Somit ist (mit h aus (6.6))

1
Un(de) = = h(z)v,(dz) e M{(R
(@) = S H@wd) € M (B)
(fiir n geniigend grof}) und ~(
w—t) = lim [ v, (dx
Ty ) )

ist die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles. Es gibt also ein
TeMi(R) mit 7, 57 und () = $(0) f ¢te 7(d).

Sei 02 := 64(0)7({0}), v(dz) = w(_; (=0} ()V(dx) (dies ist ein kanonisches Mafl) und

9u(x) x#0
i R>R, h(%)’
=3t2, x=0

(mit g, aus (6.4), h aus (6.6)). f; ist stetig und beschréinkt, daher gilt

/ftdl/n—> firdv w(o) 2 /gtdu

und damit
Y(t) = lim 4, (t) = lim ({Zn(o) / frdv, + itbn) = ——O’ f g dv + hm 1th,,.

Also existiert b :=lim,,_., b, und es gilt

W(t) =ith - [ g dv.
[

Beobachtung 6.10. Sei p ein unendlich teilbares Wahrscheinlichkeitsmafl auf R mit
zugehorigem kanonischem Mafl v. Dann ist v := v — lim,, n/ﬁ R~ {0}-

Beweisskizze. j1 habe kanonische Tripel (b,02,v), dann hat p*'/" kanonisches Tripel
(b/n,o2/n,v/n).
Stelle wie in Beob X @) ~ p*1/n dar als

b
x(n = 2 \/_Z+X(n) n Z(X(n) a}({”))

n k=1
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mit unabhiingigen Z ~ N(0,1), X\ ~ CPoi(lv|r) (Ik = (%, -] u [ L), oy =

k> k+1 k+1
i Ly(dzx)).
Sei A = [a,b] c R ein kompaktes Intervall mit d(0,A) >0 und v(0A) = 0. Man kann
zeigen, dass man fiir P(X(™ € A) bei geeignet gewihltem m die Beitrige von 2, =7,

n’ \/_
Y remil (X,gn) —ay) und von Yt Ozl(gn) mit Limes n — oo (nahezu) vernachldssigen kann:
Zu e1,e9 >0 kann man m und ng so grofl wahlen, dass

(|_+TZ+ Z (X(")—ak")) Zalg)|>51> 5 fiir n > nyg.
k=m+1

Ersetzen wir also X durch

V=) X,gn) ~ CPoi(v|s)
k=0
mit S := (oo, L] U[L 00) (und wir wiihlen m so groB, dass A c S).

Somit ist fiir n gen. grof3
P(Ye(a+er,b-e1)) - 2 <P(XM e A)<P(Y e (a-ep,b+e1)) + =
n

Mit der Darstellung (vg. Bsp. und Def.

YISV, mit N ~Poi(1u(9)), Vi, Vo, -~ L09 ya,

v(s)

'M2

Il
i

J

ist
nP(Y € A) = nP(N = 1,Y; € A) +nP(N > 2, %Y, ¥ € A)
v(A)
( )
= e‘”(s)/”y(A) + O(—) — v(A).

/”L n—oo

_ —u(S)/n v(S)—=t +O(nP(N > 2))

[]

Beispiel 6. 11 i) Gamma(r, \) mit Formparameter » und Skalenparameter A\ hat Dich-
te f(x) = F( )xT 1e=221 00y (2) und charakteristische Funktion ¢(t) = erfiillt
Gamma(r, \) = Gamma (5, )\)*n.

Somit ist fiir A c R~ {0} kompakt

1
a=it/n"

lim n,u% |R\{O} (A) = lim n/ -1 7)\3:1( oo)(x) dr = / e
n—00 n—00 ZL‘

I( r/n)

(verwende I'(z) ~ 1/z fiir x - 0, was z.B. aus I'(z + 1) = 2'(z) folgt), d.h. das kanonische
MaB ist v(dr) = Le "1 (g,00)(x) da.
Weiter ist 02 = =21imyc0 7 108 PGamma(rr) (t) = 0 und b = 0 (da supp(Gamma(r, X)) =

[0, 00)).
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i) Sei a > 0. Cauchy(a) hat Dichte f(z) = =—L— und charakteristische Funktion

(3)’

0, (t) =e . Sei Ac R\ (-¢,¢) und betrachte a = 1:

1 1 n? 1 1
nCanchy (ﬁ) (4)= ™ [x 1 +n2z? s T /A 22 de.

Folglich ist v = l{ﬁo}ﬁ dr, 0% = -21imy_ e t% 10g Ycauchy(1) () = 0 und b = 0 aus Symmetrie.

6.1 Ein Bericht iiber stabile Verteilungen

Beispiel 6.12. Sei a € (0,2) und v, (dz) = 5-1 gz dz mit

—9T(~ an 1
0, = [ (1 -cos(z))|x[*tdx = { (ma)eos(5)
R~{0}

(beachte 0 < 1-cos(z) < x2A2, d.h. das Integral ist endlich, vgl. z.B. [Fe, Kap. XVII, S. 568-
569] fiir den expliziten Wert). v, ist ein kanonisches Ma$ (denn [;~ (22 A 1)z71"*dx < oo
fir o € (0,2)).

Sei p, die unendlich teilbare Verteilung mit kanonischem Tripel (0,0, v,). o heiBit
(standard-) symmetrisch stabile Verteilung von Index a. Geméfl Lévy-Khinchin-Formel

ist
: 1
— _ itx .
Vo (1) =log @y, (1) = fR\{O} (€ = 1= ital ) fuleot dz.
Der Imaginirteil des Integrals ist aus Symmetriegriinden = 0, daher folgt
., () = (e -1 —italay) 1 dx
ba E{0} {lzl<1} O,|z]+T
1
=70 Jeoy (1 -cos(tz)) |z > dz
= [ cos(y) e dy =l
6, JR {0} It

(wir substituieren ¢tz =y fiir das dritte Gleichheitszeichen).

Insbesondere gilt also: Sind X;,..., X,, ~ u, unabhéngig, so ist
Xi+-+X, q

denn (i, (42))" = (%) = 0 (0.

Bemerkung. Die analoge Verteilungsidentitét fiir o = 2 ist fiir X; ~ V' (0, 02) erfiillt,
in diesem Sinne sind die (zentrierten) Normalverteilungen die symmetrisch stabilen Ver-
teilungen von Index 2.
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Definition 6.13. Sei p € M;(R) und seien Xy,..., X, ~ u unabhéngig. u heifit (strikt)
stabil mit Indezx o € (0,2), wenn

Xy 4+ X,

w heiflt stabil mit Index o (auch im weiteren Sinne stabil), falls es b, € R gibt, sodass

Xy + -+ X, — by
1+ ‘|‘l gXl

n o

Beobachtung 6.14. Sei X unendlich teilbar mit kanonischem Tripel (b,02,r) und sei
a > (0. Dann gilt:

1 )
log pax (t) =logpx(at) = ibat — 502a2t2 + f e — 1 = 1yp1c1y v(d)
1 )
= ibat - 502a2t2 + / ezmz -1- 1{|az|<1} V(dSC) + 1t f axr (1{|a$|<1} - 1{|x|<1}) I/(dl’)

Also hat aX das kanonische Tripel

(ab+ CL[ X (1{|a$|<1} - 1{|$‘<1}) l/(dx), 02a2’ Vo fal)
mit f,(z) = ax.

Satz 6.15. X ist genau dann stabil mit Index o € (0,2), wenn es b € R und ¢;,c. >0
gibt, sodass X das kanonische Tripel (b,0,v) besitzt mit

v(dz) = c_1geop|z[ " do + e 1 popy |z da. (6.8)

Bericht 6.16. Stabile Verteilungen von Index « = 2 sind die Normalverteilungen, es gibt
keine stabile Verteilungen von Index o > 2.

Beweisksizze fiir Satz[6.15. X habe kanonisches Tripel (b,0,v) mit v aus (6.5),
Xi,...,X, seien u.a. Kopien von X. Dann hat

Xy 4+ X,
kanonisches Tripel (nb,0,nv) und mit b, := nb — bnl/® — pl/a Jo-viagiaa TV (dr) hat
nllex +gn

kanonisches Tripel (nb,0,v0 f-1 ) (vgl. Beob. 6.14)).
Esist vo f-l =nv: Betrachte z.B. a > 0, so ist

(vo [l )([a,0)) =v([n 7, 00)) = c, Loo N

~-1/ag

=nc, /oo v tdy =nv([a,o))
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mit Substitution y = n'/®z. Somit gilt
Xy ++ X, Sl X + 7,

(Wir sehen auch: Fiir strikte Stabilitat muss b, = 0 sein, dies fiihrt fiir o # 1 zur Bedingung
b=(c.—c)(a-1).)

Sei andererseits X stabil mit Index a € (0,2) (also insbesondere X unendlich teilbar),
dann muss analog zu oben das zugehorige Lévy-Mafl v die Bedingung

vo f-l,=nv fiir jedes neN
erfiillen. Setze
hi(z) = v([z,00)), h_(x):=v((-00,~z]), x>0,

diese erfiillen
nhy(z) = hoy(n"Y%z), >0, neN.

Mit der Wahl x = (n/j)"® mit n,j € N (und dann n = j fiir die zweite Gleichung)
ergibt sich
nhe((nf5)M*) = ha(G7%) = jhu(1),
d.h.
ho(z) =2 %h.(1) fiir £ = (n/j)"* mit n,jeN.

Da h, monoton fallend ist, gilt hy(x) = x=*h,(1) fiir beliebiges z > 0. Somit muss v die

Form haben. m
Bericht 6.17. Die stabilen X aus Satz [6.15 haben

ict — d)t|> (1 +ifsgn(t) tan (o)), a#1

lo t) =
sex(t) {ict - d|t| (1 + i@sgn(t)% 10g(|t|)) ,  a=1

mit ce R, d>0, § = <= ¢[-1,1] (vgl. [Br, Theorem 9.32]).

crteo

Bericht 6.18. Ist X stabil mit Index «, so ist

<oo, 0<f<a

=[xy |

=00, fB2a

Bericht 6.19 (Stabile Analoga zum Zentralen Grenzwertsatz). Seien X, Xo,... un-
abhéngige, identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'.

i) Gibt es Konstanten a,, b,, fiir die

X1+"'+Xn_bn d

Y (6.9)
gilt, so ist Y stabil.
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ii) Genau dann existieren (a,), und (b,), mit (6.9), sodass Y stabil ist mit Index
a€(0,2), wenn es ¢;,c_ >0 gibt mit ¢, + ¢- >0 und

. F(-z) c
lim ——~=—.
2) zmveo 1 F(x) ¢
b) Falls ¢, >0, so gilt fiir alle £ > 0: lim M = i, und falls ¢_ > 0, so gilt fiir

s P(X > ) £°

. P(X<=€&x) 1
ale§>0:}1m (X<—z) o

Bemerkung. Ein ,Paradebeispiel“ fiir die Bedingung ii) aus Bericht ist eine Zu-
fallsvariable X mit Dichte

(@) =e1lgena™ " + ealppey(—2) ™
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Kapitel 7

Markovprozesse

7.1 Ein Intermezzo zur Brownschen Bewegung

Motivation Seien X; uwiv. mit P(X; = +1) = P(X; = -1) = 3, wir fassen die Irr-
fahrt mit solchen Zuwéchsen als einen zufélligen Pfad auf und reskalieren die (Zeit- und
Raum-)Achsen:

Fiir ne N und ¢ > 0 sei
n) _ _~ )(z
P>
(falls ¢ € 2Z, sonst linear interpoliert).

Simulationen (die wir beispielsweise im Stochastik-Praktikum betrachtet hatten) zei-
gen zumindest dem Augenschein nach, dass die Verteilung des zufalligen Pfads (St("))tzo
kaum vom Wert von n abzuhéngen scheint, sofern nur n grof§ ist. Der zentrale Grenz-
wertsatz zeigt, dass fiir ¢; < t5 gilt

n n) d
St(Q) ( ) N(O tg—tl)

(denn — bis auf Rundung, die im Limes keine Rolle spielt — ist St(: ) St(ln) z”titl Xi/\/n
eine Summe von n(ty —t1) vielen unabhéngigen und zentrierten Summanden mit jeweils
Varianz 1/n). Zudem sind die Zuwéchse iiber disjunkte Zeitintervalle unabhéngig: Seien
t1 < ty < t3 < t4, so enthalten St(f) - St(:) und ng) - St(ln) Summanden X; aus disjunkten
Indexmengen, sind also nach Konstruktion unabhéngig (und analog, wenn man mehr als

nur zwei Intervalle betrachtet).

Diese Eigenschaften verwendet man zur Definition der Brownschen Bewegung:

Definition 7.1. Ein stochastischer Prozess (B;);»o mit Werten in R heifit (Standard-
)Brownsche Bewegung, falls gilt

BO = 07
firneN, 0=ty <t; < <t,sind B, - By, By, — By, ..., By, — By, , unabhéngig
mit Bti - Btz‘—l ~ N(O, (tz - tifl)ld) (71)
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und t — By ist stetig.
Satz 7.2. Die Brownsche Bewegung (By)so im Sinne von Deﬁm'tion existiert.

Beweis. Wir verwenden hier eine ,explizite“ Konstruktion einer stetigen Version
ausfithren, dieser Gedanke geht auf Paul Lévy Zurﬁckﬂ (vgl. z.B. Kapitel 1 in dem Buch
von Morters+Peres [MP] fiir mehr Details.)

Betrachte zunéchst nur ¢ € [0, 1], seien
k oo
D, := {27 |keNg,k<2"} und D:=|JD,.
n=1

Fiir ¢ € D seien Z;, ~ N'(0,1) unabhéngig. Setze B(0) = By =0 und B(1) = Z;. Sei B(d")
konstruiert fiir d’ € D,,_; und setze fir d € D,, N\ D,,_;

B(d) = %(B(d Loy s B(d+2) + \/%

[Skizze an der Tafell

Es gilt (nach Konstruktion)
{By|deD,} und {Z; |t e D\ D,} sind unabhingig. (7.2)
Zeige:
B(d) - B(d-27"), de Dy~ {0} sind wiv. mit B(d) - B(d-2") ~N(0,27") (7.3)

durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist die Behauptung klar. Sei also (|7.3)) fiir n—1 erfiillt.
Betrachte d = 2% fiir k£ ungerade, also d € D,, \ D,,_1. Setze

1 1
Appi==(B(d+2")-=B(d-2T")) ~ —o-(n=1)y = 91
Eanl Ganl
. Zd -n-1
By = \/WNN(O’Q ).
Nach (7.2) sind A, ; und B, ; unabhingig, also sind auch A, s+ B, = B(d) - B(d-2™)
und A, — By = B(d+2™) — B(d) unabhéngig und es gilt

An,k + Bn,ka An,k - Bn,k ~ N(07 27”)

Demnach ist

(p()-2(557) 2 (57) -2 (557)) L o2 enean)™,

.....

das heifit (7.3 gilt auch fiir n.

IP. Lévy, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, 1948.
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Setze nun

0, t=0
F()(t) = Zla t=1
linear interpoliert, ¢e€ (0,1)

und fir ne N

Zt
T te Dn AN Dn—l
F,.(t):=10, teD,1

linear interpoliert, sonst

und zeige fiir d € D,
B(d) =Y Fi(d) = Y Fi(d) (7.4)
i=0 i=0

durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Sei also ([7.4]) fiir n — 1 erfiillt.
Fiir d € D, \ D,,_ gilt nach Induktionsvoraussetzung

S A2 Bd+27) L oy, plasamy)
i=0 2 2 7

2&(@ -

wobei wir im ersten Schritt die Linearitét von F; auf [d -2, d+27"] ausgenutzt haben.

Nach Konstruktion ist F,,(d) = \/%, demnach ergibt sich zusammen mit der Defini-
tion von B(d)

iFi(d) - B(d),

das heifit ((7.4) gilt auch fir n.
Fiir ¢>1 und n e N gilt

P(|Z4] 2 cv/n) = Nir lﬁez dx < fcﬁajez dx = [—62] - =e z,

das heif3t fiir ¢ > /2log?2 gilt

Y P(3deD,:|Zy>c/n) <> (2" + 1)e™ 7" < 0.
n=1

n=1

Somit existiert nach Borel-Cantelli ein (zufélliges) Ny, sodass

fiir alle n > No gilt  |F, | := sup |F,(¢)| < ev/n27 "%, (7.5)
]

te[0,1

das heifit insbesondere Y |F,| ., < co. Demnach ist
n=0

B(t) =Y F(t), te[0,1] (7.6)
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als Grenzwert einer gleichméfBig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen selbst stetig.

Wegen ([7.3)) gilt fiir to<...<t,eD
ZL((By, = By, -+ B, = By, ) = N (0,81 —t0) ® ... @ N (0,8, — £t ).
Der Fall allgemeiner ¢; folgt durch Approximation mit ¢{ €D (vgl. [MP]).

Fiir t € [0,00) betrachte nach obiger Konstruktion (Bo(t))w[o,1], (B1(t))eco,1], - - als
unabhéngige Kopien und setze

[t]-1
B(t) = ;) Bz(l) + B[t](t_ [tJ)
[

Mit Lévys Konstruktion lédsst sich relativ leicht einsehen, ,wie stetig” die Pfade der
Brownschen Bewegung typischerweise sind (zumindest , bis auf Konstante*): Es stellt sich
heraus, dass t » B; Holder-stetig der Ordnung ~ ist fiir jedes v < 1/2.

Satz 7.3. 1. Es gibt ein C < oo und ein (zufilliges) ho > 0, sodass

IB(t + h) - B(t)| < C\/hlog(1/h) (7.7)
fiir alle h € (0,hg) und t €[0,1-h] gilt.
2. Fiir jedes ¢ < /2 und ¢ >0 gibt es (f.s.) ein he (0,¢) und t € [0,t — h] mit

IB(t+h) - B(t)| > ev/hlog(1/h). (7.8)

Beweis. 1. Schreibe B(t) = Y7 F,.(t) wie oben in (7.6). F,, ist differenzierbar bis auf
endlich viele ,, Knickstellen“, es gilt

| £ o
27n

|FLl, < ot <y s

fiir alle n > Ny mit Ny wie oben in ([7.5)).

Damit folgt fiir £ > Ny

) l =)
|B(t+h)-B(t)] < Z;)an(“ h) = Fa(t)] < Z;)hHFéHoo + 2 2|F.

n=l+1
No-1 L ¢ I .
<h Y | o+h > —=V/n22+ Y 2/n27z.
n=0 n=Np \/5 n=4+1
—_————
=51 =:S5 =:S3

Fiir h gentigend klein ist Sy < +/log(1/h). Wihle £ > Ny, sodass 27¢ < h < 271 (dies ist
moglich fiir h gentigend klein). Dann gilt

— 1 1
SQ < Cé €2€ < CIQI E IOg E
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und

1
Ss <5V 027 < 5y [ hlog 5

*3 3 / /! / /! 3 T o /! /!
fir gewisse Konstanten ¢}, ¢, ¢}, cf. Damit folgt fiir C':=1+ ¢} +cf

1 1 1 1 1
B(t+h) - B(t)| <hSy+hSy+ S3 < hy[log—+hciy [ —log— + c§\ [ hlog — < Cy [ hlog —,
h h °h h h

d.h. (77 gilt.

2. Sei
App = {B((k +1)e™) - B(ke™) > c\/ﬁe_”/Q},

es gilt (mit Z ~ N(0,1))

P(Ayn) = P(e‘”/QZ > c\/ﬁe_”/Q) =P(Z > c\/n)
—562/2 dl’ N 1 C\/ﬁ 6—6277,/2

1 /°°
= — e P
V2m Jevn V2 e2n+1
Folglich ist (beachte ¢ < v/2)

6”P(Ak7n) —> 00,

somit
e -1]
P( N A5,) = (1-P(400))" " <exp (- "P(Ann)) — 0
k=0
dh. P(U, Y Arn) > 1 und ([T3) gilt, 0

Bericht 7.4. Detaillierte Auskunft iiber das Verhalten der Pfade der (eindimensionalen)
Brownschen Bewegung geben

das Gesetz vom iterierten Logarithmus

=1 fs.

lim sup B =1 fs., lim su B

e p
tooo +/2tloglogt to  \/2tloglog(1/t)

und Lévys Stetigkeitsmodul der Brownschen Bewegung:

1i Bt+h - Bt
imsup sup

hNO - te[0,1] | /9 log %

(Siehe z.B. [MP), Chapter 1, Chapter 5.1] oder [KI, Kap. 22].)

=1 fs. (7.9)
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7.2 Grundlegendes: Stochastische Kerne, projektive

Familien

Definition 7.5. Seien (51,4 ) und (S, .9%) messbare Rdume. x: Sy x % — [0, 1] heiBit
stochastischer Kern (auch Markov-Kern) (von (S1, A1) nach (S, 9%)), falls gilt

i) Fiir alle Ay € o7 gilt: Sy 3z~ k(x, Ag) ist (@A — B(R))-messbar.
ii) Fiir alle z € Sy gilt: x(z, -) € M1(Ss).
k heifit substochastisch, wenn in ii) gefordert wird, dass k(x, - ) € M<1(Ss).

Beispiel 7.6. 1) Sei S; = Sy = S hochstens abzéhlbar, o = @% = 25 und (puy)syes eine
stochastische Matrix. Dann ist s (x, A) = ¥ c4 P2y ein stochastischer Kern (von S
nach 9).

ii) Sei S1 =95 =R, @ = aoh =2A(R) und v € M;{(R). Dann ist x(x, A) := (0, * v)(A) =
v(A - ) ein stochastischer Kern.

(Interpretation: k(x,-) beschreibt einen zufilligen Sprung gemifl v von x aus.)

Erinnerung (Produkt o-Algebra). Seien (S;,9%), i € I messbare Rdume und sei S =
Xy Si- Dann ist & = @,y &7 die kleinste o-Algebra, beziiglich der alle kanonischen
Projektionen m;: S — S; messbar sind.

Bemerkung und Definition 7.7. i) Seien (5;, %), i = 0,1,2 messbare Riume, k;
ein stochastischer Kern von Sy nach S; und ks ein stochastischer Kern von Sy x S
nach S,. Dann ist

li1®l<62152>< (%@%) - [0,1]
(20, A) = /S fs 1a(21,22) K2 ((w0, 1), doa) K1 (20, da1)

ein stochastischer Kern von Sy nach S; x Sy (,,Produkt von x; und ko).

ii) Seien (S;, %), i =0,1,2 messbare Riaume, x; ein stochastischer Kern von Sy nach S}
und k9 ein stochastischer Kern von S; nach Ss. Dann ist

K10 Koy X aly — [071]
(2.4) > [ kaly. A (e, dy)

ein stochastischer Kern von Sy nach Sy (,, Verkettung von k7 und so%).

Definition 7.8. Ein messbarer Raum (S, .7) heifit Borel-Raum (oder auch Standard-
Borel-Raum), wenn es ein B € Z8(R) und eine Bijektion ¢:S — B gibt, sodass ¢ und ¢!
messbar sind.
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Satz 7.9. Jeder polnische Raum (ausgestattet mit seiner Borel-o-Algebra) ist ein Borel-
Raum.

Beweisskizze. Betrachte zunéchst [0, 1]°° mit Metrik
d((2:), (y) = ), 27" |wi — wil-
i=1
Fiir « = (21, 2s,...) € [0,1]* sei

X, = Z 27j.fEi7j mit T4 € {O, 1}
j=1

die (eindeutige, nicht-abbrechende) Bindrdarstellung. Sei (a(n),b(n)),,.y eine Aufzéhlung
von N2 und setze

() = Y 27 Ta(n) b(n)-
n=1

¥ ist bijektiv und bi-messbar (beachte: y — k-te Ziffer der Bindrentwicklung von y ist
messbar, sie ist stiickweise konstant). Also ist [0, 1] ein Borel-Raum.

Zeige: E ein polnischer Raum (mit Metrik d),
so gibt es S c [0, 1]°° messbar und eine bi-messbare Bijektion p: E — S. (7.10)
Sei dazu x1, s, ... eine dichte Folge in £ und definiere
o(x) = (d(x,x1) AL, d(z,z3) A1,...)€[0,1].
Es gilt

Yo —y n B <= d(yn,xm) A1 — d(y,z,) Al fiir alle m e N.

n—-oo

Sei dazu zunéchst y,, — y. Fiir alle m € N ist d(-,z,,) stetig, also gilt d(y,,z,) A1 —>
d(y,zm) A1 fiir alle m e N.

Sei umgekehrt d(y,,~mn) A1 = d(y,z,) A1 fiir alle m € N. Es gilt d(y,,y) A1 <
(d(Yn, ) A1)+ (d(y, zm) A1), also ist limsup,, ., (d(yn,y) A1) <2(d(y, ) A1). Wihle
nun eine Folge x,,,, — y und erhalte lim, o d(y,,y) = 0.

Demnach ist also ¢ stetig und injektiv und p=':p(E) - E ist stetig.
Zeige:

S:=p(F)c[0,1]° ist messbar. (7.11)
Sei dazu
- 1
U, = {(xl) €S|3Vc[0,1] offen, 2 € V und diam(¢ ' (V nS)) < —}.
n
Es ist S c U,, denn ¢! ist stetig auf S = ¢(E), und U, ist relativ offen in S.
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Zeige
(U, cS.

Sei xeﬂnUncg. Zu n € N wahle
1
V,, € [0,1]% offen mit z, € V,, ¢ V,,_; und diam(o(V nS)) < —
n
sowie x; € V,, n .S mit z], - x.

y! = Y(z!) ist Cauchyfolge in E. Da F vollstindig ist, existiert ein y € E' mit y! — y.
Wegen Stetigkeit von ¢ gilt

o(y) = lim p(¢~"(2,)) = lim z, = x,

also ist z € S = p(F).
Damit ist
S =(U, messbar,

denn U, ist relativ offen in S und damit messbar, d.h. (7.11]) gilt. Insgesamt folgt (7.10)).
Mehr Details finden sich z.B. in [RW] Ch. I1.82] oder [Br, Appendix 7]. O

Satz 7.10 (Existenz einer reguldren Version der bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir
Borel-Wertebereiche). Sei (2,.#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, 4 c .# eine Teil-o-
Algebra und X eine Zufallsvariable mit Werten im Borel-Raum (S,<7). Dann gibt es
einen stochastischen Kern k von (2,9) nach (S, <) mit

K(w,B)=E[15(X)|¥9](w) P-fs.
fiir jedes B € o .

Beweis. Sei ohne Einschrinkung S c R Borel-messbar, sonst wihle ¢: S — S’ c R bijektiv
und bi-messbar und betrachte X’ := ¢ o X.

Fiir r € Q sei F, := E[l(_oo,,n](X) |%] Fir r,r" € Q mit r <7’ gilt

F,. < F,, lim F,, =1, lim £, =0, lim F 1 =F, (7.12)
P-fast sicher, d.h. es gibt ein N € .# mit P(NN) = 0, sodass die Ereignisse aus ([7.12)) auf
QN N gelten.
Setze

inf{F.(w)|r>s, reQ}, weQ\N
1{520}, weN

F(w) ::{

E ist fiir jedes w € Q die Verteilungsfunktion eines WahrscheinlichkeitsmaBes auf R. Sei
k(w, -) das zu w gehorige Wahrscheinlichkeitsmafl. Fir r € Q ist

K(w,(=o0,r]) = F,  %-messbar nach Konstruktion.
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Demnach ist
wr k(w,B) “-messbar fiir alle B € Z(R),

denn die Menge aller B mit dieser Eigenschaft ist ein Dynkin-System, das den schnittsta-
bilen Erzeuger {(—oo,r]|r € Q} von B(R) umfasst (vgl. [Kl, Satz 1.19] oder [StochI-17,
Satz.14]).

Zeige nun, dass
k(-, B) fiir jedes B € 8(R) eine Version von E[15(X) | ¥] ist.
Sei dazu A€ ¥,
(B) =E[1ak(-,B)] und w1»n(B):=E[1415(X)].

v1 und v, sind endliche Mafle auf R und es gilt v4((—oc0,7]) = vo((—o00,r]) fiir alle r € Q
nach Konstruktion. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafie (vgl. [KI, Lemma 1.42] oder
[StochI-17, Satz 1.18)]) folgt damit 14 (B) = v,(B) fiir alle B € Z(R), also gilt

E[Lar(-, B)] = E[L415(X)]
fiir jedes A e 9. O

Korollar 7.11. In der Situation von Satz sei G =o(Y) fir eine Zufallsvariable Y
mit Werten im messbaren Raum (S',/'). Dann gibt es einen stochastischen Kern k' von
S’ nach S mit

K'(Y,B)=E[1p(X)|Y] fast sicher fir alle B e <.

Erinnerung 7.12 (Faktorisierungslemma). Sei Y eine Zufallsvariable mit Werten im
messbaren Raum (57, 27") und sei f:Q - R o(Y)-messbar. Dann gibt es eine messbare
Funktion ¢g:S" - R mit f = goY (siehe z.B. [Stochl-17, Lemma 1.48] oder [KI, Korollar
1.97]).

Beweis. Sei zunidchst f = 14 fir ein A € o(Y) = {Y1(B) | B € &'}, also gibt es ein
Be o/’ mit A=Y -1(B). Dann ist g := 15 messbar und es gilt f=goY.
Sei nun f > 0. Schreibe f =3, a,,14, fiir geeignete o, >0, A, € o(Y'), beispielsweise
f = Z n]-{fe[n,n+1)} + Z 2_k1{k—te Ziffer in der Bindrentwicklung von f-|f] ist 1}-
n=1 k=1

Da die Behauptung fiir Indikatorfunktionen gilt, folgt sie damit auch fiir nichtnegative
f.

Sei nun f beliebig. Schreibe f = f* - f~ mit f*, f~ > 0. Da die Behauptung fiir
nichtnegative Funktionen gilt, folgt sie damit auch fiir f. O
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Beweis von Korollar[7.11. Die F,, r € Q aus dem Beweis von Satz sind o(Y)-
messbar, also gibt es nach Erinnerung eine messbare Funktion F!:S’ - R mit
E.=F!oY.

Fiihre die Konstruktion aus dem Beweis von Satz fiir die F! durch, erhalte
k(2 -) fiir 2’ € S als das WahrscheinlichkeitsmaB mit Verteilungsfunktion F/(z/). [

Lemma 7.13. Sei (S,47) ein Borel-Raum, (S’,27') ein messbarer Raum, X eine S-
wertige und Y eine S'-wertige Zufallsvariable auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum.
Dann gibt es eine messbare Funktion f:S"x[0,1] — S, sodass gilt:

Ist Y eine Zufallsvariable mit Y 2Y und U ~ unif ([0, 1]) unabhingig von Y, so ist
(F(V.0).¥) £(X.Y).

Beweis. Sei ohne Einschrinkung S ¢ R (messbar), ansonsten gibt es (wie im Beweis von
Satz [7.10) B € B(R) und ¢ : S - B bijektiv und bi-messbar; betrachte X’ := ¢(X),
konstruiere ein entsprechendes f’:S’ x [0,1] - B und setze dann f:=p~to f.

Sei k’ ein stochastischer Kern von S’ nach S geméafl Korollar [7.11]. Setze

fly,u) ==sup{x e R | '(y,(~o00,z]) <u}, yeS uel0,1].
f ist messbar, denn
f(y,u) = sup{z € Q[ r'(y, (-0, x]) <u}
und
Co = {(y,u) € 5" x[0,1] | K'(y, (=00, 2]) < u}
= U {y|K(y,(~o0,z]) <v} x[v,1] e &' ® B([0,1]).

veQ4+n(0,1)
Fir z e R und A e .o ist
P(Ved [(V,U)>2) =P (Y e A (Y, (-00,a]) <U)
= 1 Lty (—ooaheny LY, 0)(dy, d
fs,x[oyl] AW Ly (oo alyeuy £V, U)(dy, du)
:/’ 1A(?/)f[()l]l{m(%(-oo,x])w} du 2 (Y)(dy)

= [, 14) (1=K (g (=o0.2])) Z(F)(dy)

= E[1qyeay (1-#/(Y, (=00, 2]))]
=E [1{Y6A}'L€,(Y7 (.17, oo))]
=E[Liveayliva]-
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Im Folgenden sei I eine beliebige Indexmenge, (S;, 4% ), i € I seien Borel-Raume und

fir J c I sei Q;:= X, ;5 mit Produkt-o-Algebra o7y = ®;c; 4. Fiir J' c J c I sei
7Tf17r39J = Qyry (@i)ies o (@)ier
die kanonische Projektion. (77, ist offenbar messbar.)

Definition 7.14. Fiir J c [ mit 0 < |J| < oo sei P; ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf
(s, ). {P;|Jcl, 0<|J|< oo} heifit projektive Familie, wenn gilt

Py =Pjo (7?5,)_1 fiir alle J' c J.

Beispiel 7.15. Sei I = Ny, S; = S eine hochstens abzidhlbare Menge, p € M;(S) und

Py )awes €ine stochastische Matrix. Sei P, = Pig1 ny € My (S{05L-n}) gegeben durch
y)z,y {0, }

,,,,,

Pn ({I()?xl? s 7xn}) = M({xO})ﬁpIiwiu

(und erhalte P; fiir allgemeine J c N, 0 < |J| < oo durch ,,Aussummieren* der Koordinaten
in {0,1,...,n} ~ J aus P,, wobei n = maxJ). Dann ist {P; | J c I, 0 <|J| < oo} eine
projektive Familie.

(P, beschreibt die Verteilung der ersten n Schritte einer Markovkette mit Startver-
teilung p und Ubergansgmatrix p.)

Satz 7.16 (Kolmogorovs Erweiterungssat#’)). Zu einer projektiven Familie {P; | J c
I, 0<|J| < oo} auf einem Produkt von Borel-Rdumen gibt es genau ein Wahrscheinlich-
keitsmaf$ P auf (Q,.27) = (Q, <)) mit

Py=Po(xh)™  fiir jedes JcI mit0<]|J|< oo.

P heifit projektiver Limes der {P;}, auch geschrieben P = lim Py .

JAI
Beweis. Zur Eindeutigkeit: Angenommen P und P’ seien projektive Limiten der {P;}.
Seien

Zy={Aed/ | A= (r})}(B) fiir ein Be A;}

die ,,Zylindermengen® mit Basis J. Ujcr,jj<0 £ ist ein schnittstabiler Erzeuger von &7,
auf dem P und P’ wegen P o (n})™ = P; = P’ o (7w})7! iibereinstimmen. Nach dem
Eindeutigkeitssatz fiir Mafle folgt daher P = P’.

Zur Existenz: Betrachte dazu zunédchst den Fall I abzéhlbar, sei ohne Einschriankung
I'=Nound P, =Py, n}
Nach Lemma [7.13| gibt es eine messbare Funktion

fniSox ... xSy x[0,1] > Sy,

2 Andrej N. Kolmogorov, 19031987
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so dass gilt: Ist (Xo,...X,) ~ P, und U, ~ unif([0,1]) unabhingig von (X,...X,), so
1st
(Xoy-- oy X f((Xo, .. X)), Un)) ~ Pt
(sei (Xo,.--, Xns1) ~ Ppyr und lese X := X4, YV = (X, ..., X,,) in Lemma .
Sei Xo ~ Py und seien Uy, Uy, ... ~ unif([0,1]) unabhingig von X (fiir die Existenz
von Uy, Uy, ... vgl. [Stochl-17, Kor. 5.10] oder[KI, Satz 1.64]). Konstruiere X, X5, ... via

Xn+1 = fn((X07 cee 7Xn)7 Un)y
dann gilt induktiv
(Xo, ..., X,) ~ P,.
P := #(Xo, X1,...) ist somit projektiver Limes der {P;}.

Sei nun [ iiberabzihlbar. Sei

C:= U Z[!,

I'cr
I’ abzighlbar

offenbar ist C c & und alle Koordinatenprojektionen sind C-messbar.

C ist o-Algebra, denn
i) Q= () () e C

ii) Sei A € C, das heifit es gibt ein abzdhlbares I’ ¢ I mit A € Z;. Dann ist aber auch
Ace Zp, also AceC.

iii) Seien Ay, As,... € C, also A, € Z; fiir ein abzdhlbares I c I. Dann ist auch I’ :=
Unen I}, ¢ I abzéhlbar und es gilt U,y A, € 21 cC.

Zudem gilt o7 c C, da alle Koordinatenprojektionen C-messbar sind. Zusammen folgt

o/ =C.

Fiir ein abzéhlbares J c I gibt es nach obigem genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P;
auf (27,.97;) mit
Py = Pyo(wj)™! fiir jedes endliche K c J.

Fasse dies via
P, ((775)_1(3)) = P;(B) fiur Be<;
als Wahrscheinlichkeitsma$ P; auf (2, Z,) auf.

Fiur A e & =C setze
P(A):= P;(A), falls AeZ,.

P ist wohldefiniert, denn ist B € Z; n Z; eine Zylindermenge mit endlicher Basis K
(c JnJ'), dann ist
PJ(B) = PK(B) = PJ/(B)
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und

{(7k)(B) | KcJnJ', |K|<oo, Bedy}
ist ein schnittstabiler Erzeuger von Z;n Z ;. Also gilt P = Pyoauf Z;0 Z.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2,.o7) ist. Es
gilt P(@) =0 und P(Q2) =1, denn @,Q € Zg fiir jedes K. Seien Ay, As, ... € & paarweise
disjunkt, das heifit A, € Z; fiir ein abzdhlbares J, c I. Dann ist auch J := U,y Jn
abzéhlbar und es gilt Ay, As, ..., Upen An € 2, also folgt

P(U An) _p, (U An) =S P(A) = Y P(A).

neN neN

7.3 Markov-Prozesse und Markov-Halbgruppen

Es sei E ein polnischer Raum, I = Ny oder I = [0,00) (oder allgemein I ¢ R mit der
Interpretation I als ,Zeitindexmenge®). Sei X = (X;):; ein adaptierter, stochastischer
Prozess mit Werten in E (d.h. fiir jedes ¢t € I ist X, ist eine E-wertige, .%#;-messbare
Zufallsvariable) definiert auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, () er)-
Sei weiter (P, ).cr eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (2, 7).

Definition 7.17. X heiit Markov-Prozess mit Verteilungen (Py)zer, wenn gilt:
i) Fir xz e E gilt P.(Xo=2)=1.
ii) k(x,B):= P, (X € B) fiir x € E, Be A(F)® ist ein stochastischer Kern.
iii) X besitzt die schwache Markov-Eigenschaft: Fir x € E, Ae B(F) und s,t € I gilt
P.(Xps€ Al Fy) = ky(Xs, A)  Pp-fs.
mit (2, A) = k(2,{y = (Yo)ver € BT |y € A}) = Po(X; € A).

Falls E abzéhlbar ist, so heifit X auch diskreter Markov-Prozess. Falls I = Ny, so heif3t
X auch Markov-Kette.

Wir schreiben E,[...] fir Erwartungswerte unter P,, .%,(X) fiir die Verteilung von
X unter P,, analog .Z,(X |¥), etc.

Bemerkung 7.18. Ein Markov-Prozess besitzt die elementare Markov-FEigenschaft: Un-
ter jedem P, gilt fiir u <t

P.(X;eA| F#,)=P.(X; e A| X,) f.s.

Dies folgt unmittelbar aus Definition i11), verlangt aber im Gegensatz zu Definiti-
on nicht die zeitliche Homogenitit der Dynamik.

82



Definition 7.19. Sei I c [0,00) abgeschlossen unter Addition. Eine Familie (k¢)s; von
(sub-) stochastischen Kernen von E nach E heifit (sub-) stochastische Halbgruppe, wenn
fiir alle s,t € I gilt:

Rs O K¢ = Rgtt-

Dies sind die sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungerf)]
Satz 7.20. Ist ((X)ter, (Py)zcr) €in Markov-Prozess, so definiert
ki(x,A) =P, (X; € A), xeE, AeB(E), tel (7.13)

eine Markov-Halbgruppe und die endlich-dimensionalen Verteilungen von (X;)w; sind
durch (Ky)ier festgelegt. Insbesondere gilt firn e N, 0 =tq <ty <...<tp, und f1,..., fo: E -
R beschrankt und messbar

E, [Iﬁ fj(th)] = //ftl—to(xa dfl)fl(%)"'_/’ftn—tn_l(ffn—h dIn)fn(In) (7.14)

Umgekehrt gibt es zu jeder Markov-Halbgruppe (ki) einen Markov-Prozess (Xy)ier, so-

dass und gelten.

Beweis. Sei ((X¢)ier, (Py)zep) ein Markov-Prozess. Nach Definition i1) definiert
(7.13)) einen stochastischen Kern. Weiter gilt fiir s, € I und A € B(F)

Kot (2, A) = Po(Xyur € A) = E, [Po(Xonr € A| 7,)] = Eu[ku(Xs, A)]

— [y A dy) = (0 ), A).
Damit ist (k¢)«; eine Markov-Halbgruppe.
Zeige ([7.14) induktiv. Sei fi =14, Ae B(R). Es ist
Ew[fl(th)] = Péﬂ(th € A) = ki (‘r?A)?

also gilt (7.14) fir n = 1 fiir Linearkombination von Indikatorfunktionen und somit mit
den ,iiblichen Approximationsargumenten® auch fiir allgemeine f. Es sei nun ((7.14)) wahr

fiir ein n e N. Sei f(Xy,) = [ fas1(Y)Bt,s1-t, (X4, dy). Dann ist
e T |-e e TT0e) 12 || -2 [Tn0 s o) 1]
=E, [ﬁ fj(th) f fn+1(y)/€tn+1—tn(th, dy):| =E, [Iﬁ fj(th) f(th)] .

Wende nun ([7.14)) an auf fi, fo, ..., foo1, fuf-

3nach Andrej Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987; Sydney Chapman, 18881970
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Sei umgekehrt (k¢)w; eine Markov-Halbgruppe. Fiir ein endliches J c I, J =
{to,t1,...,t,} mit 0 =t5 <ty <... <t, definiert (7.14) ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, ;
auf El/l:

P, j(A) = f Kty —to (T, dxq) . .. / Kty —ty 1 (Tno1, dxy) - La(z, 21, ... 2p), A€ EVI.

Zeige: {P, ;| J c I, |J| < oo} ist eine projektive Familie. Sei J wie oben gegeben,
J' = J~{t;} furein le{1,...,n} und A; € B(F). Dann gilt

Pos ((79) (Ao x .. x Ay x Ay % x A)) = Py (oo x Ay x B x Ay x ..
=...f/<;tl,tlfl(a:l,1, dxl)lE(azl)fﬁtM,tl(xl, dri1)la,,, (Tr1) ...

=... / Kty—ty_y © Kty (Ti1, dTpgy) ..o = ... f Kty -ty (Ti—1, dxggq) - .

=Py (Agx...x Ay x Ay x ... x Ay,

das heiBt P, jo(77,)7! = P, ;. Mit Satz folgt die Existenz eines Wahrscheinlichkeits-
mafes P, auf Q= F! of = Z(E)®!, sodass fiir die t-te Koordinatenprojektion

XeQ—>E, Fi=0(Xs|s<t)

die Formel (7.14)) gilt. ((X¢)ter, (Pr)zer) leistet das Gewiinschte.
Zeige die (schwache) Markov-Eigenschaft, das heifit P.(X;,s € A | %) = k(Xs, A).
Mengen B der Form

B={X;,€Ao,.... Xy, €A1}, O0=tg<...<t,=s, neN, A ecB(F)
sind ein schnittstabiler Erzeuger von .Z;. Es reicht also,

E, [k:e(Xs, A)1p] = E, [1(x,,,ea115]
zu zeigen. Betrachte dazu

Px(Xto € Ao, R ,th € An)
= f Px(Xto € A07 B 7th,2 € An—27 th—l € dxn—l)]-An,l (xn—l)ﬁtn—tn,l (xn—lu An)

demnach also P,(X;, € A, | Z, ) = Kyt (X4, 1, An) (£8.). O

n-17

Beispiel 7.21. Sei E abzéhlbar und p = (pay ). yer eine stochastische Matrix. Sei

ko, A) = > 0p -

yeA

(Kn)nen, ist eine Markov-Halbgruppe. Satz liefert eine Markov-Kette (X,,)nen, mit
Ubergangsmatrix p.
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Beispiel 7.22 (Faltungshalbgruppen und Markovprozesse mit unabhéngigen stationéren
Zuwéchsen). Sei (14)w[0,00) € M1(R) eine Faltungsgruppe, das heifit v, * 14 = v, fiir
s,t>0.

Ke(x, - ) = 0y * 1

definiert eine Markov-Halbgruppe auf R, denn fiir eine beschrénkte, messbare Funktion
fR—>R gilt

F@) (reom) (@, dy) = [ [ F@) e, dy)maa, dz) = [ [ Fd(. = v0) ru(e,d2)
/ I/ /]

~ [ [ Gy nedz) = [ [ flas 2 sy v(d) midy)

- [ @) e m)da) = [ F@) R, da).

Sei X;:RI[0*) - R die t-te Koordinatenprojektion. Nach Satz[7.20] gibt es auf € := R[0:)
o = B(R)[0>) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien (P, ),z mit

Poo (X X0) ' =00 Q@ biymt, ., neN, 0=ty <...<t,.
j=1
Es gilt

Px(Xto € Bo,th — Xto € Bl7 - 7th — th—l € Bn) = 533(30) H th*tj—l (Bj)

j=1
Man sagt: (X¢)[0,00) hat unabhéngige, stationdre Zuwéchse.
Insbesondere: Sei v € M;(R) unendlich teilbar mit ¢, (u) = exp(1(u)) mit ¢ gemis

der Lévy-Khinchin-Formel aus Satz Ist vy,t > 0 das Wahrscheinlichkeitsmafl auf R
mit ¢, (u) = exp(ty(u)), so ist

Poxn (1) = 0y, -y, = € - €Y = (Y = Pur (1),
das heifit ()0 ist eine Faltungshalbgruppe.

Beobachtung und Bericht 7.23. Den zur Wahl v, = N(0,¢) in Bsp. gehori-
gen Prozess (ndmlich die Brownsche Bewegung) hatten wir bereits explizit in Satz
konstruiert. Wir haben dort auch gezeigt, dass der zugehorige Prozess so gewéhlt wer-
den kann, dass er stetige Pfade besitzt, was nicht aus dem Argument in Bsp. folgt
(Bsp. garantiert nur eine ,rohe® Version ohne Pfadeigenschaften, d.h. ein W'maf
auf dem Produktraum RI[%*) dessen endlich-dimensionale Verteilungen mit denen aus
Satz iibereinstimmen).

Im Allgemeinen kann man fiir die Prozesse aus Bsp. keine Version mit stetigen
Pfaden finden, es ist gibt aber immer eine Version mit rechtsstetigen Pfaden, die linkssei-
tige Limiten besitzen. Dies sind die sogenannten Lévy-Prozesse. (Ein einfaches Beispiel
sehen wir in Bem. unten, ndmlich Poissonprozesse auf R,.)
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Beispiel 7.24. Sei E endlich, (Quy )z yer eine Matrix mit Qu, > 0 fiir v # y und ¥, g Qqy =
0 fiir alle x € E. Sei

P(t) = et - 2%15”@”, P(O)=1. (7.15)

Die Reihe konvergiert, denn max, yep|Q2,| < (|E|max, yep|Qsyl)". Es gilt P(t)P(s) =
P(t+s), denn ist AB = BA fiir Matrizen A, B, so ist e4e® = eA+B. Weiter gilt

Poy(t+s) =Y Po.(t)Psy(s).
zeE
ke(2, A) i= ¥ yea Pry(t) bildet eine Markov-Halbgruppe, das heifit es gibt einen Markov-
Prozess (X})¢e; mit

Paco(th =T1,y... ,th = ZL‘n) = HP%'—le (t] - tj—l)-
j=1

Sei ¢ = maxzep{-Quz}, Doy = % fir x # y und P, = 1+

stochastische Matrix. Es gilt Q) = op — oI und

Qax
4

. (Pay)x,y € E ist eine

P -y oy

n=0 ' k=0

(1) oo - S L £ CHO - §h el

Y

—e—te
insbesondere ist also P(t) eine stochastische Matrix und es gilt

Proy () Py (R
Po(Xpin=y| X, =7) = % = P,y (h) = (ehQ)xy = 0py + hQuy +0(h), h N 0.
(7.16)

Die Matrix @) heiflit die Generatormatriz oder auch die (Q-Matriz der Halbgruppe
(P(1))e0.
Analytisch gesehen folgt aus (7.15)), dass gilt (beachte: @ und exp(¢Q)) kommutieren)

%exp(t@ = Qexp(tQ) = exp(tQ)Q. (7.17)

wie man sich durch gliedweise Differentiation der Reihe in ((7.15])) tiberzeugt, demnach
fiirt>0

%P(t) =QP(t),dh. Vz,yeE : %Pm,y(t) =3 QuPey(t) = Qu(Pay(t) - Px,y(t)),

(7.18)
%P(t) =P(#)Q,dh. VYz,yeFE : %ijy(t) =Y Po(t)Quy = Poy(®)Quy + Y. Puo()Q.
(7.19)
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Stochastisch: Gleichung ([7.18]) heifit Kolmogorovs Riickwdirtsgleichung, denn geméaf ([7.16))
gilt

P, (t+h)—-P,,(1)

- (Pe(Xeen =y) = Po(Xi =)

(3. Pl = 9l Xn = 2) Po(Xn = 2) = Po(Xi = )

- %( Y. Poy (D) (Lamsy + hQu i+ 0(R)) = Pay(£)) = 3 QuaPey (1) + 0(1),

S—=> -

man leitet sie also aus ([7.16|) durch , Riickwértszerlegung® des Prozesses X im Intervall
[0,t+h] gem&B dem Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heifit ((7.19)) Kolmogorovs
Vorwirtsgleichung, sie entsteht durch Zerlegung geméfi dem Wert bei ¢:

P, (t+h)-P,,(1) 1

- - E(ZZPJ;(XHh=?J|Xt:Z)Pa:(XtZZ)_PfC(Xt:y))

- %( ZZ Px7z(t)(1{z=y} +hQy.. + o(h)) - Px,y(t)) = ZQx,sz,y(t) +o(1).

Sowohl (|7.18)) als auch ([7.19) sind (im Fall |E| < o0) eindeutig losbar und beide bestim-
men die Halbgruppe (es sind beides endliche Systeme linearer Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten).

Bemerkung 7.25. In der Situation von Beispiel kann man eine , Version“ von
(X¢)0 konstruieren, dessen Pfade rechtsstetig mit linken Limiten sind. Seien dazu
Ti, T, ... unabhéngig und identisch exponentialverteilt mit Parameter o,

To:=0,T, = ZTZ' fiir n e N und N, := Z Li,<ty, t20.
i=1 n=1
(Ni)is0 ist ein Poisson-Prozess (mit Rate p): Es gilt fiir 0=ty <t1 < - < t,:

g(Ntl — Ny, Nty = Niyooo o, Ny = Ny ) = @ Poi(o(t; — i)
=1

(Ubung), (V,)sso ist ein Markovprozess mit unabhéingigen, stationiiren Zuwéchsen wie in
Bsp. (zur Faltungshalbgruppe v, = Poi(pt)).

Sei (X' k) ken eine zeitdiskrete Markov-Kette mit Ubergangsmatrix p, dann leistet X, :=
Xp,, t >0 das Gewiinschte.

Satz 7.26. (X;)i; mit Wahrscheinlichkeitsmaflen (P,)zcp ist genau dann ein Markov-
Prozess, wenn es einen stochastischen Kern k: E x B(E)® - [0,1] gibt, sodass fir alle
x € FE, sel und alle beschrinkten, messbaren Funktionen f:ET - R gilt

Eoc [f((XHs)teI) | j\s] = ]EXS [f((Xu)ueI)] = ./EI f(y) "{(X&dy) f‘S' (720)
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Beweis. Es gelte zunéchst (7.20). Fiir t € I, A € B(F) setze f:ET - R,y — 14(y;) in

ein:

Po(Xpvs € Al F) = Ex, [f(X)] = 5e(X,, 4),
also gilt die schwache Markov-Eigenschaft (vgl. Definition i1i)).
Sei nun umgekehrt (X;):; ein Markov-Prozess. Sei f zunéchst von der Form f(y) =
1,(ys,)1p,(ys,) fir n e N ¢y < ... <t, € [ und By,...,B, € B(F). Fir n = 1 folgt

(7.20]) aus der schwachen Markov-Eigenschaft von (X}):;. Nehme also an, dass ([7.20) fiir
ein festes n € N erfiillt sei. Sei f(y) =15,(y,)-15,,,(Y:,.,). Dann gilt

Ee [f((Xess)ter) | Z ] E, [15, (Xset1) 1B (Xsiton) | Fs]

By [Ee [18,(Xsrt,) 1B, (Xostnn) | Frnrs] | F]
E, [1Bl(Xs+t1) 1Bn(Xs+tn) P, (Xs+tn+1 € B | yswn) |§s]
E, [15,(Xeet) 15, (Xers) - Pxore, (Xtnirt, € Buit) | 7]

=Ex, [15,(Xe)15,(X0,) - Px,, (Xtri1-t, € Bna1)]

=Ex, [15,(X,)15,(X:,) - Pu(Xt,.,, € Buia | #4,)]

= EXS [Ez [1B1(Xt1)"'1Bn (th)anH(Xtml) | ytn]]

=Ex, [f(X)],

also gilt ([7.20]) fiir Linearkombinationen solcher ,,Zylinderfunktionen* und somit (mit den
»iblichen Approximationsargumenten*) auch fiir allgemeine f. O

Bemerkung 7.27. Sei [ = Nj.

1) (Xpn)nen, ist genau dann eine Markov-Kette, wenn fiir alle x € E und k € Ny gilt
Z ((Xn+k)neN0 | ngk) = ng ((Xn)neNo) .

ii) Sei (X, )nen, €in stochastischer Prozess mit Verteilungen (P,)er, wobei P.(Xq =
x) =1, und es gebe einen stochastischen Kern k: E'x Z(E) - [0, 1] mit

P.(Xs1 € Al F) = k1 (X, A)  [fs.

fiir alle s € Ny und A € (F). Dann ist (X, )nen, eine Markov-Kette und die n-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch &, = k-1 0 k1, 1 € N. (Kp)nen ist
eine Markov-Halbgruppe und die Verteilung von X ist durch x; festgelegt.

iii) In der Situation von i7) sei E hochstens abzdhlbar. Dann ist (X, ).y, genau dann
eine Markov-Kette beziiglich .7, U(Xo, ..., X,), wenn es eine stochastische Matrix
(Pay)zyer gibt, sodass fir alle x, ..., x,,y € £ mit Py (Xo =zo,..., X, =2,) >0 gilt

Pxo(Xn+1 =y | XO :xOV"aXn :xn) =Pxny-
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Beweis. 1) Ist (E,d) polnisch, so ist ENo auch polnisch, zum Beispiel mit Metrik

Qoo (). () = i 2 ({2 ) A 1).

Dann ist Z(E)®No = Z(EYo), demnach gibt es eine Version der bedingten Verteilung
von (X4 )nen, bedingt auf Z.

ii) Lese den Beweis von Satz [7.26| erneut mit ¢; = 4.

iii) Ist E diskret, so ist p,, = k(z, {y}) eine stochastische Matrix.
0

Bemerkung 7.28 (Formulierung der Markov-Eigenschaft mittels Shifts). Auf
(BT, B(E)®!) definiert
(@tx)u = Tty

eine messbare Selbstabbildung und es gilt ©;,, = ©,060,. Wenn X auf kanonische Weise
auf (BT, B(E)®!) definiert ist, so formuliert man ((7.20)) auch als

E. [f(X00,) [ Z]=Ex, [f(X)].

7.4 Zur starken Markov-Eigenschaft

Definition 7.29. Ein Markov-Prozess X = (X;):; mit Verteilungen (P,).cg hat die
starke Markov-Eigenschaft, falls fiir jede fast sicher endliche Stoppzeit 7, jedes x € E und
jede beschrinkte, messbare Funktion f: BT — R gilt

E, [f(Xrit)er) | #-] =Ex, [f(X)] Py-fs.
Satz 7.30. Im Fall I = Ny besitzt jeder Markov-Prozess die starke Markov-Figenschaft.

Beweis. Fiir Ae. %, und s € Ny gilt An {1 = s} € %, und somit

Eac [f((XT+t)teI)1A] = Z Ex [f((XT+t)teI)1An{7-=s}] = Z Ez [f((Xs+t)teI)1An{T=s}]

seNp seNp
= Z E, [EXS [f(X)]lAﬁ{TZS}] = z E, [EXT [f(X)]lAﬂ{T:s}]
seNp s€Np
= Eo [Ex, [f(X)]1a],
wobei im vorletzten Schritt die schwache Markov-Eigenschaft bei Zeit s eingeht. O

Satz 7.31 (“Spiegelungsprinzip“). Seien Y1,Ys, ... unabhingige und identisch verteilte
reelle Zufallsvariablen mit £(Y1) = L(-Y1). Sei X =0 und Xy, := Y%, Y;. Dann gilt fiir
neN unda>0

P (%i}f){m > a) <2P(X, > a) -P(X, =a).

Falls P(Yy € {-1,0,1}) =1 und a € N, so gilt Gleichheit.
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Beweis. (X )ren, ist eine Markov-Kette. Sei a >0, n € N und
T=inf{meNy: X,, >a} A (n+1).

Setze f(m,X) = lynen) (l{anmm} + %1{Xn7m:a}) und p(m, z) = E,[f(m, (Xk)ken, ) ]-
Dann gilt aufgrund der symmetrischen Verteilung von Y;

>2, fallsm<nund z>a
p(m,z) =3, fallsm<nund z=a
=0, fallsm>n
und
1
f(ﬂ (X~r+k)keN0) = 1{791} (1{Xn>a} + 5]—{Xn:a}) .

Wegen der starken Markov-Eigenschaft gilt Eo[ f (7, (Xrik)keno) | -] = (1, X;). Weiter
ist

{r<n}={r<n}n{X,>a} c{p(r,X,) > %}D{TSTL} ={o(1,X,;) >0} n{7r <n},
also
P(X, > a) + £ B(X, = 0) = Eolf (7, (Xruiiens)] 2 %P(T <n)- %1@ (%azc X, > a) (7.21)

Falls Y; nur Werte in {-1,0,1} annimmt und a € N, dann ist {7 <n} = {X, = a}, also

1
{p(r, %) > 0) 0 {7 <m} = {7, X2) = £} 0 {r <),
das heifit es gilt die Gleichheit in ([7.21]). ]

Beispiel 7.32 (Eine Situation, in der die starke Markov-Eigenschaft nicht gilt). Im Fall
I =0, 00) fordert man, dass die Filtration (%) rechtsstetig ist, das heifit

F,=(F. = F} fiir t20.

s>t

Sei E/ = [0, 00) und eine Markov-Halbgruppe (k)0 gegeben durch

5x+t(A) , T > 0
/{t(l‘a A) = _ t
etoo(A) + [, e20-s(A)ds ,x=0

(X¢)is0 kann folgendermaBen dargestellt werden: Sei T'~ Exp(1) und fiir ¢ > 0
X; = (t — Tl{XO:O})+ + 1{X0¢0}X0.

Sei 7:=inf{t > 0| X; >0} = T1{x,_0y. Dann gilt (fiir f:[0,00) =R, t>0)

Byl (Xra) | ZH1= 10 % [ ) m0,dy) = 50) + [ e (s ds,

das heifit die starke Markov-Eigenschaft gilt nicht fiir dieses 7.
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7.5 Diskrete Markov-Ketten

7.5.1 Grundlegendes Szenario

Es sei E eine abziéhlbare Menge, p = (pyy )z yer €ine stochastische Matrix und X = (X, ) neny,
eine (diskrete) p-Markov-Kette, das heif3t

on(Xn+1 =y | XO =Xo, .- -an—l = xn—lan = Z‘) = Pzy

fiir alle n € N und zo, ..., 2,1, 2,y € E mit P, (Xo = 2o,..., Xp-1=2p-1, X, =2) >0. Wir
notieren die n-ten Potenzen der Ubergangsmatrix als Py = Po(Xn = y).

Beispiel 7.33 (Erneuerungskette). Sei £ = Ny, v = (Vp)reny € M1(N) und p gegeben
durch

Viti, 1=0
pij=41,  g=i-1

0, sonst

Eine Markov-Kette (X, )ney, mit Ubergangsmatrix p und Start in X = zo kann folgen-
dermaflen dargestellt werden: Seien &;,&s, ... ~ v unabhéngig, Ty := xg, Tr, = To + Xpeq &k
fiir m e N und

X, :=inf{Tp —n|keNgy, T} >n}.

Interpretation: Die T}, sind die ,,Erneuerungszeitpunkte” — man denke an Zeitpunkte, zu
denen jeweils eine defekte Gliithbirne ausgetauscht wird — X, ist dann die ,,Restlebens-
dauer” der zum Zeitpunkt n brennenden Birne.

7.5.2 Rekurrenz und Transienz
Definition 7.34. Fiir z ¢ E sei T\ :=inf{n > 0| X, =z} und fiir ke N, k > 2
T = inf{n > T¢ Y | X, = 2}

(mit Setzung Tz(k) = 0o, falls Tagk*l) = 00). Ték) heifit die k-te Fintrittszeit (auch Riick-
kehrzeit) von X in x.

Bemerkung. i) Nach Konvention ist ngl) > 0, auch bei Start in x.
ii) Die T sind Stoppzeiten beziiglich (F0)n mit Z, = o(Xo,...,Xpn).

Definition 7.35. Fiir x,y € E sei

Fla,y) = Po(TV < o0) - P(Q{Xn - y})

die Wahrscheinlichkeit, bei Start in = jemals y zu erreichen, beziehungsweise fiir y = x die
Wahrscheinlichkeit, bei Start in = jemals nach = zuriickzukehren.
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Lemma 7.36. Fiir x,y € E und k e N gilt Px(Ty(k) <o) =F(x,y)F(y,y)1.

Intuitiv: Damit Ty(k) < oo gilt, muss die Kette zunéchst y erreichen und dann noch
(k — 1)-mal zuriickkehren.

Beweis. Durch Induktion iiber £ € N. Fiir £ = 1 gilt die Aussage nach Definition von
F(z,y). Sei die Behauptung also fiir k € N erfiillt. Es gilt

P (T < 00) = E, | B, (T3 < 00| F )1 {

[ Té’”«»}]
=E, _IP’I,( inf{n>0: XTé’“Mn =y} <oo |fT5k))1{T;k)<oo}]

= E, iPXTlsm (73" < °°)1{T5’“><oo}]

= Ex :Py(Ty(k) < Oo)l{TgSk)@o}:l

= F(y,y)Po (T < 00) = F(y,y) F(z,y) F(y.y)*"
= F(z,y)F(y,y)",

wobei wir in der vierten Zeile die starke Markov-Eigenschaft und in der fiinften Zeile die
Induktionsannahme verwendet haben. [

Definition 7.37. Ein Zustand x € E heifit (beziiglich p)
o rekurrent, falls F(z,z) =1,

positiv rekurrent, falls E, [Tx(l)] < oo (also insbesondere F'(z,z) = 1),

nullrekurrent, falls Ex[Tél)] = oo und F(z,x) =1,

transient, falls F'(z,z) <1,
e absorbierend, falls p,, = 1.

Die Markov-Kette X heifit (positiv / null-) rekurrent, wenn dies fiir jeden Zustand gilt.
X heiit transient, wenn jeder rekurrente Zustand absorbierend ist.

Bemerkung. Es gilt: x absorbierend = x positiv rekurrent = =z rekurrent .

Beispiel. Betrachte folgende Markov-Kette auf £ ={1,2,...,8}, wobei die Pfeile positi-
ven Ubergangswahrscheinlichkeiten entsprechen:

o

©
©
) © @
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Zustand 1 ist absorbierend, Zustéinde 2,3,4,5 sind transient und Zusténde 6,7,8 sind (po-
sitiv) rekurrent.

Definition 7.38. Sei N(y) = Y72 1{x,-y} die Anzahl der Besuche in y € . Sei

Glany) = B[N (y)] = ip

G heiBt Greenfunktion’] von X.

Satz 7.39. Fiir x,ye F gilt

F(z,y)

Glr,y) = {F”

TFyy) Y=%

Y*ET

mit Konvention 1/0 = oo. Insbesondere ist G(x,y) = F(x,y)G(y,y) + Lz und y ist
genau dann rekurrent, wenn G(y,y) = oo.

Bewezs.

G(]I7y) = Em[N(y)] = Iipx(N(y) 2 k?) = ]-{z:y} + gpx(’fék) < oo)

F(z,y)

zlx: + F(Iay)F(y7y k_1=1x= t
{z=y} k; ) {z=y} 1- F(y,y)

O

Satz 7.40. Sei x € E rekurrent und es gelte F(x,y) >0 fiir ein y € E. Dann ist auch y

rekurrent und es gilt F(x,y) = F(y,z) = 1. Falls x positiv rekurrent ist, so auch y und es
gilt B, [TV, By [TEV] < 0.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung y # x. Wegen F(xz,y) > 0 gibt es ein k& € N und
iy, xp € Emit o =y, x; # x fir i = 1,....k und P.(Xy = xq,..., Xx = ) > 0.
Insbesondere ist p%, > 0. Es gilt
0=1-F(z,2) =Py (T = 00) > Pp( Xy = 21, ..., Xpp = 2, T = 00)
=B [Po(X1 =21,y Xy = 2y, T = 00| Fy) ]
— P (X1 =21, .., Xp = )P, (T = 00),

also IP’y(T;,Sl) =o00) =0 und damit F(y,z) = l—IP’y(Tél) = 00) = 1. Insbesondere gilt p, >0
fiir ein £ € N, somit

Gy, y) =D Pay > > phapinph, = phepk,G(x,2) = 00

‘benannt nach George Green (1793-1841), der ein analoges Objekt in der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen eingefiihrt hat
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nach Voraussetzung, das heifit y ist rekurrent. Vertauschung der Rollen von = und y zeigt
nun auch F(x,y) = 1.
Sei nun x positiv rekurrent und xy, ...,z wie zuvor, dann gilt

----------

.....

demnach ist Ey[Tél)] < oo. Nach Vertauschung der Rollen von z und y erhélt man nun
auch Ex[Ty(l)] < 0. O

Definition 7.41. Eine diskrete Markov-Kette heif3t irreduzibel, wenn
F(z,y)>0 Vaz,yek.

Bemerkung 7.42. i) Eine irreduzible Kette X besitzt entweder nur rekurrente oder
nur transiente Zusténde. Falls |E| > 1, so gibt es keine absorbierenden Zusténde.

ii) Ist |E| < oo und X irreduzibel, so ist X rekurrent.
Beweis. 1) Die Aussage folgt aus Satz

ii) Sei z € E. Es gilt

Y. G(x,y) = i > vy = élmo,

yelb n=0yeE

das heifit es gibt ein y mit G(x,y) = co. Wegen der Irreduzibilitdt von X existiert
ein k € N mit pk, >0, somit gilt auch

G(z,x) > Y piph, = Gz, y)ph, = .
m=0

]

Beispiel 7.43 (Irrfahrten auf Z4). Seien Y7, Y5, ... unabhingige und identisch verteilte,
Za-wertige Zufallsvariablen. Sei (X,,)nen, eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix Pay =
P(Y; =y — z), das heifit unter P, ist

(Xn)neng g(x +Yi 4+ +Y).

i) Sei p:=E[Y;]# 0. Dann gilt fiir jedes x € Z4
X
L spu P,fs,
n

insbesondere ist #{n € Ny | X,, = 2} < o0 P,-f.s., das heiit X ist transient.
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ii) Sei p:=E[Y;] =0, E[||Y1]|?] < 00, die Kovarianzmatrix C' = (Cov[Y3,,Y1;])i -1,
invertierbar und die von {y | P(Y; =y) > 0} erzeugte Gruppe sei Z¢. Dann gilt

1

Poo = Po(Xn = 0) =P(Yy +--+Y, = 0) ~ (2m) 22| det(C)[2ndl?

fir n - oo (lokaler Zentraler Grenzwertsatz, zum Beispiel via Fourier-Inversion).
Somit ist

i =00, d=1,2
G0,0 _ n ) ) &
(0,0) 7;)19070 {< oo, d>3,

das heifit eine zentrierte Irrfahrt mit endlicher Varianz ist genau dann rekurrent,
wenn d < 2.

7.5.3 Invariante Verteilungen

Fiir ein MaB p auf E sei pp({z}) = ¥yep p({y})pye (Transport von g durch den Uber-
gangskern p).

Definition 7.44. Ein (o-endliches) MaB p heifit (p-)invariant, falls pup = p. Ist g zudem
ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so heifit es auch eine invariante Verteilung (auch: Gleichge-
wichtsverteilung) von p.

Lemma 7.45. Sei jeder Zustand transient. Dann gibt es keine invariante Verteilung fiir
.

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz ist G(x,y) = ¥, p}, < oo, insbesondere gilt
Py, = 0 fiir n —> oo fiir alle z,y € E.

Angenommen p wire eine invariante Verteilung. Dann gibt es ein y € E' mit pu({y}) > 0,
ein endliches E' ¢ E mit u(E~\ E’) < 1u({y}) und fiir gentigend grofies n ist

n o rlud)
S By

Somit folgt

n({y}) = wp({y}) == mw"({y}) = X, n{aps, + Y, w({z})ph,

xeFR’ xeENE'
1 1 1
<—pu({y}) + wu{y}) = sp({y}),
4 4 2
also ein Widerspruch. O

Satz 7.46. Sei x rekurrenter Zustand, dann definiert

-1

pe({y}) = Eq [ 2, 1{Xn:y}] =Y Pu(Xp =y TV > 1), yeE
n=0 n=0
ein invariantes Maf pu,.
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Diese Konstruktion wird auch der ,,Zyklus-Trick“ genannt. Intuitiv ist p,({y}) die
erwartete Anzahl Besuche in y wéhrend {0, 1,... . 1} und p.p({y}) die erwartete
Anzahl Besuche in y wéihrend {1,2,...,T. él)}, diese Anzahlen sind aber wegen X ) =z
gleich.

Beweis. Zeige zunichst p,({y}) < oo fiir alle y € E. Es gilt p,(z) = 1 und pu,(y) = 0,
falls F(x,y) = 0. Falls F(x,y) >0 fiir y # 2, so setze F(z,y) = Px(Ty(l) <TY). Dann ist
F(2,y)>0und F(y,z) >0 und es gilt

-1 7)1
Ey[ Z 1{Xn=y}] =1+ Ey Z 1{Xn y}l{T(1)<T(l)}
| n= T(l)

7

=1+ Ey Ey 21) 1{Xn y}l{T(l) 7y | JOZTZSU
T

das heif3t

Damit folgt

te({y}) =

T T
Z Lix, y}] Ex | 170 40, Z ooy

nT

71

z F(z
BT <IN, | Y ey |2 EY)

n=0 F(y,ZC)

Setze nun B, (z,y) = Po( X, = y, T > n), dann gilt

1ap({21) = S (o o = S 3 B 0)ye

yeEy n=0yekE

1. Fall: = # z. Es gilt

Z]_)n(x,y) = Z P.(X, =v, ngl) >n, Xpi1=2)=Pu(Xp1 = 2, Tél) >n+1)

yeF yeF

“Po(Xn=y, Xns1=2, T >n+1)

und somit wegen py(x,z) =0 fir « # 2
pep(2) = Y naa (2,9) 3, Bu(@,9) = pa({2}).
n=0 n=0
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2. Fall: x = z. Es gilt

Z Tjn(xay)pyx = Z ]P):Jc(Xn =Y, ngl) >n, Xnpe1 = x) = ]P):r(Tx(l) =n+ 1)7

yeF yeF
das heifit
pop((a}) = 3 3 Bulay)py = ZP (T =n+1) =1= p({}).
n=0yeE
Damit ist p, ein invariantes Maf. m

Korollar 7.47. Ist x positiv rekurrent, so definiert

1
Tim e

B[]
eine invariante Verteilung.
Satz 7.48. FEine irreduzible Markov-Kette besitzt hochstens eine invariante Verteilung.

Beweis. Seien 7,v € M (F) invariante Verteilungen. p,,, = ¥.77, 27"p, ist eine stochasti-
sche Matrix und aufgrund der Irreduzibilitét gilt p,, > 0 fiir alle z,y € E.

p = — v ist ein signiertes Mafl mit pup = g und p(E) = 0. Angenommen g ist nicht
das Nullmaf}; dann gibt es x1, 29 € E mit pu({z1}) <0< pu({z2}), somit

|M({x1})1§x1y + M({x2})ﬁxzy‘ < |M({x1})ﬁx1y| + |/‘({x2})ﬁx2y| Vyek

und
lbl oy = 202 (@) Bay| < 20D (@) Bay = 2 ({2 = lplpy = 1Bl 1y -

Dies ist ein Widerspruch, p muss also das Nullmaf} sein und somit gilt 7 = v. O]

Satz 7.49. Eine irreduzible Markov-Kette X ist genau dann positiv rekurrent, wenn sie
eine (notwendigerweise eindeutige) invariante Verteilung m besitzt. Diese ist dann gegeben
durch

n({z}) = [T(l)] >0, xzek.
Beweis. Wenn x positiv rekurrent ist, so gibt es nach Korollar eine invariante Ver-
teilung, welche nach Satz eindeutig ist.

Sei nun 7 eine invariante Verteilung. Wegen 7p = 7 und der Irreduzibilitit von X gilt
w({x}) >0 fir jedes x € E. Setze P, := ¥ . m({x})P,, das heifit unter P, ist Xy ~ 7. Fiir
zeF und neN sei ol = sup{m < n: X, =z} mit Werten in {0,1,...,n}u{-o0}. Fiir
k<n ist

P (0l = k) =Po(Xp = 2, Xps1 # 2, ..., X # 7)
=P (Xp=2)P (X1 #x,..., Xk #2)
= 1({a))Po(TV > n—k+1),
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wobei wir in der zweiten Zeile die Markov-Eigenschaft und in der dritten Zeile die Inva-
rianz von 7 ausnutzen. Somit folgt

1=37 Pr(o8" = k) + ool = ~c0)
(@) n (1) 1)
= n({z}) Zk:[} P(T: 7 >n-k+1)+P (T’ >n+1).
Weiter gilt wegen der Irreduzibilitdt und mit monotoner Konvergenz

P (T >n+1) = Zw({y})Py(Té” >n+1) ——0,
v

das heifit mit n - oo folgt aus ()
L=n({r}) X2 P 2 0) = ({2} B[ T27],

Damit ist Em[Tél)] < oo und folglich z positiv rekurrent. O

7.5.4 Konvergenz ins Gleichgewicht
Definition 7.50. Fiir 2,y € E sei N(z,y) := {neN|pz, >0}.

i) d,:= ggT(N(:c,x)) heifit Periode des Zustands z.

ii) Falls d, =d, =d fir alle z,y € E, so heifit d die Periode der Markov-Kette X.
iii) X heiit aperiodisch, wenn d = d, =1 fiir alle z € E.

Beispiel.

@
@

@ ©
@ ©) ®

aperiodisch Periode d =2
Lemma 7.51. ) Firxe E gibt es ein n, € N mit pgzw >0 fir alle n > n,.

ii) Im irreduziblen Fall gilt d, = d, fir alle v,y € E.

Beweis. i) Setze N := N(dgi’w), dann ist N c Ny mit ggt(N) = 1 und N ist abgeschlossen

unter Addition.

Zeige: Es gibt ein n’ € Ny mit n’,n’ + 1 € N. Seien dazu ng,ng + k € N. Falls k = 1, so
ist n’ =ng. Ist k> 1, so gibt es ein ny € N mit k + ny, das heiit n; = mk+r mit me N
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und r e {1,...,k—-1}. Es gilt N3 (m+1)(ng+k)> (m +1)ng +ny € N mit Differenz
(m+1)k—ny =k —r <k. Iteriere dieses Argument maximal k£ mal und erhalte n'.
Sei nun n, := (n')2. Fir n > n, schreibe n = (n')2 +n - (n"2) = (n')? + kn' + r mit
re{0,1,...,n' =1} und k € Ny, demnach ist n = r(n’+ 1) + (0’ —r + k)n’ € N.

ii) Es gilt N(z,y) + N(y, 2) c N(z, z) fiir alle x,y, z € E, denn pJt*" > piit pit..

Wegen der Irreduzibilitét existieren m € N(z,y) und n € N(y,z). Sei k > n, (das
heiit kd, € N(y,y)), dann folgt m + kd, € N(z,y) und m +n + kd, € N(z,z), also

d; | (m +n) +kd, fir alle k > n,,.

| S p——
eN(z,x)

Demnach gilt d, | d, und mit vertauschten Rollen von x und y auch d,, | d;, das heifit
dy =d,.
m

Bericht 7.52. Im irreduziblen Fall mit Periode d > 1 kann man F = Fqgu Fj u--uw Ey
disjunkt zerlegen, so dass

Pay > 0,$ € Ez = ye€ E(i+1) mod d
gilt (vgl. [KI, Satz 18.4]).

Satz 7.53. Sei X eine aperiodische, irreduzible Markov-Kette mit invarianter Verteilung
m. Dann gilt fir jedes x € E

> [Pu(Xn =y) - 7({y})] —= 0.
yeE
Beweis. Wir konstruieren eine Kopplung von P, und P.

Da1.09).(y1,52) *= Py Paayo 15t €ine irreduzible stochastische Matrix auf E'x £ (die Irre-
duzibilitét verwendet Lemma [7.51)), 7({z,y}) := m({z})7({y}) ist zugehdrige invariante
Verteilung. Sei (X,,, Y, ), eine p-Markov-Kette mit Startverteilung 6, ® 7. Nach Satz
ist (X,Y) rekurrent, insbesondere ist T":=inf{n e Ny: X,, = Y,,} < oo f.s. und es gilt

P(X,=y,T <n)

I}
M-

Z P(T=m,X,, =2,X, =y)

T

=P(T=m, Xm=2)plt;™=B(T=m,Ym=2)plt;™

M=

ZP(T:maYm:ann:y) :P(Yn:?%Tsn)a
0z

P(Y, =y T<n)+P(X, =y, T>n) <P(Y,=y)+P(X,=y,T >n)

3
Il

P(Xn=y)
und analog P(Y,, =y) <P(X,, =y) +P(Y,, =y, T >n), somit

S|P (Xn =y) - 7({yD)] = D |P(Xn = y) - P(Yy, = y)| < 2P(T > n) —0.

yeE yeE
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Beispiel (Erneuerungskette, vgl. Beispiel . Sei £ = Ny, v € M;(N) und X eine
Markov-Kette mit Ubergangsmatrix po; =v({j+1}) fiir j € Ny, p;;-1 =1 fitlr ¢ e N und
pi; = 0 sonst.

Sei p =Y nrv({x}) < oo und ggT({z:v({z})>0}) =1, dann ist X aperiodisch, ir-
reduzibel und positiv rekurrent mit (eindeutiger) invarianter Verteilung 7, gegeben durch

1
m({a})=—v({z+1Lz+2,...}), zeN
0
(falls m := sup{z : v({z}) > 0} < oo so muss man wortlich auf E’ := {0,1,...,m + 1}
einschrianken).

Beweis. Die Irreduzibilitdt und Aperiodizitit von X sind klar. Weiter gilt

m({7 +11)pjey + 7({0})po,; = %(V({j +2,. 1) 1+ Lwv({j+1}) =7({5}),

somit ist 7 die invariante Verteilung. [

Satz 7.54 (Diskreter Erneuerungssatz). Mit der Darstellung
X, =inf {T}, - n | k e No, Ty > n}

mit &1,&a,- -+ ~ v unabhangig, B[&] = pu, Ty := xg und T, := 2o+ &+ + &y, fiir m e N ergibt
sich aus Satz[7.53

P(3keN: T, =n) =P, (X,=0) ——({0}) = i

7.5.5 Markov-Ketten und Randwertprobleme

Definition 7.55. Sei f:E — R, pf(x) = ¥, cpPayf(y) (f sei derart, dass die Summe
existiert). f heifit harmonisch (fir p), wenn pf = f. f heiit subharmonisch, wenn pf > f
und superharmonisch, falls pf < f.

Bemerkung. Ist f harmonisch und (X,), eine p-Markov-Kette, so ist (f(X,)), ein
Martingal.

Definition 7.56. Sei @+ Ac F und g: A - R beschrénkt. f 16st das Dirichlet-Problem
(zu p—1) auf £~ A mit Randwerten ¢ (auf A), wenn gilt

(nf = f)(x)
f(x)
Beobachtung 7.57. Sei (X,,), p-Markovkette, 74 := inf{n € Ny : X, ¢ A} (die Treflzeit

von A c E) und es gelte P, (74 < 00) =1 fiir alle z € E. Dann 16st f(z) = E,[¢g(X,,)] das
Dirichlet-Problem mit Randwerten g.

0, xzeENA,
g(x), xeA.
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Beweis. Offenbar ist f(x) = g(x) fiir x € A, denn dann ist P,(74 =0) = 1. Fiir x ¢ A gilt
wegen der Markov-Eigenschaft

e = 1), yed,
Elg(Xr)lXa =] = {Ey[g(Xm)] =), y#A.

Demnach ist fiir x ¢ A
f(x) = Y Po(Xa = ) E[9(X7)| X0 = y] = X pay f(y) = pf ().

]

Bemerkung. Auch f(z) = Ex[g(XTA)l{TA@o}] 16st das Dirichlet-Problem. Ist P, (74 =
00) > 0, so kann es verschiedene Losungen geben.

Sel Puy = 1pa(2)pay + 1ady, (D ist die Ubergangsmatrix von X, = Xpary, der in A
absorbierten Kette). Wir treffen folgende Annahme:

Ve ENxAyel :3neNy:py, >0 und in}EIP’z(TA<oo):1 (Irra)

Satz 7.58 (Maximumprinzip). Fs gelte . Sei f:E - R mit (pf - f)(x) =0 fir
xe ENA und es gebe x* € E~ A mit f(x*) =sup,p f(x). Dann ist f konstant.

Beweis. Es gilt f(x) =pf(x)=--=p"f(x), insbesondere
f@) =p"f(@") = 3, Ppey f (y) < f27),
y
also gilt f(y) = f(z*) fir alle y e {z € E | p*._ >0} =0 A,. Nach Annahme ist U;2; A4, =
E. [l

Satz 7.59. Unter der Annahme ist fiir jede beschrdnkte Funktion g:A — R das
Dirichlet-Problem mit Randwerten g eindeutig losbar durch f(z) =E.[g(X;,)].

Beweis. Seien f; und fs Losungen. Da g beschréankt ist, sind geméfl Satz (Maxi-
mumprlnmp) auch fi und f beschréinkt mit I f1]00s [1f2] o0 < ||g||oo

fi= fi—fo erfiillt (pf=f)|gea =0 und f]4 =0, also muss f = 0 sein, denn ein z* € Ex A
mit f(z*) >0 oder —f(z*) > 0 ergdbe einen Widerspruch zum Maximumprinzip. O

Beispiel 7.60 (Einfache Irrfahrt auf Z mit Drift). Sei £ =Z, r € (3,1) und
Pay = T0yze1 + (1 —=7)0y 41

o(x) = (—") ist harmonisch. Sei A := ((—o0,a]u [b, oo)) NZ mit —a,b € N und betrachte
g(a) =1, g(b) =0. Fir a<z < b ist

Po(Tiay < i) = Eo[9(X7,)] = (T)
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7.5.6 Beispiel Gibbs-Sampler und Isingmodell

Das Ising-Modellf|ist ein einfaches thermodynamisches und quantenmechanisches Modell
fiir (Ferro-) Magnetismus von Kristallen.

e Die Atome sitzen auf den Knoten des Gitters, wir denken an A = {0,1,...,L -1}
fiir ein L e N.

e Jedes Atom (4,7) € A besitzt ein magnetisches Moment x(; ;) € {-1,+1} (Spin).

e Atome wechselwirken (nur) mit ihren direkten Nachbarn auf dem Gitter, und sie
bevorzugen dieselbe (Spin-) Orientierung wie ihre Nachbarn zu haben.

e Die Energiefunktion eines Zustands x € {+1}" ist gegeben durch

H(z)== 2 TpTe.)
(ifj)N(i/’j/)
wobei (4,5) ~ (¢',j") bedeutet, dass (i,5) und (i’,7") benachbarte Gitterpunkte
sind. Demnach ist die Energie eines Zustands umso kleiner, je mehr , gleichsinnige®
Nachbarpaare (+/+4 oder -/-) es gibt.

e Wegen thermischer Fluktuationen ist der (,, mikroskopische®) Zustand eines Systems
bei Temperatur 7" > 0 zufillig.

Bei Temperatur 7" > 0 hat ein Zustand = die Wahrscheinlichkeit

po(e) = - exp (- BH())

mit = 7 (inverse Temperatur) und Normierungskonstante (Zustandssumme)

Zg= Y exp( - ﬂH(m))
xe{£1}A
fig ist ein WahrscheinlichkeitsmaB auf {1}, die Gibb} Verteilung (oft auch BoltzmaniT-
Verteilung).

Um ,,typische” Konfgurationen im thermischen Gleichgewicht zu beschreiben, miissen
wir Erwartungswerte beziiglich ps ausrechnen. Da Zjs eine Summe iiber 2/Al Terme ist,
kann man pg(z) aber nur sehr schwer ausrechnen (zum Beispiel fiir ein Gitter der Gréfe
100 x 100 sind dies 219000 » 2. 103010 Summanden).

Losungsvorschlag: Finde eine Markov-Kette (X, )nen,, die pg(z) als einziges Gleich-
gewicht besitzt, denn dann hat (fiir n > 1) X,, (ungefidhr) Verteilung pugs.

Ernst Ising, 1924
6Josiah Willard Gibbs (1839-1903)
"Ludwig Boltzmann, 1844-1906
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Gibbs-Sampler. Fiir (i,7) € A, x € {1} sei 207+ € {+1}A gegeben durch

(ivj)7+ — {+1’ (i,7j,) = (/I/,j)

Liiriny = Lo .
’ x(i’,j’) (?’,7(7,) # (27.])

und analog (%), Definiere (A(x,¥))s yez1ya durch

Az, 20D+ = 1 (@)
| Al pp(z@D*) + pg(a(9)=)’
1 Mﬁ(x(lvj)v_)

(ifj)»7 =
AT = N @) + (@)

A(x7 y) = O’ faHS y ¢ U(Z,]) {x(i’j)7+’ x(ivj)v_}

Beachte: A ist eine (irreduzible und aperiodische) stochastische Matrix und man braucht
Zg nicht zu kennen, um A zu bestimmen. Interpretation von A: Wéhle zufillig einen
Gitterpunkt, flippe den Spin dort geméB ji5, bedingt auf alle anderen Spins. Es gilt

s Ay, 2) = np(2)A(z,y)  fiir alle y, z € {£1}4

(es geniigt hier, dies fiir y = 29+, 2z = 23~ fiir alle € {£1}2, (4,7) € A zu priifen) und
somit

Y s(2)A(z,y) = ps(y)  fiir alle y e {£1}4.

s ist ein (reversibles) Gleichgewicht fiir A.

Abbildung 7.1: Simulationen eines Zustands gemé&f pg fiir L = 256

Fiir einen , Mikro“-Zustand x{+1}" ist
1

m(x) = — T(ij
N
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die Magnetisierung (pro Spin) und

mgi= Y, pp(z)|m(z)|

x{£1}A

die mittlere (absolute) Magnetisierung bei inverser Temperatur .

1.0

Magnetisierung

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 7.2: mittlere (absolute) Magnetisierung als Funktion von [ (basierend auf
einer Simulation fiir L = 1000)
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Kapitel 8
(Etwas) Ergodentheorie

Definition 8.1. Ein stochastischer Prozess (X,,)neay, mit Werten in einem polnischen
Raum E heif3t stationdr, wenn fiir alle m € N gilt

IEI)(()(n)neNo € ) = P((Xn+m)neNo € )

Beispiel. i) Sind X, Xy, X3, ... unabhéngig und identisch verteilt, so ist (X, )nen, sta-
tiondr.

i) Ist (X, )nen, eine Markov-Kette mit invarianter Verteilung 7 und X, ~ m, so ist
(X} )nen, stationdr.

iii) Fiir k € Z seien Y}, unabhéngige und identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen. Seien
m € Ny, co,c1,...,¢pn € R und X, == ¥ ¢;Y, 5 (,gleitendes Mittel). Dann ist
(X} )nen, stationdr.

Definition 8.2. Sei (€2,.27,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7:§ — {2 messbar.
i) Ae.of heiit invariant, falls 771(A) = A.
A e o heilt quasi-invariant, falls P(771(A) & A) = 0.

7T := {A e & | Ainvariant} heifit die o-Algebra der invarianten Ereignisse (auch
invariante o-Algebra).

ii) 7 heifit maftreu (auch maferhaltend), falls P(771(A)) =P(A) fir alle A € o7
(2, o7, P, 1) heifit dann (maferhaltendes) dynamisches System.

iii) (Q,47,P,7) heiBt ergodisch] wenn Z P-trivial ist, das heiBt P(A) e {0,1} fiir alle
Ael.

Bemerkung 8.3. i) Sei f:Q2 > R messbar. f ist genau dann Z-messbar, wenn f = for.

ii) Ist A €Z mit P(A) € (0,1), so ist (A, 7, P(- | A),74) ein maBerhaltendes dynami-
sches System (274 bezeichnet dabei die Spur-o-Algebra iiber A).

1Zur Etymologie des Worts ,,ergodisch“ vgl. auch G. Gallavotti, J. Stat. Phys. 78, 1571-1589 (1995).
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Beispiel 8.4 (Rotation des Einheitskreises). Sei © = [0,1) (mit ,periodischem Rand*),
o = AB(Q), P das Lebesgue-Mafl auf Q und 7,:2 — x +r mod 1 (alternative Parametri-
sierung via x - e27i®).

Sei zunéichst r = £ € (0,1) mit p,q € N teilerfremd. Dann gilt
74 (x) =(x+qgr) mod 1= (x+p) mod 1 =2 mod 1=z,

das heifit 7. hat periodische Orbits. Sei Ay := [0, %}) und A := U%; 77(4,). Dann ist

n=0 'r

771 (A) = Aund P(A) = 4 ¢ {0,1}, also ist (2, 47,P,7,) in diesem Fall nicht ergodisch.

Sei nun 7 € (0,1) N\ Q. Zeige: Die Orbits liegen dicht.

Setze dazu z,, := 77(0). Es gilt z,, # x,, fiir n # m, denn sonst wéire rm = rn + k, also
r= ﬁ € Q, was zu einem Widerspruch fithren wiirde. Fiir alle IV € N existieren m,n € Ny
mit |2, - 2| < + (,Schubfachprinzip®), also existiert auch ein k € N mit 0 < 2, < & (wihle
zum Beispiel k = [n —m|). Fiir L := [i] haben 0 < xp < o, < ... < zpx < 1 jeweils einen
Abstand kleiner gleich %, folglich liegen die Orbits dicht.

Sei A € Z mit P(A) > 0. Zunéchst: Falls es ein z € A und ein € > 0 gibt mit (z-¢,z+¢) c
A, so folgt

0,1) = QTp((x—a,mg)) c A,

also A =[0,1) und somit P(A) = 1.

Fiir den allgemeinen Fall benutzen wir den Dichtesatz von Lebesgue:

Bericht 8.5 (Dichtesatz von Lebesguef)). Sei A das Lebesgue-Mafl auf R und A € Z(R)
mit A(A) > 0. Dann gilt fir A(- n A)-fast alle x und B.(x) == (x —¢,x +¢)

MAnB.(x))

lim =1,

25 T AN(Ba()
das heifit

¢ Al Tliminf 240 Be(2)) _
)\({m Al lim inf YA <1}) 0.

Es gibt ein x € A mit % > 3 fiir 0 < e < go. Falls A° = g, so ist P(A) = 1.

Andernfalls sei y € A¢. Zu e > 0 gibt es ein n € N mit B.(77(x)) c Bs.(y), demnach
P(AN Byu(y)) _ P(ASN 2 (B(2))) | BAN (Bor(y) ~ 7(B()))

P(Bs-(y)) de 4e
=L P(72 (A B.(x))) < P(Ba (y) 7 (Bo ()= 2=

1 1 12 2 5

<—P(A°n B - ——+—=—,

- 45(_,ﬂ 2 4c4 4 8

<3P(Be(2))

Damit gilt lim infs\()% < 1 fiir jedes y € A¢, wonach mit dem Dichtesatz von

Lebesgue P(A¢) =0 folgt.
Somit ist (2, &7, P, 7,) fiir r € (0,1) \ Q ergodisch.

2Siehe z.B. J. Elstrodt, Maf- und Integrationstheorie, Satz VII.4.9
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Beispiel und Definition 8.6. Sei X = (X,,),ey, €in stochastischer Prozess mit Werten
in E, realisiert als kanonischer Prozess auf (2,4, P) mit Q = ENo, o/ = B(E)®No P =
Z((Xpn)new,) mit X2 Q - E, (zg,21,...) » x; und

7:Q > Q, (xg,x1,...) ~ (x1,%2,...).

Insbesondere gilt X,,(w) = Xo(7"(w)). X ist genau dann stationédr, wenn (2, o7, P, 7) ein
maferhaltendes dynamisches System ist. Ein stationérer stochastischer Prozess X heif3t
ergodisch, wenn dies fiir (£, o7, P, 1) gilt.

Beispiel. i) Sind X, Xs,... unabhingig und identisch verteilt, so ist (X,,), ergodisch.
(Dies folgt z.B. mittels Kolmogorovs-0-1-Gesetz.)

ii) Wir werden sehen (siehe Satz unten): Aperiodische, irreduzible Markov-Ketten
mit invarianter Verteilung sind ergodisch.

Satz 8.7 (Ergodensatz). Sei (2, <7, P,7) ein maflerhaltendes dynamisches System,
f:92 > R messbar, X, := fo7™ und S, := Z;fol X;. Falls f e LP(P) fir einp > 1, so
qgilt

1 1 n-1 )
—Sp==>Y forl —E[Xo|Z] f.s. und in LP.
n n 5 n—>00

Die f.s.-Konvergenz-Aussage in Satz heiBit in der Literatur auch ,,Birkhofff’] individu-
eller Ergodensatz®, die £P-Konvergenz ,,von Neumannd] statistischer Ergodensatz.*

Lemma 8.8 (Hopf{’| Maximal-Ergodenlemma). In der Situation von Satz[8.7 sei X € L1
und M, = max{0,51,5,...,S,}. Dann gilt E[Xo1u, 03] 2 0.

Beweis. Fir 1 <k <n gilt
Xo+Myo1>Xo+S,oT =Sk,
sowie Xg > S1 — M, o 7. Damit ist
Xo >max{Sy,...,S,} - M,or.
Weiterhin ist
{M,>0}={M,=0}n{M,o7 >0} c{M,—-M,or <0},
also

E[Xol{Mn>0}] > E[(max{Sl, e Spt =M, 0 T)l{Mn>0}]
E[(M, - My, 0 7)1 (a1, 501]
E[M, - M, o7] = E[M,] - E[M,] = 0.

v

3George David Birkhoff 1884-1944; 1931
4John von Neumann 1903-1957; 1931
SEberhard Hopf 1902-1983
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Beweis von Satz[8.7. Sei ohne Einschréinkung E[X, | Z] = 0 (ansonsten betrachte X, =
X, ~E[X, | Z] = X, - E[Xo | Z]). Sei

Z = limsup%Sn,
e>0und F:={Z >e} eZ. Weiter sei
n-1
X:=(X,-e)lp, S;:=> X; und M;:=max{0,5},...,5;}.
k=0
Fiir £, := {Mg >0} gilt F} c F,c... und
*© 1 1
U FE. = {sup—SZ >0} = {sup—S,‘i >O}OF=F,
n=1 k k k k
daher folgt mit Lemma [8.§ und monotoner Konvergenz
0 <E[X51p,] — E[X;1r] = E[X;].
Demnach gilt
0<E[X§] =E[(Xo-¢e)1r] = E[E[(Xo-€)1r | Z]] = E[1p(E[Xo | T] - €)] = —eP(F),

das heifit P(F) = 0 und mit € \ 0 folgt limsup, 15, <0 f.s. Ersetze nun X,, durch -X,,
und erhalte )
-5, — 0 fs.

n n—-oo

Sei nun p > 1 und X, € £P. Zeige: {|25,|P | n € N} ist gleichgradig integrierbar. {|Xo[r}
ist gleichgradig integrierbar, also existiert nach Erinnerung[2.22] eine monoton wachsende,
konvexe Funktion ¢:[0,00) — [0, 00) mit @ — o0,  — oo und E[¢(|X|P)] < oo. Nach
der Jensen-Ungleichung gilt [1S,[P < 1 "7 X7, also folgt wegen der Monotonie und
Konvexitat von ¢

1 . 1 n—1 . 1 n—1 »
p(1=5) i+ S IXP) < 3 o(XP)
n n 520

n j=0
und somit

sup [90 (I%Sn\p)] < sup %nE[w(lXolp)] = E[@(|Xol)] < oo.

Demnach ist {|15,[? | n € N} gleichgradig integrierbar. Dies zusammen mit +S, — 0,
n — oo f.s. impliziert dies auch %Sn -0, n— oo in LP. m

Beispiel 8.9. Sei X eine positiv rekurrente, irreduzible Markovkette auf einer abzéhlba-
ren Menge F. Sei m die eindeutige invariante Verteilung und P, := Y, .z 7({z})P,. Dann
ist X ein stationérer Prozess (zum Beispiel auf Q = ENo mit 7:(x,), = (Zn41),) und
(Q, (2F)®No P, 7) ist ergodisch.
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Beweis. Sei AeZ cT =N,0(Xy, Xpa1,...). Bs gilt Pr(X € A| F,) = Px, (X € A) fiir
jede f.s. endliche Stoppzeit 1, denn fiir B € .%, gilt

E (1 yvem Lixen] = P (Xe¢Bn=nX, =z XeA
<[ 1ixenyLixeay] ZZ (XeB,n=n z, XeA)

n=0zek =Xor"ecA

= i Z]P)TF(XEB777:naXn:x)PI(X€A)

Insbesondere ist mit 7" := inf{n > 0| X, = 2} (< oo f:5., da X irreduzibel und rekurrent)
und der Markov-FEigenschaft

Pr(X € A) =E[P(X € A| Z,0))] = EW[IP’XT(I) (X e A)] =E.[P.(X € A)] =P, (X € A)
fiir jedes x € E. Somit ist

P, (XeA)=Px, (XeA)
:]P)TF( XeA |X0,...,Xn) —>]P>7T(X €A | U(Xo,Xl,...)) = 1{X€A}'
—— n—oo
=XormeA
Fiir beliebiges A € Z gilt demnach P, (X € A) € {0,1}, das heiit (€, (2F)®No P, 7) ist
ergodisch. O]

Bemerkung 8.10. Insbesondere gilt in der Situation von Beispiel [8.9|fir jedes f € L£1()

SRS

52 100) o B((0) = T (e f(0) ts

zell

Definition 8.11. Ein maflerhaltendes dynamisches System (€2, o7, P, 7) heifit mischend,
wenn fiir alle A, B € A gilt

lim P(An7"(B)) = P(A)P(B).

n—oo

Ein stochastischer Prozess X = (X}, )nen, mit Werten in E heifit mischend, wenn dies fiir
seine Darstellung als kanonischer Prozess auf EMNo gilt, das heif3t

lm P((Xon)men € Ay (Xomsn)men, € B) =P(X € A)P(X € B)

(fiir alle messbaren Teilmengen A, B ¢ ENo)
Beobachtung 8.12. Ist (2,.7,IP,7) mischend, so ist es auch ergodisch.

Beweis. Sei (£, <7, P,7) mischend und A € Z. Fiir alle n € N gilt P(A) = P(An717(A)),
demnach gilt
P(A) =P(An7"(A)) — P(A)P(A) = P(A)?

und somit P(A) €{0,1}. O
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Bemerkung. Die irrationale Rotation aus Beispiel [8.4]ist ergodisch, aber nicht mischend.

Sei T:z — x +r mod 1 fiir z € [0,1) und r € (0,1)\ Q, so ist 7%»(0) € (1, 2) fiir eine Folge

ky # oo. Fiir A:=[0,1) ist An77%(A) = @, also liminf, P(An7(A)) =0 # z = P(A4)2.

Satz 8.13. Ist X = (X,,)nen, €ine positiv rekurrente, irreduzible und aperiodische Markov-
Kette (auf einer diskreten Menge E) mit invarianter Verteilung m, so ist X mischend.

Beweis. Stelle X dar als kanonischer Prozess auf EM. Seien A, B € (2F)No und € > 0.
Nach dem Approximationssatz fiir Mae gibt es ein N € N und ein A € E{0L+N} godass
mit A, = A x ENMOLNY oflt (A A A <e.

Weiter gilt (fiir n > N)

Pr(A:n7(B)) = Pr((Xo, ..., Xn) € A, (Xonsn)meriy € B)
Z EW[]'AE]‘{XN:z}l{Xn:y}lB(Xn’ Xn+1’ o )]

T, yell

> Er[1a1ixyeny |02V Py (X € B).
z,yel

Nach Satz gilt p, ¥ — 7({y}) fiir n — oo, demnach ist

gbl_ﬁlo ]P)F(Ae N T_n(B)) = Z Ew[lAE]-{XN=x}]7T({y})Py(X € B) = PW(As)PW(B)

z,yell

Wegen |P,(A.n7(B))-P.(AnTt(B))|<P,(A. & A) < ¢ folgt

P, (A)P,(B) - <liminf P, (An77"(B)) < limsup P (An77"(B)) < Pr(A)P-(B) +¢

und P, (A.) - P (A) fiir £ \ 0, also folgt mit € N 0 die Behauptung,. O

Bemerkung. Wenn X periodisch ist mit Periode d > 0, so ist X nicht mischend: Wenn
man X, kennt, so weil man, in welcher , Periodenklasse“ (vgl. Bericht [7.52)) der Pfad zu
jedem Zeitpunkt ist.

Satz 8.14. Sei (X, )nen, €in stationdrer Prozess mit Werten in Re. Sei Sy := 0 und
Sp =Yy Xy firneN. Ist R, :=|{S1,...,S.}| (die ,Grifle des Range*) und A ={S, #
0V neN}, dann gilt

%Rn —B(A|T) fs

Beweis. Wir realisieren (X,,)ney, als kanonischen Prozess auf dem Produktraum, also
X, =Xpo1" Es gilt

Ro=[{1<k<n|S#S Vie{k+1,... n}}|>{1<k<n|S =S, VI>k}[ =) 1a07"
k=1
Nach Satz [8.7] folgt demnach

liminfan >liminf ) 14 07" =P(A]|Z).
n—oo [

n—00 n
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Sei Ay, :={S#0V Il=1,...,m} fiir m <n, dann gilt
Ro<m+[{k<n-m|S#SV le{k+1,...,k;+m}}|:ninlAmor’“,
k=1
somit folgt wieder nach Satz
lim sup anSO+P(Am | 7).

n—oo N

Es gilt A, N A, das heifit P(A|Z) = lim P(A,, | Z), also folgt mit m — oo die Behaup-
tung. O
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