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Kapitel 1

Martingale (in diskreter Zeit)

1.1 Zur bedingten Erwartung
Erinnerung r.x. Sei (2, .#,P) W’raum, B € .# mit P(B) > 0.

P(AnB)

PAIB) = =55

, AeF
heif$t die bedingte Wabrscheinlichkeit von A, gegeben B.
P(- | B) definiert durch diese Formel ein W’MaR auf (2, .% ) mit P(B | B) = 1, fir Y € L1 (P)
ist
E[15Y]
P(B)

E[Y | B] = f Y () P(dw| B) =

Bemerkung 1.2 (Diskreter Fall der bedingten Erwartung). X undY ZVn (aufeinem W’raum (Q2, .7, P)),
Y € L1(P), X nehme hdchstens abzihlbar viele Werte x1, 2o, . .. an. Setze

f(x)=E[Y |[{X =x}] firxe{xr;,zo,...}

und E[Y | X]:= f(X).
Offenbar ist E[Y | X] 0(X)-messbar (es ist eine Funktion von X) und fiir A € (X)) gilt

E[Y14]=E[E[Y | X]14]

(klar fiir A = {X = z;} und dann auch fiir A = {X € B} mit B c {xy,29,... };jedes A € 0(X)
hat diese Form).

Wir betrachten im folgenden einen W’raum (92, %, P).

Definition 1.3. X € L1(P), ¥ c % Teil-o-Algebra. Eine reellwertige ZV Y heifit (eine Version der)
bedingte(n) Erwartung von X gegeben ¢ (geschrieben E[ X | ¢]), wenn gilt

i) Y ist 4-messbar,

ii) E[Y]_A] = ]E[XlA] firalle A e ¥.



Bemerkung. Aquivalent kann ii) durch ii’) ersetzt werden:

i) E[Y-H]=E[X-H] fir alle reellwertigen, beschr., 4-messbaren ZV H.
Falls ¢ = 0(Z) fiir eine Zufallsvariable Z, so schreibt man oftauch E[ X | Z] :=E[X | 0(2)].

Satz 1.4. Fiir X € LY (P) existiert E[ X | 9| und ist eindeutig (bis auf P-f.s.-Gleichbert).

Beweis von Satz 1.4 (Eindeutigkeit). Seien'Y’ Y bedingte Erwartungen.
E[Y - 1{Y>37}] =E[X - 1{Y>37}] = ]E[? ’ 1{Y>§7}]7
also E[(Y -Y). 1{Y>37}] =0=>P(Y > ?) = 0; analog gilt P(Y>Y)=0,als0Y =Y Pfs. [

Satz 1.s. € c L2(IP) abgeschlossener Unterraum. Zu X € L*(P) gibt es (bis auf P-f.s. Gleichbeit)
genaw einY € F mit

D) [Y = X[lo = inf {|[W - X[l : W e .2}
it) E[(X - Y)Z] =0 fiiralle Z € A
Y ist (die Aquivalenzklasse) der orthogonalen Projektion von X auf 7, auch Proj ,, (X ) geschrichen.
Beweis. WihleY,, € 7 mit
X = Yalls — a=inf {|W - X||;: W e £}
Esist

1 1
1 = Yol + 11X = Yiulf = 2]} = S (Vo + Y[+ 2| 5 (Yo - Yo

1
wegen lim [|X = Y, = lim X - Y,u[p = o < liminf [[X — 2 (Y, + Y,0)|[” folge

n,m—00

limsup ||Y,, = Y|z = 0,

n,m—00

d.h. (Y,,)n ¢ £L2(P) ist Cauchy-Folge.

2
Demnach gibtes Y € £2(P) mitY,, Z® Y (£2(IP) ist vollstindig). Wihle Teilfolge (7 ) mit

Y = ’ll_)nc}o Y, P-fis.,dannist Y € 57 mit
o’ <E[(X -Y)’] <liminf E[(X - Y;)?] = o?
Sei Z € F, fiirt € Rist
E[(X - (Y -tZ))*] > E[(X -Y)?]
(nach Wahl von Y), also
2AE[(X -Y)Z]+t*E[Z%] 20 firallet eR,

4



was E[(X - Y)Z] = 0 erzwingt.
(Ubrigens: Fiir Y € 2 gilt ) <> i7).)
Zur Eindeutigkeit: Y erfiille ebenfalls 7), es ist
2

(x - %(m ) (%(X YY)+ %(X 7))

< (X-Y)+ %(X -Y)?,

DN | —

die Ungleichung ist strikt auf {Y # ¥}
Wire P(Y #Y) > 0, so wire

E[(X - %(Y + ?))2] < %E[(X vy + %E[(X - ¥)?] = %a N %a = q,

ein Widerspruch, da (Y +Y)/2 € . ]

Beweis von Satz 1.4 (Existenz). Seizunichst X € L2(P),
H = {Y € L2(P) : Y ist g-messbar} c L2(P)

ist ein abgeschlossener Unterraum, Y := Proj ,,(X') (nach Satz 1.5) leistet das Gewiinschte.

Beachte:
X>0 = Y:=E[X|¥9]>0 fs,

denn dannist 0 < E[Xl{y<0}] = ]E[Y]_{y<0}].
Seinun X € L1(P), X >0:

Y, =E[XAn|9] » Y (20) (fs.)

(X An e L2(P), nutze dann obige Monotonie-Eigenschaft, um E[ X An | 4] <E[X A(n+1) | ¥]
f.s. zu sehen), fur A € ¢ gilt

E[X14] = lim E[(X An)14] = lim E[Y,14] = E[Y14]

(mit monotoner Konvergenz).

Fiir allgemeines X € £1(P) leistet
Y =E[X"|¥9]-E[X |¥]
das Gewtinschte. O
Satz1.6. X,Y € L1(P), ¥ c .F Teil-o-Algebra.
i) ElaX +b0Y | 9] =aE[X | 9] +bE[Y | 9] fis. fiira,be R (Linearitit)

it) X <Y fs. > E[X |9 <E[Y | 9] fs. (Monotonie)



iii) [E[X | 91| <E[|X||9]fs. (Dreiecksungleichung)
iv) Esgelte E[|XY|] < 00 und Y sei G-messbar, dann ist
E(XY |4]=Y -E[X |¥] fs,
insbesondere ist E[Y|9] =Y fis.  (,Herauszichen von Bekanntem*)
v) Sind o(X) und 9 unabhingig, so ist E[X | 9] =E[X]fs.  (Verbalten be: Unabhingigkeit)
vi) 9' ¢ 9 Teil-o-Algebra, so ist
E[E[X |9]|¥']| =E[X | 9] fs.,
(,Turmeigenschaft) insbesondere ist

E[E[X |#]] = E[X]

vii) 0< X,, 2 X fos. fiirn — oo, so gilt

E[X,|¥9] » E[X|¥Y] Ffs undin L'(P)

n—oo

(monotone Konvergenz)
viii) X, reelle ZVn mit | X,| <Y ¥V nund X,, - X fs., so gilt
E[ X, |¥] TH—C;E[X | 9] fs. und in L*(P)
(dominierte Konvergenz)

Beweis. (Die folgenden Gleichungen, etc. gelten jeweils f.s., auch wenn wir dies in der Notation nicht
explizit machen.)

£)aE[X | 9]+ bE[Y | 4] ist 4-messb., und fiir A € ¢ gilt

E[14(aB[X | 9]+ E[Y | 9])] = aB[14E[X | ]] + bE[1LE[Y |]]
=aE[1,X]+bE[14Y] =E[14(aX +bY)]

it) A= {E[X | 4] >E[Y |¥4]} ¢ ¥ und

0<E[14(Y - X)] =E[14(E[Y | 9] - E[X | 9])] <0,

>0fs.
also P(A) = 0.
i) |[E[X | ]| 2[E[X" | 9] -B[X~ | ¥]| <E[X* | 4]+ E[X" | 9] 2E[|X||¥]

iv) Seien zunichst X, Y > 0,Y,, :=27|2"Y | An(~ Y).



Fir A € ¥4 ist

E[1,YE[X |¢]] = lim E[1,Y,E[X |¢]]
n2"

k
= lim E[lA > 2—nl{yzk/2n}E[X | g]]

n—oo k=0

n2™

k
= lim ) %E[lm{yzk/w}X]

n—oo0
k=

= lim E[1,Y,X | = E[1,Y X]

Fir den allg. Fall zerlege X = X* - X,V =Y* - Y-, verwende 7).
p)Fiir A e 9 gilt E[1,X] = E[14]E[X] = E[14E[X]]

vi)Sei A e’
E[1.E[X | %]] = E[14X] = E[1,E[X | 4']]

dh.E[X | 9] erfiille die Def. von E[E[ X |¢]|¥"].
Zum Zusatz: Stetsist E[ X | {@, Q}] = E[X]
vii) B[ X, | 4] ist (f.s.) nicht-fallend in n nach 77),

E[[ELX |4]-E[X.|¥]|] Z?E[EUX - X,/ |9]] YE[1X - X.]] — 0

asoE[ X, | 9] - E[X |¥4]in L1(P).
Weiterhin: Fiir monotone Folgen von ZVn impliziert £!(IP)-Konvergenz f.s.-Konvergenz: Seien

Zn 7 Zund Z - Z, in LY(P),dannauch Z,, » Z = sup,,, Z,, stochastisch, IP’( MNinsn {|Zm -Z|<
6}) =P(Z-e<Z,) —p-oo 1, somit

P(UN {|Zn-2l<e}) =1 firjedese > 0.

n m2n

0ii1) 0 < Z, 1= SUp, sy, [ Xm — X[ (£ 2Y), Z,, N O fis. fiir n — oo.

E[[ELX | 9] - E[X, | 9]|| CE[E[X - X.]|#]]| YE[|X - X.]] <E[Z.] — 0.

n— 00

also E[ X, | 9] - E[X | 4] in L1 (IP). Weiter ist
E[ lim E[Z, | %]] <liminfE[Z,] = 0

dh.E[Z,|¥] - 0fs., somit

E[X |9]-E[X, | 9] <E[|X - X,.||4] <E[Z, | 9] —0 fs.



Satz 1.7 (Jensen’sche Ungleichung fiir die bedingte Erwartung). X € LY(P), k: R - R u {+o0}
konvex, dann gilt

E[k(X)|9] > k(E[X |9]) fs

Beweis. Die Behauptungist offenbar erfiillt (mit Satz 1.6, 7)), wenn k affin-linearist, d.h. k(z) = ax+b
mit gewissen @, b € R.

Sei nun £ konvex und nicht von dieser Form. Man kann die Funktion % als das Supremum ihrer
Sttitzgeraden schreiben, d.h.

k(z) =sup{az+b:(a,b) € S} mitS:={(a,b) eR*:ay+b<k(y)VyeR}

und es gilt auch ((a,b) — ax + b ist stetig fiir jedes © € R und da k keine Gerade ist, kann man zu
(a,b) € S gewisse (ay,, byy,) € S N Q2 finden mit a,, - a, by, - bfirm — oo)

k(x) =sup{az +b: (a,b) € S nQ?}.
Sei (G, by, )nen eine Aufzihlung von S n Q2 fiir jedes n gilt
E[k(X)|¥]>ElanX +b,|¥] = a,E[X | 4] +b, fs.

(mit Satz 1.6, 77) und 7)), daher auch (man muss oben nur abzihlbar viele Ausnahmemengen betrach-
ten)

E[k(X)|¥]>sup{a,E[X | 4] +b,:neN} =k(E[X |¥]) Fs.

Bemerkung 1.8. X, Y reelle ZVn mit gemeinsamer Dichte fx y, d.h.

P((X,Y) e A) = fA Fxy (2,y) A% (d(z,y))  fiir A e B(R?),

Y e L1(P).
Seifirx e R
fx(x) ::fny(a: y) A(dy) die Marginaldichte von X,
fXY( >y)
x AMdy)1 sy (2)50-
p(x) = fy @) W x@»o
Dann gilt
E[V]o(X)] = () £s
denn fiir B € B(R) ist

E[1ixeme(X)] = [ 18(@)p(@)fx (@) A(dr)
- [ [ t@)yfxr (@ m)A\dy) A(da)

B fRz Lp(x)yfxy(z,y) A2 (d(z,y)) = E[l{XGB}Y]‘
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Bericht1.9. (Zureguliren Versionen bedingter Verteilungen) Wenn Y = 1 fiir ein Ereignis B € <7,
so schreibt man gelegentlich auch P(B | ¢) = E[Y | ¢]. Man muss allerdings etwas vorsichtig
sein bei der Interpretation von P(- | &) als ein (zufilliges) Maf, da i.A. tiberabzihlbar viele B in
Frage kommen und damit die Kompatibilitit der in der Definition der bedingten Erwartung implizit
vorkommenden Nullmengen (vgl. Def. 1.3) wenigstens a priori unklar bleibt.

In ,gutartigen® Fillen ist eine konsistente Wahl méglich, das Stichwort dazu lautet ,regulire be-
dingte Verteilung einer Zufallsvariable®. Wir skizzieren hier knapp den reellwertigen Fall:

Sei X reellwertige ZV (auf einem W’raum (2, #,P)), ¢ c % Teil-o-Algebra. Dann gibt es
einen stochastischen Kern £ x i von (£2,%) nach (R, B(R)) mit

kxjg(w, B) = E[1{xepy |9](w) fs.firalle B € B(R),
d.h. (vgl. [StochI-21, Def. 5.4] oder [KI, Def. 8.24])

fur jedes B € B(R) ist w = x|y (w, B) eine Version von E[l{XGB} |54] und
fiir jedes w ist K x g (w, -) ein W’mafl auf (R, B(R)).

Die Hauptidee besteht darin, das gewiinschte Maf £ x| (w, ) auf R anhand seiner Verteilungs-
funktion zu charakterisieren (vgl. [Stochl-21, Satz 1.277] oder [KI, Bsp. 1.44]) die zielfithrende Beob-
achtung ist dann, dass eine Verteilungsfunktion (wegen der Monotonie) bereits durch ihre Werte an
abzihlbar vielen Stellen festgelegt ist. Man betrachtet also B = (—o0, ], 7 € Q und setzt

Fr= B[ (e (X) [ 9],

Dann gilt (mit den Eigenschaften der bedingten Erwartung aus Satz 1.6) wie gewiinscht P-f.s.: F,. <
Fo farr <r',(r,r'€Q), im F, .1 = F, firr e Q, lim F, =1, lim F}, =0.

Wegen der Abzihlbarkeit von Q gibtes N € .# mit P(IN') = 0, so dass obiges fiirw € 2 \ N und
alle r, 1" € Q gilt. Dann definiert

7o inf{F.:r>s,reQ}, weQ\N,
. I, weN,

wobei F irgendeine Verteilungsfunktion ist, die (zufillige) Verteilungsfunktion von kx «. Details
finden sich beispielsweise in [KI, Kap. 8.3, speziell Satz 8.28].

Man kann dieses Argument relativ leicht erweitern auf die Situation, dass der Wertebereich (£, %)
von X ein sogenannter Standard-Borel-Raum ist (auch der Name Borel’scher Raum ist iiblich), d.h.
wenn es ein A € B(R) und eine Bijektion ¢ : E — A gibt, so dass ¢ und ¢! jeweils messbar sind
(dannsind (£, %) und (A, B(A)) isomorph als messbare Riume). Dann ist nimlich X’ := ¢ o X

eine reellwertige ZV, und die Argumentation oben greift (vgl. auch [KI, Satz 8.36]).

Schliefilich kann man zeigen, dass jeder separable und vollstindige metrische Raum F, versehen
mit seiner Borel-o-Algebra, ein Standard-Borel-Raum ist (siche z.B. L.C.G. Rogers, D. Williams, Dif-
fusions, Markov processes and martingales, Bd. 1, Ch. I1.82; L. Breiman, Probability, Appendix 7). Sol-
che Wertebereiche heiflen polnische Riume, sie spielen in der allgemeinen Theorie der Stochastik eine
wichtige Rolle (beispielsweise sind R? oder C'([0, 1]) mit Supremumsnorm polnisch).



1.2 Grundlegendes zu Martingalen

Martingale' sind (u.a.) eine mathematische Formalisierung des Begrifts des fairen Spiels und der Vor-
stellung, dass man dabei nicht auf systematische Weise gewinnen kann.

Im Folgenden sei (€2, ., IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition r.xo. Eine Familie (., ),-0,1,.. von (Teil-) o-Algebren mit

Foc FcFyc...c F

heiflt Filtration. (2, 7, (Fn)n=01..., P) heifdt filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung r.ar. i) Interpretation: %, enthilt diejenigen Ereignisse, die bis zum Zeitpunkt n ent-
schieden sind.

11) Ist X = (Xn)n:O,l,...
Fn=0(X1,...X,), n €Ny eine Filtration (die von X erzeugte Filtration).

eine Familie von Zufallsvariablen (ein sog. stochastischer Prozess), so ist

Definition r.r2. Essei X = (X,,), ein stochastischer Prozess und (.%,,),, eine Filtration. X heif3t
adaptiert (an (%,,)n), wenn X, .%,,-messbar ist fiir alle n € Nj.

Definition r.13. Essei X = (X,),, ein (reellwertiger) stochastischer Prozess und (.%#,),, eine Filtra-
tion. X heif§t ein Martingal (bzgl. (.#,,),, unter P), wenn gilt:

i) X istadaptiert (an (%, ),).
ii) X,, € L}(P) fiirn e N,.
iii) E[ X1 | %] = X, fs. fiir jedes n € N,

Falls in iii) E[ X,,41 | #n] 2 X, gilt, so heiflt X ein Submartingal. Falls E[ X141 | %, ] < X,, gilt, so
heif§t X ein Supermartingal.

Bemerkung r.14. Induktiv folgt fiir ein Martingal X
E[X, | #m] = X, fs. firalle0 <m < n.
(bzw. ,>“ fiir ein Sub- und ,<* fiir ein Supermartingal.

Beispiel 1.1s. i) SeienY),Ys, ... unabhingige, reelle Zufallsvariablen mit Y;, € £1(P) und E[Y,,] =
Ofiirallen € N.Sei Sy := 0und S, := Y1+Ys+...+Y,, = S,,_1+Y,, fiirn € N. Dannist (S,,),, ein
Martingal bezgl. (.#,,),, mit %, = 0(S1,...5,) = o(Y1,...Y,), n € N(und %, = {@,Q}),
denn S,, € L1(P) als Summe von £!(IP)-Variablen und es gilt

E[Sni1 | Zn] =E[Sn + Yo | Zn] = E[Sn | Z0] +E[ Yo | Z#n] = Sh fs.

=Sy fs. =E[Y+1]=0fs.

'Zur farbigen Geschichte des Begriffs Martingal siche beispielsweise den Artikel von Roger Mansuy, The origins of
the word “martingale”, Electronic Journal for History of Probability and Statistics, Vol. 5 no. 1, (2009), http://www.
jehps.net.
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ii) Polyas Urne: Eine Urne enthalte anfangs s > 0 schwarze und w > 0 weifle Kugeln. Ziehe jeweils
eine Kugel rein zufillig und lege sie zusammen mit einer neuen Kugel der selben Farbe zuriick.
Sei X, die Anzahl weifler Kugeln nach n Ziigen und A,, := fu’jrn der Anteil weifler Kugeln in

der Urne. Dann ist (A,,),, ein Martingal bzgl. .%,, = 0(Ay, ..., A,), denn auf { X, = k} gilt

B[ Ay | F] = k k+1 +w+3+n—k k
ntl " srw+n s+twan+1l S+w+n s+w+n+1
B k k+1+w+s+n—k_A
Cs+w+n w+s+n+1 o

=1

iii) Seien Zy, Zs, ... unabhingige, positive Zufallsvariablen mit Z,, € £!(P) und E[ Z,,] = 1 fiiralle
neN.Sei My:=1lund M,, :=Z1-Zy-...- Z = M,,_1- Z,, fiirn € N. Dann ist (M, ),, ein Mar-
tingal bezgl. (F),), mit %, = o(M, ... M,),denn M, € L*(IP) als Produkt von unabhingigen
L1 (P)-Variablen und es gilt

E[Mp | Fo) =E[M, - Zpi1 | Tl = My - B[ Z41 | Fn] = M, £s.
[ S —
=E[Zn+1]=1Fs.

Definition 1.16. Sei (%, ), cine Filtration. Ein stochastischer Prozess (C), ),, heif3t previsibel (bzgl.
(%1 )n), auch vorhersagbar, wenn C,, .%,,_;-messbar ist fiir jedes n € N (Cj spielt hier keine Rolle).

Definition r.x7. Sei (X,,),, adaptiert und (C,,),, previsibel bzgl. (., ),. Setze
(CeX)o:=0, (CoX)pi=> Cn(Xp—Xpn1), neN (r.1)
m=1

Der Prozess C' @ X = ((C' @ X),,)nen, heifSt (diskretes) stochastisches Integral von C beziiglich X.
C' o X ist (offenbar) adaptiert.

Spielinterpretation: C' @ X ist ein akkumulierter Gewinnprozess fir einen Spieler, der in der m-ten
Runde jeweils C,,-fachen Einsatz setzt.

Lemma 118, Es sei (X,,),, ein Martingal und (C.,),, ein previsibler Prozess bzgl. (%, )n. Es gelte
mindestens eine der folgenden drei Bedingungen

i) (Cy)y ist lokal beschrinkt, d.b. es gibt Konstanten c, mit|Cy| < ¢, fs. fiir allen € N.
i) (X, = Xn-1)n i5t lokal beschrinkt und C,, € LY (P) fiir allen € N.
iii) X, C, € L2(P) fiir allen € Ny,

Dann ist C ® X ein Martingal. Ist C,, > 0 fiir alle n € No und X ein Sub- bzw. Supermartingal, so
auch C o X.

II



Beweis. 1), ii) oder iii) garantieren, dass Cy, (X, — X 1) € LY(IP), denn fiir iii) gilt mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

E[Con (Xom = X[ € (B[CE])2 (B[(Xom — Xim1)?])? < o0,
Also gilt
E[(C ® X)ni1 | Zn] = E[Cra1 (Xns1 — X)) | Zn] +E[(C 0 X),, | Zn] = (C @ X),, fs.

=Ch+1'E[Xn+1-Xn|Fn]=0fs. =(CeX)y, fs.

~

=0

]

Definition 1.19. Sei (.%,,),, eine Filtration. Eine Zufallsvariable 7" mit Werten in Ny U {co} heif3t
eine ((:F,, )n-)Stoppzeit, wenn {T < n} € Z, fiir alle n € N gilt. Fiir eine Stoppzeit T" ist

Fr={Ae F|An{T <n}e.Z, firallen e N}

eine o-Algebra, sie heifit die (0-Algebra der) T-Vergangenbeit.

Interpretation: .% enthilt diejenigen Ereignisse, die sich zu dem (zufilligen) Zeitpunke 7" entschei-
den lassen.

Bemerkung 1.20. 7 ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {T'=n} € %, fiir alle n € Ny, denn
{T=n}={T<n}n{T<n-1}"

Beispiel 1.21. i) Jede Konstante ¢ ist eine Stoppzeit.
ii) Essei (X}, ), ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %) und K € Z. Dann ist
T:=inf{neNy| X, € K}

(mit Interpretation inf @ = 00) eine Stoppzeit, denn {1'< n} = CJ {XmeK}eZ,
m=0

Bemerkung. L := sup {n e N, | X,, € K} istim Allgemeinen keine Stoppzeit.
Lemma r.22. Sind o, T Stoppzeiten, so sind auch o AT, 0 vV T und o + T Stoppzeiten.
Beweis. Sein € Ny. Es gilt
{ovr<ny={o<n}in{r<n}e %, {onT<n}={c<n}u{r<n}e.Z,.

Also sind 0 A 7 und o Vv T Stoppzeiten. Dann sind auch o A n und 7 A n Stoppzeiten, also gilt
insbesondere fiisr m < n: {oc An <m},{Tr An<m} e %, c %, Dannsind

O"I=U/\n+1{a>n}, 7! Z=T/\n+1{7->n}
Fn-messbar, also ist auch o’ + 7/ %, -messbar. Somit gilt
{oc+7<n}={c"+7" <n}eF,

also ist auch o + 7 eine Stoppzeit. ]
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Bemerkung. o — 7 ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.

Lemma 1.23. Sind o, T Stoppzeiten mit o < 7, dann gilt F, c F...
Beweis. Sei A e FyundneNg. Da{r<n}c{o<n},gilt

An{r<n}=(An{oc<n})n{r<n}e.Z,.
€Fn

O
Beobachtung 1.24. Sei (-#,,),, cine Filtration, T eine Stoppzeit mit T' < oo f.s. und (X, ), ein ad-

aptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %). Dann ist X7 = Xp(,)(w) eine Fp-messbare
Zufallsvariable und X (T) = (XT(LT))MI\TO = (X7 an )nen, ein adaptierter stochastischer Prozess.

Beweis. Sei B € A. Dann ist

{XreB}=J{T=n,X,€B}e.Z,
n=0 ~-
eFncF

also ist X7 .% -messbar. Ebenso gilt

{XreB}n{T<n}=J{T =k, X, eB}c.Z,
k=0 -

eFy,

also ist X7 .%-messbar.
Weiter ist X,(ZT) = Xpnn messbar bzgl. Frp,, ¢ F,, d.h. (XflT) )» ist adaptiert. O

Bemerkung 1.2s. (XT(LT) )n ist auch adaptiert an .Z (7) := (P, ).
Lemma 1.26. Sei T eine Stoppzeit. Ist (X,,),, ein (Sub- / Super-) Martingal, so auch (X,ST) )

Beweis. Sei Cp, = 1irspy,n € N. (C), ist previsibel, denn {T'>n} = {T<n-1}° ¢ Z,_1.
Schreibe

TAn n

Xran = Xo+ Z (Xm - Xm—l) =Xo+ Z 1{T2m}(Xm - mel) = (C b X)n + Xo.
m=1 m

=1

Damit folgt die Behauptung aus Lemma 1.18. ]

Korollar x.27. Sei X ein Supermartingal und T eine Stoppzeit. Es gelte mindestens eine der folgenden
Bedingungen

7) T ist beschrinket.
i7) X ist beschréiinkt, d.h. Sup,, | Xn| < ¢ fos. fiir ein c € Ry, und T < oo fos.

iiz) E[T'] < oo und sup,, . | X, — Xyo1| < ¢ fis. fiirein c € R..
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Dann gilt E| X7 < E[X]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichbeit.)

Beweis. Angenommen 7) gilt, dann existiert ein m € N mit 7’ < m. Nach Lemma 1.26 ist (X7un)n
ein Supermartingal, also gilt

E[Xo] = E[X7r0] 2 E[X7am] = E[X71].

Giltiz),soist E[ X 7] = lim E[ X7, ] < E[X(] mit dem Satz von der dominierten Konvergenz.

m—>00

Gilt 772), dann folgt T' < oo f.s. und X7p, —— X7 fs.
Es gilt
sup | Xram| < sup (|XO\ +(T Am) -c) < | Xo| + T

mENo mENo

Da|Xo| + ¢T" € LY(IP), ist dies eine integrable Majorante fiir X7, und es folgt wiederum mit dem

Satz von der dominierten Konvergenz

E[X7] = lim E[Xru] 2 E[X,].

m—00

1.3 Martingalkonvergenzsatz

Sei (X, )y, ein adaptierter, reellwertiger Prozess und —oo < a < b < co.

o) 0O

oo

Abbildung r.1: Aufkreuzungen

Setze Cy = 1{x,<q) und ftir n > 1 rekursiv (sieche auch Abbildung 1.1)

Crn =10, -1, Xp1<y + 1{Cri1=0, X_1<a}-
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(C)n ist previsibel. Sei weiter
UT(La,b) = Z 1{Ck:11 Cr+1=0}
k=1

die Anzahl der abgeschlossenen Aufkreuzungen von unter a nach tiber b bis zur Zeit n. Uéa’b) ist
Fn-messbar. Setze Y := C' @ X, so gilt

Y, > (b-a)US™ - (X, -a)".

Lemma 1.28 (Doobs* Aufkreuzungslemma). Sez X ein Supermartingal. Dann gilt fiir alle n € N
1
E[U] < —E[(X, —a)].
b-a
Bewers. Nach Lemma 118 ist Y = C @ X ein Supermartingal. Also gilt
0=E[Yp] 2E[Y,] 2 (b-a)E[UP] - E[(X,, - a)7].
O

Satz 1.29 (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (X, ),, ein Supermartingal mitsup, E[ X ] <
00, dann gibt es ein X o € LY (P) mit X, > X fos.

Beweis. Seia < b. Es gilt U,(La’b) A Uo(f b) — sup,,, Uéf *) hach Konstruktion. Da

E[Ug,b)] - lim E[U,(La’b)] < sup %E[(Xn —a)”] <sup ﬁ(E[X;] +al) < o0

60 b

ist Uéf’b) < oo f.s. Fiir

Oup = {limiann < a} N {limsuan > b} c {Uﬁf’b) = oo}

n—oo n—o00

giltalso P(O, ) = 0. Damit folgt

IP’( liqllr_l)glf X, < hIJl_)S;lp Xn) =P Lyb Oap | = 0.
a,beQ
Mit X, := limsup,, X, giltalso X,, > X, f.s. Es bleibt X, € L}(P) zu zeigen. Es gilt:
E[X.] = Efliminf X;] <" liminf E[X,] < o0
nach Voraussetzung und
E[XL]= E[h,rf_l,gle;] < liggle[X;] =liminf(E[ X, ]+E[X,]) <E[Xo]+supE[X,,] < oo.

n—oo

O]
Bemerkung 1.30. 1. Die analoge Aussage von Satz 1.29 gilt fiir ein Submartingal (X,), mit
sup, E[X;] < oo.

2. In der Situation von Satz 1.29 liegt im Allgemeinen keine £!-Konvergenz vor, insbesondere ist
E[Xo] # lim,, o E[X,,] mdglich, betrachte zum Beispiel die symmetrische gewdhnliche Irrfahre
startend in 1, gestoppt bei Erreichen der o.

*Joseph L. Doob, 1910-2004
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1.4 Gleichgradig integrierbare Martingale und optionales Stop-
pen

Erinnerung 1.31 (z.B. [Stochl-21, Def. 3.29 und Bem. 3.32] oder [KI, Kap. 6.2]). Eine Familie reeller
Zufallsvariablen (X,),, heifit gleichgradig integrierbar, falls

lim sup E[|X, |- Ly, o1y | = 0.

Es gilt:

i) (X, )nistgenaudann gleichgradigintegrierbar, fallsein h: [0, 00) — [0, 00) existiert mit hle)

oo und sup,, E[A(]X,|)] < oo. o

Man kann annehmen, dass & monoton wachsend und konvex ist (vgl. [StochI-21, Satz 3.33] oder

[K1, Satz 6.19]).
ii) Sei X, Lx - Dann gilt X, £®, X oo genau dann, wenn (X, ),, gleichgradig integrierbar ist.
(»,Konvergenzsatz von Vitali®, vgl. [StochI-21, Satz 3.31] oder([KI, Kor. 6.26]).

Satz 1.32. Sei (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert X o, € L*(P) mit
Xy, = Xoo f5. und in LY (P). Es gilt

E[Xw | #,] < X, fos. fiir allen e N.

(Analog gilt B[ X o | Fn] > Xy, falls (X,)n ein gleichgradig integrierbares Submartingal, und
E[Xw | Z0] = Xy, falls (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Martingal.)

Beweis. Die Existenz von X o, mit X,, - X f.s. folgt aus Satz 1.29. Aufgrund der gleichgradigen
Integrierbarkeit gilt E[| X, — Xo|] —— 0. Weiter gilt fiir n > m:

IE[|IE[XOO | Zn] - E[X, | ﬁm]” = E[|E[Xoo - X, | ﬁmﬂ] < E[EHXOO - X ﬁm]]
= E[|Xeo - X,[] — 0
und damit ist

E[(E[Xew | Zin] = Xin)*] <E[(E[Xeo | Fin] - E[X, | Zo]) | +E[(E[ X, | Fn] -Xin) "]

Alsogilt E[ X | Z,,] < X, Eis. ]

Satz 1.33. Sei Y € LY(P) und (F,,), eine Filtration. Sei F o = 0(Fp,n € N) und X,, := E[Y |
Fn ). Dann ist (X,,)n, ein gleichgradig integrierbares Martingal und es gilt

Xp —— Xoo = E[Y | Zw] fs. undin L*(P).

Lemmax34. Y € LY(P) und F, c F o-Algebren, dann ist (E[Y | %, |)nen gleichgradig integrier-
bar.
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Beweis. Es existiert (vgl. Erinnerung 1.31) ein h: [0, 00) — [0, 00) konvex und monoton wachsend
mit @ —— oo und E[A([Y])] < oo.

Es gilt mit der (bedingten) Jensen-Ungleichung (Satz 1.7)
sup E[A([E[Y | Z,]1)] < sup E[E[A(]Y]) | Z.]] = E[A(]Y])] < co.

O

Beweis von Satz 1.33. (X,,)y, ist ein Martingal und nach Lemma 1.34 gleichgradig integrierbar. Nach
Satz1.32 gilt
X, — X =limsup X,, fs. undin L'(P),

n—>00 m—»oo

X o ist Foo-messbar.

Es bleibt X o, = E[Y | Z | zu zeigen. Ohne Einschrinkung sei Y > 0 (ansonsten betrachte Y+,
Y - separat). Insbesondere ist dann X, > 0 fis.

Fir A € % sind 11 (A) := E[ Xo14] und pio(A) := E[Y'14] endliche Mafle auf (2, %, P).
Sei A € #,, ¢ Fo.Danngilt

p1(A) = E[Xe1a] = lim E[X,14] "= E[Y 14] = 2(A).

Da U,pen Zy, €in schnittstabiler Erzeuger von %, ist, folgt 141 = j12 (denn o-endl. Mafle sind durch
Werte auf n-stabilem Erzeuger festgelegt, vgl. z.B. [Stochl-21, Satz 1.18] oder [Kl, Lemma 1.42]). [

Bemerkung. Fiir ein gleichgradig integrierbares Martingal (X, ),, gilt
E[Xo | Z,] = X, fiirallen € N.
Solche Martingale heiflen Doob’sche Martingale.

Satz 1.35 (optional-sampling-Theorem). Essei (X, ), ein gleichgradig integrierbares Martingal, X o, =
lim X, und T eine Stoppzeit. Dann ist Xp € LY(P) und es gilt B[ X o | Fr] = X7 fos. Insbesondere
gt E[Xr] =E[Xo] = E[Xo]. L5z S eine Stoppzeit mit S < T, s0 gilt B[ X1 | Fs] = Xg fos.

Lemma 1.36. Sei (X,,),, ein Supermartingal und T eine Stoppzeit mit T < m fs. fiir ein m € N.
Dann ist X7 € LY(P) und es gilt E[ X, | Fr] < X7 fos. Im Falle eines Martingals gilt Gleichbeit.

Beweis. Nach Lemma 1.26 ist (X7, )n ein Supermartingal. Es gilt X7 € L1(P), denn X1 = X7,
f.s. Fur A € Fp gilt

Mz

E(Xn14] = Y E[Xnlan(ron)] <

n=0 PR — n
eFn

E[Xnlanrny ] =E [(Z an{Tzn}) 1A] =E[X714].
0 n=0

]

Lemma 1.37. 5t (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Martingal, so ist { X1 | T Stoppzeit} gleich-
gradig integrierbar.
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Beweis. Da(X,,),, gleichgradigintegrierbar ist, existiert (vgl. Erinnerung 1.31) ein h: [0, 00) — [0, 00)

konvex und monoton wachsend mit @ —— oo und sup,,., E[2(|Xy|)] = M < co. Sei T eine

Tr—> 00

Stoppzeit und n € N. Es gilt

E[h(1X1])1ireny ] = B[ Xranl) Lizeny ] 2 E[R(B[X, | Zran])1iren ]
< E[h(E[|Xn| | g;TAn])l{TSn}] = E[E[h(anDl{Tsn} | ‘gT/\n]]
<M.

Mitn — oo folgt E[h(|XT|)1{T<oo}] < M, das heif3t

sup E[h(|X7|)] < 2M < .
T Stoppzeit

Beweis von Satz 1.35. Nach Satz1.33 gilt E[ X | .%,,,] = X, fs. und nach Lemma 1.36 ist
E[ X0 | Zram] = Xoam fs.

Also ist
E[Xoo | yT/\m] = E[]E[Xoo | ym] | ﬁTAm] = XT/\m f.S.

Seinun A € Fp. Dannist An{T <m} € Fppy,dennfirn e Nogilt An{T <m}n{T <n} =
An{T <mnAn} e Fpn, € F,. Somitgilt

]E[Xoo ]-AO{TSm}:I = E[]E[Xoo]-Am{Tgm} | ﬁTAm]]
= E[XramLangremy ] = E[XrLangram |- (r.2)

Sei ohne Einschrinkung X, > 0 (sonst betrachte X, X, separat). m — oo in (1.2) mit mono-

toner Konvergenz liefert
]E[Xoo 1Aﬂ{T<oo}] = ]E[XTlAm{T<oo}]-
(Alternativ: Verwende dominierte Konvergenz, das erspart die Zerlegung in Positiv- und Negativteil.)

Nach Definition gilt aber auch

E[Xolanir-co} ] = E[ X7 an(r-00} ]
dh E[Xola]=E[X714].
Sei S < T eine Stoppzeit. Dann ist Fg ¢ Fp, also gilt
E[Xr | Zs] = E[E[Xe | 1] | Fs] = B[ Xeo | F5] = Xs fs.
O

Bemerkung und Definition 1.38. Sei (X,,),, ein adaptierter Prozess mit X,, € L!(IP) fiir n € Nj,.
Dannist X,, = M,, + A,, mit

Mo :=Xo, M, :=Xo+ Y (X -E[X) | F1]),
k=1
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AO = 0, An = Z(E[Xk |yk_1]—Xk_1).

k=1
wobei (M,,),, ein Martingal und (A,,),, previsibel ist. Die Darstellung X = M + A als Summe ei-
nes Martingals M und eines previsiblen Prozesses A mit Ay = 0 heif$t Doob-Zerlegunyg, sie ist fs.

eindeutig.

(X, )n ist genau dann ein Super- bzw. Submartingal, wenn (A4,,),, nicht-wachsend bzw. nicht-

fallend ist.
Beweis. Wir zeigen nur die Eindeutigkeit. Angenommen X = M + A = M’ + A’. Sei
M, :=M,-M.=A" - A,.
Dann ist (Mn)n ein previsibles Martingal mit My = 0. Alsoist M,, = My = 0 fs., denn
M,y =E[M, | Fn_1] = M, fs.
O

Satz 1.39. Sei (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und seien S,T Stoppzeiten mit
S <T. Dann gilt E[ X1 | 5] < Xg fos.

Beweis. Sei X, = M, + A,, die Doob-Zerlegung. Dann gilt A,, ~ A < 0. Esist
E[|An[] = E[-A] = E[M,, - X,,] = E[M,, - Mo + Xo - X,,] <E[|Xs| + E[| Xo[]] < C

tiir alle n mit einer geeigneten Konstante C' < oo.

Somit ist (A,,),, gleichgradig integrierbar und damit auch (M, ),, = (X, — A, )n. Also gilt

E[Xr | Zs] = E[My | Fs]+E[Ar | Fs] < Mg+ E[Ag | Fs] = Mg+ Ag = Xs.
—_—
=Mg fs.

1s L?-Martingale

Bemerkung 1.40. Sei (X,,), ein Martingal und ¢:R — R konvex, sodass E[¢(X,,)] fiir alle n
existiert. Dann ist (¢ (X,,) ), ein Submartingal, denn

Elo(Xn1) [ Fn] 2 0 (E[Xns1 | F1]) = 0(Xn).
Die Aussage gilt ebenso, wenn (X, ),, ein Submartingal und ¢ konvex und nicht fallend ist.

Bericht 1.41. Eine Funktion f:R — R heif3t barmonisch, wenn sie die Mittelwerteigenschaft besitzt:

f(x):%f::af(y)dy VzeR.a>0

19



(man fordert auch, dass f lokal beschrinkt und messbar ist, so dass die Integrale stets existieren).
f:R — R heildt subbarmonisch, wenn f(x) < 21 wra ., [ ) dy und superbarmonisch, wenn
f(x)> £ [ f(y)dy firallex e R,a > 0.

Man kann zeigen: Auf R sind genau die konvexen Funktionen subharmonisch, zusammen mit
Bemerkung 1.40 motiviert dies den Namen Submartingal (und entsprechend auch den Namen Su-

permartingal).

Beobachtung 1.42. Sei (X,,),, ein quadratintegrables Martingal, d.h. X,, € £L2(PP) fiir alle n € N.
Dann gile E[ (X}, - X;)(X; - X,,)] =0 fiiralle 0 < m <[ < k, denn

E[(Xk - Xi)(X; = Xon)] :E[E[(Xk—Xl)(Xl Xon) |

1]
=E[(X; - X)) (EB[Xi | 7] - X))]
=E[(X; - X,n)(X, - X;)] =E[0] = 0.

Erinnerung. | X |, := \/E[X?]isteine Norm und (X, Y’) := E[ XY ] ist ein Skalarproduke, £2(P)
ist ein Hilbertraum (wenn man P-f.s.-Gleichheit ,herausfaktorisiert).

Man spricht Beob. 1.42 auch aus als: ,Martingalinkremente tiber disjunkte Zeitintervalle sind ortho-
gonal.

Lemma und Definition 1.43. Sei (X,,),, ¢ein guadratintegrables Martingal.

M:

Ay = Y E[(Xy - Xpo1)? | Fioa ]

k=1

ist der eindentig bestimmte previsible Prozess mit Ay = 0, sodass (X2 — Ay, )y, ein Martingal ist. Man
schreibt auch ((X )n)n = (An)n. (X) beifSt quadratische Variation vorn X. (In der Literatur werden
auch folgende Namen verwendet: Wachsender Prozess, previsible quadratische Variation, Spitzklam-
merprozess von X.)

Beweis. Es gilt:

E[X721+1 - ATL+1 | g’ﬂ] = ]E[(Xn+1 - Xn)2 + 2(Xn+1 - Xn)Xn + erzl - An+1 | ﬁn]
= E[(Xn+1 - Xn)2 | gn] - An+1 +XT2L + 2Xn E[Xn+1 - Xn ’ gn]

= An =0

_X2- A,
Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Doob-Zerlegung (Bem. und Def. 1.38). [

Insbesondere gilt also:
E[X?] = E[X{]+E[(X),] = E[X3] + > E[(X) - X-1)?]
k=1

und
SpE[X2] <00 = supE[(X),] < oo,
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Satz 1.44. Sei (M,,),, ein L2-Martingal. Dann gilt:
i) {{(M)e < oo}fé {lim M, exz':z‘z'ert} :
i) Wenn |M,, — M,,_1| < ¢ fiir alle n fiir ein ¢ < 0o, so gilt auch

{lim M, exz'stz'ert} 2 {{M)o < 00} .

n—oo

117) {(M)oo = oo}fcj {<M>n — 0}.

Bemerkung 1.4s. iii) impliziert das Starke Gesetz der groflen Zahlen fir M,, = Y; + ... + Y, mit Y]
unabhingig und identisch verteilt mit E[Y; ] = 0 und Var[Y; ] < oo.

Lemma 1.46 (Kroneckers Lemma). Sez (), € Rmit sy = Y5 2p = Soo € R Isz0 < by, 7 00,
dann gilt % Yoy by —— 0.

Beweis von Satz 1.44. Seik € RY,
Sk = inf {n € NO | {M}n+1 > k‘}

ist eine Stoppzeit. Nach Lemma 1.26 und Lemma 1.43 ist (M7, 5~ (M ),ns, )n ein Martingal, also
gilt
?’L/\Sk

supE[M?2, ¢ | = E[MZ] +supE[(M)rs,] < 00,

<k

das heifdt (M,,1g,, )n ist L2-beschrinkt. Also existiertlim,, M, g, f.s.fiirjedesk € R*. Esgilt {(M)o < 00} =
U {Sk = oo} und U {Sk = o0, lim,, M,, s, existiert} c {lim,, M, existiert}, damit gilt 7).
keN keN

Sei K > 0. Ty :=inf {n € Ny | |M,,| > K} ist eine Stoppzeit und es gilt

B[ My, 7 =M )nnr ] = E[Mg].

n
——
<(K+c)?

Also folgt mit monotoner Konvergenz

E[{M)1, ] = sup E[{M)nnrc] < E[M§]+ (K +¢)* < oo

Demnach ist (M), < oo f.s. und es gilt

P({ lim M, existiert| n {{M ), = oo}

n—00

cUgen{Tk=00}
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P( U {Ti = 00} 1 {{M)ew = 00} 1 { M), < oo}) 0.

KeN
Also giltiz).
Weiter sei

W, Z M’“—<<1+< M) e M),

Nach Lemma r.18 ist (W), ein Martmgal und es gilt

1 <M>n B <M>n—1
E[(W,, - W,_1)?| Z1] = ———=E[(M,, - M,,_1)? | Z,1] =
[( 1) | 1] (1 ¥ (M>n)2 [( 1) ’ 1] (1 ¥ <M>n)2

< (M), +1) - ((M),.1+1) _ 1 ~ 1

T (M)A + (M) 1+(M),.y 1+ (M),
Also gilt

(W)eo = lim (W)y < limsup ]zV: ( ! - L ) <1
N—oco T Nooo po ML (M)por 1+(M), /7

und somit W,, - W, f.s. nach i). Wihle nun b,, = 1 + (M),, und z,, = % in Lemma 1.46,
dann folgt Y5, bpxy = Yoy My — My_y = M,, — My, d.h. iii) gilt. O

1.6 Doob-Ungleichungen
Im Folgenden sei (X, ), ein stochastischer Prozess mit Werten in R und

X, =max Xg, |X]:= max | Xk

0<k<n
Lemma 1.47. Sei (X,,),, ein Submartingal und X\ > 0. Dann gilt
)‘P(Xrt 2 >‘) < E[an{X;zA}] < E[|Xn|]-{X;§2)\}:| (S E[|Xn|])
Beweis. SeiT :=inf {k € Ny | X;, > A} A n. T ist eine beschrinkte Stoppzeit und es gilt mit Korol-

lar 1.27

STE[X0] = E[Xr 1 (xsa ] + E[ X1 xscn]

> AP(X; > A) + E[ X, 1ix:an -

E[ X, 1ixeon ]+ E[Xalixzan] = E[X,]

]

Satz 1.48 (Doobs LP-Ungleichungen). Sez (X,,),, ein Martingal oder ein nichtnegatives Submartin-
gal.

i) Firp> lund X >0 gilt \P(| X > X) <E[|X,P].

i) Firp > 1gi E[1X.Jr) s BL(XT)] < (25) EIX.p)
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Bemerkung. Fiir ein £2-Martingal gestattet dies, E[ (| X |2 )?] durch E[(X'),, ] zu kontrollieren, denn
E[X2] =E[X2]+E[(X),].

Beweis von Satz 1.46.

i) (|X,[P),, istein Submartingal, also folgt die Aussage durch Anwenden von
Lemma 1.47 auf (| X, [P),..

ii) Seic> 0. Esgilt:

| X |5 Ac c
E[(| X[ Ac)P]=E lfo pAP d)\] =K [/0 p/\p_ll{\xmz)\} d)\]

ubini ¢ _ ¢ — 1
Fuby / PAPTIP(|XE > A)dA < f PP IXEHan]-{\Xl;;zA}] dA
0 0

Fubini CA|X|:1 -2 p -1
SR |1 [ R | = LB A ey
0 pP-

Slder -
"< B[ A 0] T EIX
p —
Fiir ¢ - oo folgt mit monotoner Konvergenz

B[] < S BIOX)"] T ELX P

=

und durch Umstellen und Potenzieren dieser Ungleichung erhilt man

B < (S27) EOXP)

Korollar 1.49 (eine Form der Kolmogorov-Ungleichung). X1, Xs, - € L2(IP) unabhingig, E[ X, ]
0, Sp =Xy + -+ X, (So := 0). Es gilt fiir x > 0

IP’( max{|[Sy|: 1<k<n}> x) < Var[Sn]‘

<3
Beweis. (Sy,), ist ein Martingal (siche Bsp. .15, 1)), Satz 1.48, 7) liefert

2
P(max{|Sy|: 1<k <n}>z)< EEcin]

O
Korollar r.s0. X, Xy, ... na. mit E[X,,] =0, c:= sup,, Var[X,,] < o0, S, = X +
gilt fiire >0

o+ X, dann

- 55| _
h?_il.}p Jn(logn)izte 0 s
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Beweis. Seil(n) :=+/n (logn)Y?*e, k, := 2", fiir § > 0 sei
Apg = {%§|Sk| > 55(@)}.

Nach Kor. 1.49 ist

ZP(A”) Z 52£(k; R CREAGS By 52€(k 25 Z W R

mit Borel-Cantelli also

lim sup max{|Sk| :kskn}sd fis.

1
LT

Mit é | 0 folgt maX{|Sk\ 1k < kn}/ﬁ(kn) — 0 f.s. fiir n — oo und daher auch

. Sl < & < Kriomsm
lim sup (Sl < limsup (Fiogym) 1 {] gyl =0 fs.
m—>00 E( ) m—oo f(m) E(k[long])

ist beschr.

Bericht rs1. Seien X7, Xs, ... wiv.mit E[X;] =0, 02 := Var[X;] € (0,00), S,, = X7 + -+ +

Fiir sehr grof3es n ist

Sh,

U\/—NNOI

O

X

gemifd dem zentralen Grenzwertsatz, d.h. fiir festes (und grof3es) n sind die typischen Fluktuationen

von S, von der Ordnung O(\/n).

Korollar 1.50 zeigt, dass die Fluktuationen von S, ,global (d.h., wenn wir ,irgendwo® auf dem
Pfad nachschauen diirfen), hochstens um einen Faktor (logn)!/2+¢ grofer sind als y/n. Der Faktor

aus Kor. 1.50 ist nicht scharf, tatsichlich gilt

lim sup Sn =1 fs,

n—oo \/2nc?loglogn

das sogenannte Gesetz vom iterierten Logarithmus (siehe z.B. [KI, Satz 22.9]).
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Kapitel 2

Austauschbarkeit

2.1 Grundsitzliches

Sei I eine Indexmenge und X, ¢ € I Zufallsvariablen mit Wertebereich £. E sei ein polnischer Raum
(d.h. E ist ein topologischer Raum, der so metrisiert werden kann, dass (£, d) ein vollstindiger und
separabler metrischer Raum ist, beispielsweise £ abzihlbar, E = R, E = R4, E = C([0,1])).

Definition 2.1. (X;);cs heiflt austauschbar, wenn gilt

L((Xi)ier) = L ((Xn(i) Jier)
fiir jede endliche Permutation 7 : I — I (d.h. 7 ist bijektiv und | {7 | 7(¢) # i} | < o0).

Bemerkung 2.2. (X;);es ist genau dann austauschbar, wenn fiir alle n € N und paarweise verschie-
dene 1, ... 1, € I, sowie paarweise verschiedene j, . . ., j, € I gilt

L((Xi,.... X)) =2((X},,...,X,,))

Beweis. Ist (X;)ier austauschbar, so gilt Z((X,,,...,X5,)) = ZL((Xj,,- .., Xj,)) nach Defini-
tion mit 7(ix) = ji. Andererseits ist £ ((X;)ier) festgelegt durch { £ ((X;) es) | J c I endlich},
denn ,endliche Zylindermengen® B;, x...x B;, x X, ;. (irin) FE; erzeugen die Produkt-o-Algebra
auf X, ; E;. O

Insbesondere haben X; und X dieselbe Verteilung fiir alle 7, j € 1. Die Umkehrung gilt im All-

gemeinen nicht.

Beispiel 2.3. i) Sind X;, % € ] unabhingig und identisch verteilt, so sind sie auch austauschbar.
ii) Teilfamilien austauschbarer Zufallsvariablen sind austauschbar.

iii) (Ziehen ohne Zurticklegen) Es seien N Kugeln in einer Urne, M schwarze und N — M weifie.
Ziche ohne Zurticklegen. Sei X; := 1yi_e kugelist schwarz}- FUr 1, ..., 2x € {0, 1} mitzy + ... +
N = M gilt

b

(i)

P(Xl =1‘1,...,XN =ZEN) = =IP>(X1 =ZE7T(1),...,XN =1‘ﬂ.(N)),

also sind die X austauschbar.



iv) (Miinzwurf mit zufilliger Erfolgswahrscheinlichkeit) Sei Y eine ZV mit Werten in [0, 1]. Gege-
benY = yseien X1, X5, ... ~ Ber(y) unabhingig und identisch verteilt (zum Beispiel realisier-
bar als X; = 1{y,<yy mit Uy, Us, . .. ~ Unif([0, 1]) w.iv. und unabhingig von Y").

Firn e Nundzy,...,x, € {0,1} mitz; +...+2, = sund jede Permutation 7 von {1, ..., n}
gilt:
P(Xi=x21,...,Xp=2,) =E[P(X; =21,..., X, =2, | V)]

-F llﬂ[ Yxl(l _ Y)l—xi] — E[Ys(l _ Y)n—s]

=E [H Yo to (1 - Y)l’”w1<i>]
i=1

= ]P)(Xl = Tr-1(1) - - , Xn = xw‘l(n))
= ]P)(Xﬂ'(l) =Ty -- 7X7r(n) = -rn)

Schreib- und Sprechweisen. S, := {Permutationen von {1,2,... ,n}} Ein 7 € S, fassen wir
auch auf als (endliche) Permutation von N via 7(j) = j fiir j > n.

Firx = (21,...,2,) € E™ definieren wir 27 := (Zr(1), . - -, Tr(n))-

Fir x = (21,22, . ..) € EN definieren wir 27 := (Z(1), Zr(2), - - -)-

Fir f : E™ - E’ (mit irgendeinem Wertebereich £’) definieren wir f™((z1,...,2,)) = f(z™).
Gegebenenfalls setzen wir (manchmal implizit) f : E" — E’in naheliegender Weise zu f : EN — £
fort, indem wir fiir x = (21, 2, ...) € EN definieren f(z) = f(x1,22,...,2,).

Definition 2.4. f : E" - E’ heifdt (n-) symmetrisch, wenn f = f™ fiiralle 7 € S, gilt. f: EN — E
heif§t n-symmetrisch, wenn f = f7 furalle 7 € S,,. f heifft symmetrisch, falls f n-symmetrisch ist fiir

jedesm € N.

Beispiel 2.5. i) Ist E=R, E' = R, so sind die Funktionen

) . Ty +...+T .
F((21,29,...)) := limsup a,, und f((z1,22,...)) = limsup = =~ symmetrisch.
n—oo n—>o00
n
i) a, :R*® >R, a,(x) =— Z x; ist n-symmetrisch, aber nicht m-symmetrisch fiir m > n.
nix

[ee)
iii) s:R® >Ry, s(x) = > |, ist symmetrisch.
n=1

iv) Fiirz € E* ist{(z) = — )  d,, n-symmetrisch (n-te empirische Verteilung).
i=1

Beispiel 2.6 (n-tes symmetrisiertes Mittel). Seik € N, ¢ : E¥ - Rund A,,(¢) : EN > R mit

A@)) = = T o).

* meSn

Dann ist A, (¢)(z) = A, (¢)(2™) fiiralle 7’ € S,,, d.h. A, ist n-symmetrisch.
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Definition 2.7. Sei X = (X,,), ein stochastischer Prozess mit Werten in E.
&, =0 (FoX |F:EY > R messbar und n-symmetrisch)
ist die o-Algebra der unter Permutation der ersten n Koordinaten invarianten Ereignisse.

&:= () & =0 (FoX|F:EY - R messbar und symmetrisch)

neN

hei$t die 0-Algebra der austauschbaren Ereignisse fiir X (kurz: die austauschbare o-Algebra).

Bemerkung. & = {X}(B)|B e Z(E)® mit B* = Bfirallen €S,,n € N}, wobei B™ =
{z™ | x € B}.

Beobachtung 2.8. Es sei .7 = N,y 0( Xy, Xpi1, . . .) die terminale o-Algebra fiir X'. Dann gilt
T ¢ E.

Beweis. Esgilto(X,,, Xpi1,...) € &pq,also T 8.
Betrachte |E| > 1 und wihle B € B(F) ~ {@,E}. S := ¥,°,15(X,,) ist &-messbar, aber
{S=S}¢yfﬁrSENO. O]

Lemma 2.9. Essei X = (X,,), eine Folge austauschbarer Zufallsvariablen mit Werten in E und
©: E¥ > R messbar mit E[|p(X)|] < 0o. Dann gilt fiir allen > k und m € S,

E[p(X) [ €.] = IE[@(X”) | &l fos

i) Blo(X) | &] = — Z P(XT) = Ap(9)(X).

! eSSy

Beweis. i) Betrachte zunichst A € &), der Form
A={F(X)€eB,...,Fi(X) e By}

fiir n-symmetrische, messbare Funktionen F}, ..., F}, : EN - Rund By, ... By € Z(R), ke N.
Sei € S,,. Dann ist

E[1ap(X)] = E[15, (F1(X))-1p, (Fr(X))p(X)]
=E[15, (F1(X7))- 15, (Fe(X7))o(X™)]
= E[15,(F1(X))- 15, (Fi(X))p(X™)] = E[14p(XT)].

Solche As bilden einen N-stabilen Erzeuger von &, daher gilt

E[p(X) [ n] =E[p(XT) [ &n]  fs.

7z) Damit gilt auch (f.s.)
Elp(X) | én] = Z Elp(X™) | &7] [ > p(XT) ] 5] E[An(0)(X) | &,]
! TeSn ! TeSn
= An(p)(X),
da A,, () als n-symmetrische Funktion &,-messbar ist. O
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2.2 Riickwiirtsmartingale

Definition 2.10. Sei .% = (F_,)nen, cine absteigende Filtration, d.h. %y, o %1 2 F5 o ...
X = (X_pn)nen, heillt ein .F -Riickwirtsmartingal (unter P), wenn

i) X, ist #_,-messbar und E[|X_,|] < oo fiir alle n € Nj.
i) E[X_,, | Z_n-1] = X_p-1 fs. firallen e N.

Beispiel 2.1 Sei X = (X, X5, .. .) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit Werten in R
und E[|X;]] < 00.Sei #_,, := &, und Y., := L 37 | X; n e N. Es gilt:

T n
1 n—1

é?n] -— Zl E[X; | &,]

1 n—-1
]E[Y—n+1 | ﬁ—n] =E [— Z X
n-1iH
1

n—ll
- Y X
n—lizlnlﬂez‘;n @
S D) (Xt Xa s s X)) = 1Y, -y
— — x(n- | n)=— .= _n
n_1Zz1n‘ ! 2 n J

(wobei wir in der zweiten Zeile Lemma 2.9 verwenden).

Bemerkung 2.12. Wegen X_,, = E[ X, | #_,], n € Nist ein Riickwirtsmartingal stets gleichgradig
integrierbar (vgl. Lemma 1.34).

Satz 2.03. Ser (X_,, ), ein Riickwértsmartingal beziiglich (.F_,, ) . Dann existiert ein X_oo mit X_,, —
X_co fo5. und in LY(P). Es gilt X_oo = E[ X | F_oo| mit F_oo := N F .
Beweis. Sei —oo0 < a < b < oo und UEZ’b) die Anzahl abgeschlossener Aufkreuzungen von unter a
nach iiber b im Zeitintervall -n, -n +1,...,~1,0. Nach Lemma 1.28 gilt:

1
b-a

E[UG7] < T BI(X - )] € (ol + BIX a[]) < 7 (Jal + E[LXo[)).

Also existiert U (@) := lim,, UEZ’b) mit E[U(ayb)] < 00,

Analog zum Beweis von Satz 1.29 existiert damit auch X_, := lim,, X_,, f.s. Mit Bemerkung 2.12
folgt X_,, > X_o in L1(P).

X_o ist F_-messbar (denn fiir jedes k£ € Nist limsup,,_,,, X_, = inf,,5; sup,,», X_,, nach
Definition .%_-messbar).

Sei A € F_ . Dann gilt
E[14X0] = E[14E[X, | Z,]] = E[14X_,] — E[14X ],
O

Korollar 2.14. Ser X = (X1, Xo,...) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit Werten
in Rund E[|Xq|] < oo. Set F_,, = &, T = Npo(Xn, Xosa, .. .) die terminale 0-Algebra und
& =Ny F_p, die austauschbare o-Algebra. Dann gilt

E[X: | €] = E[X,| 7] f5. und % S X, —— E[X, | €] fs. undin L' (P).
i=1 n=ee
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Beweis. Y., := 2 ¥, X, ist ein Riickwirtsmartingal (vgl. Bsp. 2.11). Es gilt

Y,->Y =E[X;|&] fs.undinL'(P)

nach Satz 2.13 (wobei wir aus Notationsbequemlichkeit den Index um 1 verschoben haben).
Y. ist 7 -messbar, denn es ist ein Grenzwert. Also gilt

E[X: | €] =Y 0 =E[Y.o | 7] =E[E[X, | ]| 7| =E[ X1 | T].
(fur das letzte Gleichheitszeichen verwende . [

Korollar 2.15 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). Seien Xy, Xs, ... unabbingige und identisch ver-
teilte, reelle Zufallsvariablen mit E[|X1|] < oo. Dann gilt

1 n
- Y X; — E[X1] fsundin L'(P),
i n—00

denn gemdfs Kolmogorovs o-1-Gesetz (z.B. [StochI-21, Satz 2.9] oder [KI, Satz 2.37]) gilt P(A) € {0, 1}
fiiralle Ae F, demnach E[ X, | 7] =E[X;] fs.

Satz 2.16. Sei (X)), austauschbar mit Werten in E und ¢ : E¥ — R eine messbare Funktion mit
Ell¢(X1,...,Xk)|] < co. Dann gilt

lim A, (9)(X) = E[p(X) | 6] = E[¢(X) | 7] fis und in L'().
Bewers. Nach Lemma 2.9 gilt A, (¢)(X) = E[¢(X) | &,]. Es gilt
&1268,0...08 =&,

alsoist (A,,(¢) (X)), ein Riickwirtsmartingal. Dann gilt nach Satz 2.13:
lim A, (0)(X) = E[p(X) [ £]

Zeige, dass lim,, A,,()(X) 7 -messbar ist: Sei ¢ € N und

Susim {m € Su 7)o w(B) 20}, Au(@) == ¥ 47

T meSn
Esist S, \ S, = U, {meS, | (i) < I} und somit |S,, Sn| < k(1 =1)(n - 1)!. Daher gilt
1

das heifSt A, ;(¢)(X) - A, (¢)(X) = 0in L}(P) und damit auch stochastisch.
Wihle eine Teilfolge n,,, / oo mit

Ani()(X) = An(0)(X) » 0 fis.

Dann ist lim,, A,,(¢)(X) = lim,, A,,,, (¢)(X) 0(Xj, Xi41, . . .)-messbar fiir jedes [ € N, also .7-
messbar. Mit der Turmeigenschaft (und .7 ¢ & nach Beob. 2.8) folgt

lim A, ()(X) = E[ lim A, (p)(X) | 7| = E[E[¢(X) | £]| T] = E[¢(X) | 7]
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Korollar 2.v7. Sei (X,,),, anstauschbar. Dann gibt es fiir alle A € & ein B € 7 mit P(A & B) =0,
Beweis. Sei Ae & co(Xy,Xs,...). Wihle Ay € 0( X7, ..., X}) mit

Dies ist moglich nach dem Approximationssatz fiir Maf3e (vgl. [KI, Satz 1.65])
Sei C, ¢ E* messbar, sodass Ay, = {(X1, ..., Xx) € Ck} und setze ¢y, := 1, xge. Dann gilt

gpk(X)k—> 14 fs.

(ggf. wihle eine Teilfolge k,, mit ), P(A A Ay, ) < o0). Dominierte Konvergenz fiir bedingte Er-

wartungen liefert
L= 5[14 | €] = B[ Jim pu(X) | ] = im E[u(X) | 6] = Jim Blu(X) | 7] =0 £

(im letzten Gleichheitszeichen verwende Satz 2.16).
1 ist 7 -messbar mit 1) = 14 f.s.und B := {¢) = 1} € J leistet das Gewiinschte.
(Mit N :={1p # 14} ist P(N) = 0undesfolgt P ({p =1} & A) <PP(N) =0. O

Korollar 2.18 (o-1-Gesetz von Hewitt und Savage'). Seien X1, Xo, ... unabbéingig und identisch ver-

teilt, so gilt P(A) € {0, 1} fiiralle A € &.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 2.17 zusammen mit Kolmogorovs o-1-Gesetz. O]

2.3 Struktur unendlicher austauschbarer Familien

Eine Heuristik. Sei F' = {1,2,...,k} und seien X1, X5, ... austauschbare, E-wertige Zufallsva-
riablen und sei

1 N
£N:N;5m

die N-te empirische Verteilung.

Gegeben &y sind (X1, Xo, ..., X)) verteilt wie Ziige ohne Zuriicklegen aus einer Urne. Fiir
my=|{1<i<n|z;=1}|mitm; +...+my =nund Notation (a), :=a(a-1)...(a-n+1)
gilt
(NEN{1}))my - - (NEN({ED) )

(N)n
(NEv({1}))m™ . (NEN({E}))™
Nn

(En({11)™ . (En({F}))m,
(Lo ({1I))™ - (€ ({K})) ™,

fiir N > 1, wenn wir fiir den Moment annehmen, dass sich die empirische Verteilung fiir N — oo

P(Xlle""7Xn=xn|§N):

~

Q

stabilisiert mit Grenzwert ., (was aus Satz 2.21 folgen wird).
Demnach: Gegeben £ sollten X, Xs, ... u.iv. (mit Verteilung £) sein.

'Edwin Hewitt, 1920-1999 und Jimmie Leonard Savage, 1917-1971

30



Definition 2.19. Es sei ({2,.%,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢,%; ¢ % ,i € I Teil-o-
Algebren. Die Familie (% );e; heilSt unabhingig gegeben ¢4, wenn fur alle endlichen J c I, A; «
;.7 € J gilt:

P(ﬂAH%)zHP(AH%) fs.

jeJ jedJ
Analog heifSen Zufallsvariablen (X ) ;e #unabhingig gegeben 4, falls (0(X;) ) ;e unabhingig gegeben

4. Zufallsvariablen (X;);es heilen unabhingig und identisch verteilt gegeben ¢, wenn die bedingten
Verteilungen gegeben ¢ gleich sind.

Bemerkung 2.20. i) (%) ist stets unabhingig gegeben ¢, wenn &, ¢ ¢ fiiralle i € 1.
ii) Unabhingigkeit gegeben {@, (1} ist die ,gewdhnliche” Unabhingigkeit.

iii) Sind ., ¢ %y ¢ %5 o-Algebren und ist (¥;);e; unabhingig gegeben .#; und unabhingig
gegeben 73, so folgt nicht notwendigerweise die Unabhingigkeit gegeben .%5.
Betrachte zum Beispiel X7, X5 unabhingige, reelle Zufallsvariablen, ¥; = 0(X;), ¢ = 1,2 und
tgal = {@,Q}, 92 = U(Xl + XQ) unda@\g = O'(Xl,XQ).

Satz 2.21 (Satz von de Finetti?). Sei (X,,),, eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in E. (X,,),,
ist genau dann austauschbar, wenn es eine o-Algebra G gibt, sodass (X,,),, unabbingig und identisch
verteilt gegeben 9 ist. In diesem Fall kann man 9 = & oder G = F wihlen.

Bewers. Sei zunichst (X,,), austauschbarund 4 = & oder ¥ = 7.
Seien f;: E - R beschrinkt und messbar und setze o (X) = [T, fi(X;). Gilt

Elor(X) | 9] =Elpp1(X) | 9] E[fu(Xk) | 9] firallek e N, (2.1)
so folgt induktiv

E[ﬁfi(Xi) 9] = ﬁ]E [fi(X:) | 9] firallekeN,
i=1 i=1

d.h. (X, ), sind bedingt unabhingig gegeben ¢ (lese f; = 1,, um wortlich an Definition 2.19 anzu-
schlieflen).

*Bruno de Finetti, 1906-1985
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Zeige also (2.1): Betrachte

A () AU = 17 k) fia (Kron) % 1 3 1e55)

! TeSy

1 n-— k+1 n
) = (M fi(X,)
(n)k-1 i1, ik%:{l ..... n}ﬂ l n- k+1 J; ’
p-w. verschieden Je{in,. g1}
1
YR
T jefin,oin_1}
n-k+1 1
fl(Xz ) +Rnk( )
n (n)k 217~;k 1 H l

pw. verschleden

= An () O ——E[o(X1)1¥]

mit [Ry, 1 (X)] < EL | fi] -+ | fell .. —— 0, also (mit Satz 2.16) folgt (2.1).

Seien nun (X, ),, unabhingig und identisch verteilt gegeben & und ¢ : E¥ - R beschrinkt und
messbar. Es gilt fur 7 € S,

E[p(X)] =E[E[¢(X) | 9]] = E[E[o(X") | 4]] = E[¢(XT)],

das heif$t (X,),, ist austauschbar. [
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Kapitel 3

Schwache Konvergenz und
charakteristische Funktionen

3.1 Vorbemerkungen/Erinnerungen zur mengentheoretischen
Topologie

Sei I ein topologischer (meist metrischer) Raum.
Folgende Begriffe werden in diesem Kapitel vorausgesetzt: kompakt, relativkompakt, folgenkom-
pakt, lokalkompakt, totalbeschrinkt. Es bezeichne

* C'(E) die Menge der stetigen Funktionen von F nach R,
* Cy(F) die Menge der stetigen, beschrinkten Funktionen von E nach R,
* C.(F) die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger von E nach R.

Offenbar: C.(E) c Cy(E) c C(F)

Eine Teilmenge A c E heifit o-kompakt, wenn es kompakte Mengen B,, ¢ E gibt mitU,, B,, =
A.

Definition 3.1. Sei y1 ein o-endliches Maf§ auf (£, B(F)).

i) p heildt lokal-endlich (oder Borel-MafS), wenn fur alle x € E eine offene Umgebung U von x
existiert mit ;4(U') < oo.

ii) p heiflt regulir (von innen), wenn p(A) = sup {u(K)| K c A, K kompakt} fiir alle A €

iii) g heilSt reguliir (von aufSen), wenn p(A) = inf {p(U) | A c U, U offen} fiiralle A € Z(E).
iv) p heildt Radon-Mafs, wenn es lokal endlich und von innen regulir ist.

Es bezeichne
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* M(E) die Menge der Radon-Mafle auf E,
* M;(FE) die Menge der endlichen Radon-Mafle auf F,
* M;(F) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf F,

* M. (F) die Menge der Subwahrscheinlichkeitsmafle auf .

Beispiel. i) Ist f:R? — [0, 0o] messbar mit f € L} (R?) und ist A das Lebesguemaf auf R, so
ist = f\ ein Radon-MaB mit pu(B) = [ 15(x) f(2)A(x).

ii) Ist £ = R, dann ist ju(dx) = 1.0y () 2 A(dz) + do(dz) nicht lokal endlich und nicht regulir

|z
von auflen.

iii) Ist & = R, dannist pu = } o 0,4 zwar o-endlich, aber nicht regulr.

Beobachtung 3.2. Sei F polnisch und y1 € M;(E). Dann gibt es zu jedem € > 0 eine kompakte
Menge K ¢ Emitpu(E N K) <e.

Beweis. Wegen der Separabilitit von £ gibt es fiir jedes n € N eine Folge (xl(n) ); ¢ E mit
UB:(a{") = E.
=1 "

Sei e > 0, wihle k,, mit
€

kn
’ (U B;(x?))) () - =

oo kn -
Die Menge A := (]| B (xf")) ist totalbeschrinke, also ist A kompakt (man sieht leicht mit einem
n=li=1 "

Diagonalfolgenargument, dass A folgenkompakt ist, was fiir metrische Rdume Kompaktheit impli-
ziert) und es gilt

— ) kn oo
p(ENA)<pu(ENA)< Z,u(E\UB1(x§n))) < Zzin:e.
n=1 ] " n=1

i=1

]

Definition 3.3. Sei F ¢ M(E) und sei C eine Menge von messbaren Funktionen von E nachR. C
heiflt trennende Familie (kurz trennend) fiir F, falls tir alle p, v € F gilt:

erC:ffdpL:[fdy =  u=r.
Beispiel 3.4. f: I/ — R heiflt Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante ¢ < oo existiert, sodass fur alle
x,y € Bgile |f(2) - f(y)| < cp-d(z,y).

B dw)

ist die Lipschitz-Konstante von f. Es bezeichne Lip( E) die lipschitz-stetigen Funktionen auf F und
Lipy () = {f € Lip(E) | Ly < 1},
Lip, (£) trennend fiir M (E), falls £ lokalkompakt auch Lip, (E) n C.(E).
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Beweis. Sei A € E abgeschlossen und sei € > 0.

1
pac(e) =1 (Zd(w. A) a1
erfiillt ps . = 1 auf Aund pa - (z) = 0, wenn d(z, A) > €. Esist pa- € Lip(E) mit L,, _ < 1.
Seien i1, j12 € M(E) mit
f Fdp = f fdps firalle feLip,(E)nL (1) n L (o).

Wir zeigen
p1(K) = po(K)  fiir alle kompakten K c E, (3.1)

dies impliziert 11 = p1o wegen der Regularitit.

Zu x € E existiert eine offene Umgebung U, mit p; (U, ) < oo und p12(U,) < oo, denn die f;
sind lokal endlich. Sei K kompakt,

n
KcU:=|JU,, fiirgeeignetex,...,x,.
i=1

Dann ist y11(U) < oo und p12(U) < oo und es gilt 6 := d(U<, K') > 0.
Falls € < ¢, dann gilt
1 <pre<1ly

und
Pk =~ 1k punktweise fiire 0,

also folgt mit dominierter Konvergenz auch
/ P dp; — p;(K) punkeweise fiir e N 0.

Wegen [ pre dpn =2 [ epre dpn =2 [ epr- dps = [ pre dps folgt p1 (K) = po(K), d.h. (3.1)
gilt.

Falls F lokalkompakt ist, kann man die U, so wihlen, dass U, kompaket ist, damit ist auch U
kompakt und somit gilt dann pg . € C.(E). O

3.2 Schwache und vage Konvergenz
Definition 3.5. Essei F ein metrischer Raum.

i) Seien pi, fto, ..., 1t € My(E). Man sagt, fi,, konvergiert schwach (engl. weakly) gegen 11, wenn
firalle f € Cy(E) gilt f Fdpy — f Fdu fiirn — oo.

Man schreibt auch ji,, = p schwach oder pt,, — 1 oder j = w — lim fu,,.
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ii) Seien fi1, fi2, ..., € M(E). Man sagt, i, konvergiert vage (auch vag, engl. vaguely) gegen 1,
wenn

fiiralle f € C.(E) gilt f dpy — [ Fdu fiirn — oo.
Man schreibt auch 1, = p vage oder py, 5 poder = v - lim fu,.

Bemerkung 3.6. Wenn F ein polnischer Raum ist, so ist der schwache Limes einer Folge 1, eindeu-
tig. Falls &2 zudem lokalkompaket ist, so ist auch der vage Limes eindeutig (dies folgt aus Beispiel 3.4).

Beispiel. Betrachte £/ = R.

1. Esgiltds — 5 8o, aber

n MN—>00

61((0,00)) =1+ 0=00((0,00)) und 61 ((~00,0]) =0 + 1 = §((-00,0]).
2. 0, — 0-MaR, aber (6n)n konvergiert nicht schwach.

Beobachtung 3.7. Sei E lokalkompakt und polnisch. Ist (1) ¢ M(E) mit p,, — p, so gilt
w(E) < liminf, u,(EF).

Beweis. Wihle fy € C.(E) mit fy ~ 1. Dann gilt

[L(E)Zfl d,u:]\l[im /fN d,u:]\lfim lim ffN d,unSAlfim lim 0, (F) < liminf p, (E).
O

Satz 3.8 (Portmanteau-Theorem). Sei E ein metrischer Raum und pu, ji1, fia, . .. € M (E). Dann
sind dquivalent:

7) p=w-1limpu,.
ii) [ fdp, — [ f dufiiralle f € Co(E)nLip(E).

iit) [ f dun — [ [ dp fiir alle beschréinkten, messbaren f mit u(Uy) = 0, wobei Uy ¢ E die Unste-
tigkeitsstellen von f bezeichne (d.b. f ist p-f.i. stetig).

iv) liminf ji,(E) > p(E) und lim sup pu, (F) < p(F) fiir alle abgeschlossenen F c E.

v) lmsup p,(E) < p(E) und liminf p,(G) > u(G) fiir alle offenen G c E.

n—00

vi) pun(A) = u(A) fiiralle A € B(E) mit ;1(0A) = 0.
Wenn E zudem lokalkompakt und polnisch, so sind anch dquivalent:
vir) p=v-lmp, und p(E) = lim p, (E).

viiz) p=v—lmp, und p(E) > limsup p, (E).
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Beweis. iv) <= v)v/ (Fistabgeschl. & G = E \ I offen (und p(G) = u(E) — p(F)), Eist
zugleich offen und abgeschlossen)

w)&v)=—=vi)y/ (AN0OA-= Alistoffen, AUOA = Aist abgeschlossen,
liminf p, (A) > liminf g, (AN 0A) = u(A~ 0A) = u(A),
lim sup p,, (A) < limsup p, (AU 0A) = (AU dA) = u(A).)

i) = i) == i)/ (f stetig= Uy = und Lip(E) c C(F))
ii)==1v): f =1 € Lip(E)nCy(E),also u(E) = [ 1 dp = lim p,, (E).
Sei F' ¢ E abgeschlossen,

pre(x)=1- (%d(:p, F)a 1)

erfiillt pp . € Cp(E) nLip(E) und 15 < pp . (vgl. Bsp. 3.4). Mit monotoner Konvergenz folgt

limsup p,, (F') < ing lim fppﬁ dpiy, = in(f]‘fpp75 dp = f 15dp = f 1p dp=p(F).
e>0) n—oo e>

n—oo

vi) == 1i) : Sei f beschrinkt und messbar mit ;1(Uy) = 0. Beobachte zunichst: Stets gilt fir D €
#(R)
of (D) c f(9D) v Uy

Seidazux € Of1(D) und f stetigin 2. Zeige: Dann gilt x € f~1(9D).
Sei § > 0, da = Stetigkeitspunkt ist, existiert ein € > 0 mit f(B.(x)) c Bs(f(x)).

Wegen z € Of1(D) gibteseiny € f1(D) n B:(z) undein z ¢ f~1(D),z € B.(z), dh.
ze f[7Y (RN D)n B.(x). Somit ist

f(y) € Bs(f(x)) n Dund f(2) € Bs(f(x)) n D*.

Da § > 0 beliebig ist, folgt x € f~1(0D).
Sei nun

A={yeR:u(f({y})) >0}
(dies sind die Atome des Bildmafles y1 o f~1). A ist hdchstens abzihlbar, also gibt es

NeNundyo<—|fllo <y1 <y2<...<yn-1<|fll <ynymity; ¢ Aund |y;11 - yi| <e.
Sei B = f~'([yi1,9:)) fiiri = 1,..., N,dannist E = U, E; und es gilt

R(OE) < (™ (0)}) + (£ () }) + 1(Up) = 0.
Also folgt

N N N
limsup [ f dp, < limsupf > yilp, dp, = limsup Y (Ei)y; = Y u(E;)y; < €+[ [ dp.
=1

n—o00 n—00 n—oo ;-] i=1
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Das analoge Argument fiir — f und € v 0 zeigt 7ii).

i)= i)y (C.(F)cCy(E)undleCy(E))

vit) = viii)

viit) == viz) : Es gelte it = v — lim yu,, und p(E£') > limsup p,, (E'). Nach Beobachtung 3.7 gilt aber
auch p(F) < liminf, p,(E), d.h. p(E) = lim p, (E).

vii) == v):Sei G c E often und € > 0. Wihle (mit Beobachtung 3.2) ein
K c G kompakt mit u(G ~ K) <e.
Da E lokalkompakt ist, gibt es eine kompakte Menge L mit K ¢ L ¢ L ¢ G. Esistd := d(K, L°) > 0
und fiir pgc5(2) == 1 - (%d(z, K) A1) gilt 15 < pis < 11, < 1 und pre s € C.( E). Damit folge
liminf 1,(G) > liminf [ pcs don = [ oo d> p(K) > p(G) <.
Mite i 0 folgt nun v). O

Definition 3.9. Seien X, X1, X, ... Zufallsvariablen mit Werten im metrischen Raum E. X, kon-
vergiert in Verteilung gegen X , wenn die Verteilungen £(X,,) € M (E) schwach gegen L£(X') kon-
vergieren. In diesem Fall schreibt man X, D X oder X, = X furn — oo. Gelegentlich schreibt

man X,, — pbzw. X, = p, wenn p = £(X') und X unspezifiziert bleibt. .

Sind X, X7, Xs, ... Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum mit Werten in ei-
nem separablen metrischen Raum FE, so sagt man X, - X stochastisch, falls d(X,,, X') - 0 stocha-

stisch. In diesem Fall schreibt man X, 5x.
Gilt X, = X stochastisch, so giltauch X,, = X, denn fiir f € C,(E£) n Lip(F) gilt
[ELf(Xn) = F(X)] <E[Ly - d(Xn, X) A 2| fll o] =0

(dann verwende Portmanteau-Theorem, Satz 3.8, 77).)
Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Beispiel. Seien X, X, X», ... unabhingig und identisch standardnormalverteilt. Dann gilt X,, =
X, aber nicht X, 5 X.

Beobachtung 3.10 (Lemma von Slutsky). Seien X, X1, Xy, ..., Y1,Y5, ... Zufallsvariablen mit Wer-
ten im separablen metrischen Raum E. Gilt X,, = X und d(X,,,Y,,) — 0 stochastisch, dann gilt
auchY, = X.

Beweis. Sei f € Cp(E) nLip(E). Danngilt |f(z) - f(y)| < Ly-d(z,y) A2 f] ... Also gilt

BLA(Ya) = fFCON S E[f(Yn) = f(Xa)[] + [E[f (Xn)] - E[f(X)]|
SE[Ly-d(Xn, Yn) A2 fllo]+ELF(X)] - ELF(X)]] — 0.
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Lemma 3.11 (Continuous mapping theorem). Seien (Ei,dy) und (Es,dy) metrische Riume, ¢ :
Ey — Ey messbar, U, die Menge der Unstetigkeitsstellen von .

i) Sind pi, i, 1o, ... € My (By) mit i, = prund ju(U,,) = 0, 50 gilt j1, 0 o = pro oL,
iz) Sind X, X1, Xo, ... Ey-wertige Zufallsvariablen mit P(X € U,) = 0 und X,, = X, so gilt
p(Xn) = o(X).

Beweis. i) Sei f € Cy(Es),dannist fog : By — R beschrinkt und messbar und es gilt Uy, ¢ U,
d.h. 11(Ufeyp) = 0. Also gilt nach Satz 3.8 4it)

ffd(un°s0‘1)=ffwdunW—;ffosodwffd(uw‘l)-

ii) Setze i, = £(X,,) und pr = £(X'). Dann folgt die Aussage mit ).
[

Bemerkung 3.12 (Der Fall £ = R). € M (R) ist durch seine Verteilungsfunktion F),(z) =
p((—o0, z]) festgelegt (siche z.B. [StochI-21, Satz 1.27] oder [K], Satz 1.60]).

Seien F, [, F, . .. Verteilungsfunktionen von W’mafen. (F,),, konvergiert schwach gegen F,
geschrieben F;, D Foder F,=F, <

F(z)=lim F,(x) fiir alle Stetigkeitsstellen = von F'.

Falls F, Fy, I, . .. Verteilungsfunktionen von Sub-W’mafien sind, fordern wir zusitzlich F'(o0) >
limsup,, F;,(o0) (wobei F'(o0) = lim, o F'(x)). Seien i, fi1, ft2, -+ € M1 (R) mit zugehdrigen
Verteilungstunktionen F, i, Fy, . . ., dann gilt

o=y = 5 F.

»= 1 x Stetigkeitspunkt von F, soist u({z}) = p(9(-o0, x]) = 0, also

Fo(x) = p((~00.2]) — p((~00.2]) = F(x)

n—oo

nach Satz 3.8, v7).
»<=":Sei f € Lip(E) n Cy(E), nach Satz 3.8, iz) geniigt es zu zeigen, dass

[ = [ fan (2)

Seie > 0, wihle yp < y1 < -+ < yn Stetigkeitsstellen von F' mit F'(yo) < ¢, F'(yn) > F(o0) — ¢,

Yi —Yi-1 <E.
Also (L sei die Lipschitz-Konstante von f)

[ F i < 171 (Fu) + F(o0) = Eu)
+ ; (f(yl) + Lfg)(Fn(yi) - Fn(yi_1)).
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Nach Vor. gilt F},(v;) = F(yi), F.(00) - F(o0) fiir n - o0, demnach

N
lirgisoljp fdu, < 5(2||f||ooLf) + Z; f(yi)(F(yi) - F(yi-1)
<2(2flls) + [ fdp

mit e | 0 folglich
limsup [ fdu, < f fdpu.

n—>oo

Dasselbe Argument angewendet auf — f zeigt lim inf f fdu, > f fdu, d.h.(3.2) gilt.

3.3 Straffheit

Definition 3.13. Sei E ein metrischer Raum. K ¢ M ¢(E) heiflt straff (engl. right), falls fiir jedes
¢ > 0 eine kompakte Menge K c F existiert mit

suppu(EN K) <e.
nekl

Beispiel 3.14. i) Ist £ polnisch, so ist {y} fiir jedes 1 € M;(E) straff nach Beobachtung 3.2.
Genauso ist jede endliche Menge { i1, pt2, . . ., pin } € M(E) straff.

ii) Ist £ kompakt, so sind M;(E) und M, (E) straff.

iii) Sind Xj,i € I reelle Zufallsvariablen mit sup E[|X;|] =: ¢ < oo, soist {L(X;) | i € I} straff,
denn mit der Markov-Ungleichung gilt

IP’(|XZ-| > 9) <SE[IX.[] <¢
15 C

fir alle 7 € I und fur jedes € > 0.
iv) Auf F =Rsind {0,, | n € N}, {N(0,n) | n €e N}, {Unif([-n,n]) | n € N} nicht straff.
Satz 3.15 (Satz von Prohorov'). Sei E ein metrischer Raum und K ¢ My (E). Dann gilt:
§) Ist K straff, dann ist KC relativ (folgen-Jkompakt beziiglich scohwacher Konvergenz.

11) Ist E gudem polnisch, so gilt auch die Umkebrung, d.b. ist K relativ (folgen-)kompakt bzgl. schwa-
cher Konvergenz, so ist K straff.

Korollar 3.16. Ist E kompakt, so sind M1 (E) und My (E) schwach (folgen-) kompakt.

"Yuri Vasilyevich Prohorov, 1929-2013
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Beweis von Satz 3.15. 1) Sei KC straff. Wihle kompakte Mengen K ¢ Ky c ... c I, sodass fiir alle
J € Ngilt

1
supp (BN Kj) < -.
uelkl J

U521 K ist o-kompakt und es gilt p (E~ Ui, K ;) = Ofiiralle 1 € K. Wir nehmen also o.E. an, dass
FE selbst o-kompakt (insbesondere separabel) ist, ansonsten schrinke die 41 ein auf £’ := U2, Kj.

Sei x1, 9, . .. eine Aufzihlung einer dichten Teilmenge von F.

H = {UKJ; NB.(x,)|meN, j;,eN [;eN >0, ¢ e@}
=1

ist ein abzihlbares System von kompakten Teilmengen von E. Sei (f,) ¢ K und sei H =
{H,, Hs, ...} eine Aufzihlung von H. Wihle eine Teilfolge nj, 7 oo, sodass

limn i, (H) = a(H)

tir alle H € H existiert (mdglich durch Diagonalargument).

Fiir G c F offen sei
p (G) =sup{a(H)|HeH,Hc G}, p(@):=0,
tir B c E beliebig sei
p*(B) :=1inf {p*(G) | G offen, G > B}
(beachte: ist ;* wohldefiniert, fiir offenes G fallen die beiden Setzungen zusammen).

Zeige nun: 11* ist ein duferes Maf3.
Nach Definition und Konstruktion gilt

p(2)=0 und p*(B)<p*(B') firBcB'.

Zur o-Subadditivitit: Seien Gy, Gy, ... ¢ E offene Mengen, H > H c U;2; G,. H ist kompakt,
daher existieren 7 € N, j; € N, ¢; € (0, 00) N Q und paarweise verschiedene m; € N mit

r -

Hc|JB.(xj,) und B.(xj,)cGpy, firi=1,...,r

=1

und nach Konstruktion ist /' ¢ K;; fiir ein (gentigend grof3es) jo € N.
Sei

Hyo= Kjon L_Jl {B‘Ei('xji) | Bsz‘(mﬁ) c Gm} ’

Esist H,, cG,,und H c H,,,, ... U H,, ,also

a(H)<a(Hpy) + ... +a(Hpy,) <p (Gpy) + .o+ 15 (G,) < zu*(Gn).
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Nehme das Supremum iiber alle H ¢ G, so folgt

M(G Gn) < S ()

Seien nun By, By, ... ¢ E beliebig. Wihle G, often mit B,, ¢ GG, und
15 (By) > 1 (Gy) - 23 fiire > 0.

Dann gilt
* * * * — * - * 8 - *
’ (Uan)Su (uan)s MIR(BED (USRS PRy
n= n=1 n=1
Mite N\ 0 folgt die o-Subadditivitit von p*.

Zeige weiter, dass
jede offene Menge G ¢ E 11" -messbar ist,

d.h. firalle B c Egile p*(B) = p*(BnG) + p* (B n G°).
Seien dazu G c E offen, B c E beliebig und € > 0. Wihle

O > B offene Obermenge mit ;1*(O) < p*(B) +¢,
HieHmit HHcONGund p*(OnG) <a(Hy) +e,
Hy e Hmit Hyc On Hfund p* (O n HY) < a(Hs) +¢.

Danngilt Hy n Hy = 2,0 nG°c On Hf und H; u H, ¢ O. Mit Monotonie von p1* folgt nun

w(B)+e>p*(0)>a(H,uHy) =a(H)+a(Hy) > p*(ONnG) +p* (OnG) - 2¢
>p*(BnG)+p (BnG®) -2¢
> p(B) —-2¢

Mite N 0 folgt nun die 1*-Messbarkeit von G'. p* ist also ein dufleres Mafd und die Erzeugermengen
von B(E), die offenen Mengen, sind p¢*-messbar. Nach dem Satz von Carathéodory (z.B. [StochI-21,
Satz 1.22] oder [Kl, Satz 1.41/1.53]) 1* ein Maf§ auf B(E).

Zeige nun, dass (1* = w — limy_, o0 fin, . Es gilt furalle j e N
. ) 1
pw(E)>a(Kj;) = 1}1_210 fny, () > llIlcrlsupunk(E) -5

also p*(E) > limsup p,, (E).
Sei G ¢ E offen und H € H mit H c G. Dann gilt

a(H) = lim ju,, (H) < lim p1,, (@) < limin p,, (G).

Nehme nun das Supremum tiber H ¢ G, H € H, dann folgt *(G) < liminf i, (G). Mit Satz 3.8
v) folgt nun die Behauptung.
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77) Sei E polnisch und z1, z, . .. eine Aufzihlung einer dichten Teilmenge von E. Setze

N
An,N = UB;(IZ),
=1 "

esgilt A, N /' Nooo I fiirjedesn € N.
Sei £ ¢ My (E) schwach relativ (folgen-) kompakt und
¢ :=sup Inf su AS ).
sup inf m}gu( N
Zeige, dass 6 = 0. Sei n so grof3, dass es fiir jedes N € Nein p1n € K gibt mit ,uN(Af%N) > g. Sei N},

eine Teilfolge mit N, ./ oo und pp;, 5 f€ Mo(FE).Da A;N abgeschlossen ist, gilt mit Satz 3.8
)

| S

f( A5 ) 2 limsup pp, (A5, ) 2 limsup py, (A5 5, ) 2

k—oco k—o00

Mit N — oo folgt 0 = i(@) = limy-c0 (A5, ), also auch § = 0.

Zue > 0wihle n, N, € Nmitsup,.c (A5 y. ) < 55- A= Np2; Ay, ist totalbeschrinke, d.h.
wegen der Vollstindigkeit von E ist A kompakt. Dann gilt fiir alle 11 € K:

McaﬂsmAw=u(©A;m)ﬁ2““ﬁm)<i§%=&

also ist /C straff. m

Beobachtung 3.17. Sei E ein polnischer Raum und seien ye, i1, ft2, . . . € M<1(£). Dann sind dqui-
valent:

i) p=w-limpu,.
ii) {pn | n € N} ist straff und fiir eine trennende Familie C ¢ C,(E) gilt
ff dpi,, — ff dy firalle feC.
Beweis. i) = 4i). Sei = w — lim y,,. Nach Definition gilt [ f du, - [ f dpfiralle f € Cy(E),

insbesondere also auch fiir alle f € C fiir jede trennende Familie C ¢ C,(£). Die Straftheit von
{itn, | n € N} folgt mit Satz 3.15 77).

i1) = ). Angenommen /1t # w — lim f1,,. Dann gibt es ein g € C,(E), ein € > 0 und eine Teilfolge

(nk)k,nk S 00 mit
| [ g~ [ gin

Nach Satz 3.15 i) gibt es eine Teilfolge (14, ); und ein v € M1 (E) mit fiy,, — v.Dann gilt fiir
J J—o0

alle feC
[ rav=1m [ pap, = [ rdn
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Da C trennend ist, gilt 1t = v. Andererseits ist aber auch

‘fgdv—fgdu

was zu einem Widerspruch fihrt. Es muss also po = w — lim yu,, gelten. ]

e,

Bemerkung 3.18. Sei E lokalkompakt und polnisch und seien (i, f41, o, . .. € M(E). Dann sind
dquivalent:

i) p=w-1limp,.

i) p=v-1limu, und pu(F) > limsup p,(E).
iii) p=v—1limp, und {p, | n € N} ist straff.
Beweis. i) <> i7) gilt nach Satz 3.8.

1) = iiz) folgt aus Satz 3.15 (eine schwach konvergente Folge ist selbst schwach relativ folgenkompakt).

717) = 1) : Sei L ¢ E kompakt mit sup,, ft,(E' N\ L) <1, h € C.(E) mit h > 1. Dann gilt

sup p,(E) <1 +sup[ hdp, < oo,

demnach ist auch ¢ := u(E) v sup,, pt, (E) < 00. Dann sind

!/ 1 ! 1
= =gy g, = =i € Mo (B),
C C

also pi!, = .
Da E lokalkompakt ist, ist C.(E) trennend fiir M (E), also folgt y/ = w — lim 41/, mit Beob-
achtung 3.17 und damit auch p = w — lim p,,.. [

3.4 Charakteristische Funktionen

Vorbemerkung. Sei F ein messbarer Raum. Eine Funktion
fiE—-C=z2R? 2~ Ref(x)+ilmf(x)

ist genau dann messbar, wenn Ref und Im f messbar sind (beachte Z(R) ® Z(R) = #(R?) =
AB(C)). Ist f1 ein Mafl auf F, dann heiflt f j-integrierbar (schreibe auch £f (1)), wenn Re f, Imf €
L1(p). Es gile

fele(n) = Ifl=\ffeli(n),
denn [Refl, Imf| < |f| = ((Ref)? + (Imf)2)? < /2 (|Ref| + |Imf]). Man setzt

/fdu::fRefdquifImfdu.

Das Integral ist C-linear (Ubung) und es gilt
< [ Ifldp.

iz
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Definition 3.19. Sei y € M ¢(IR?). Die Funktion

R f o

heiflt die charakteristische Funktion von p. (Wir notieren das Skalarproduke als (¢, z) = Y4, tjz;.)
Fiir eine R%-wertige Zufallsvariable X schreiben wir

ex(t) =E[e] = o) (t). (3-4)

Bemerkung. In der Analysis ist auch die Bezeichnung Fourier-Transformierte tiblich, zum Teil mit
anderen Vorzeichenkonventionen.

Beispiel 3.20. i) Ist X diskret, so gilt ox (¢) = ¥, P(X = z)e¥t%), insbesondere ist
PBer(p) (t) = peit +1 - D,

PBin(np) () = ) (k)pk(l —p)v ket = (pet +1 - p)",
k=0

SYNP i it _
@Poi()\)(t) = Z e Aﬁe th _ oA(e"-1)
k=0 :

ii) Esist Oar(uo2)(t) = eit1=37°t Betrachte ohne Einschrinkung (vgl. Lemma 3.21, 7)) den Fall
p=0,02=1 Esgilt

© e L2 2 el en? _2
@N(M»UZ)({:) = [ € \/%6 2 dl’ =€ 2 [ \/%6 2 d(L‘ =€ 2,

=1

i) QUnir1.17) () = %[11 G o = % [11 cos(tz) dw = w

Lemma 3.21. Seien X und Y Ré-wertige Zufallsvariablen, a € R und b € R Dann gilt:
) lox(t)| <1 =0x(0) und px ist gleichmiifSig stetig.

i7) Pax+p = € (at).

iii) p_x(t) = ©x (t). Insbesondere ist px reell, wenn X symmetrisch verteilt ist.

v) Sind XY unabhiingig, so ist px.y(t) = ox(t)y (). Analog ist 0., = @upy fiir p,v €
M (R2).

v) 0<1-Repx(2t) <4(1-Repx(t)).
Beweis. i) Offenbar gilt |px ()] < 1= ¢x(0).

Zur gleichmifligen Stetigkeit von ¢ x : Seie > 0 und K so grof3, dass

P(X ¢ [-K,K]) <

>~ ™
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Dann gilt (beachte |e? — 1| < |y|, y € R) fiir t, ¢’ € R mit |t — /| < 0 := —

4/dK
[ex () = o (#)] < B [Jeite) - it )]]
<P (X ¢ [-K, K]+ E[[e X — 1) X)) 1 g ga(X)]
<P(X ¢ [-K K] +E[[(t -/, X)) 1k s0(X)]
<2P(X ¢ [-K,K]") +E [5@21{ : 1[,K7K]d(X)]
<eg

ii) Es gilt:
Paxn(t) = E[e6aX 0] 2 E[et0)eilatX)] = ¢ift0) o (at).

iii) Es gilt:

<p,X(t) -F [ez’(t,—X)] -E [e—z‘(t,X)] - [ez‘(t,X)] — QOX(t)-
iv) Da X und Y unabhingig sind, gilt:

oxsy =E [ei(t,X+Y)] -F [ei(t,X)ei(t,Y)] -E [em,x)] E [€i<t,Y>] = ox (H)ey(1).

v) Mit Hilfe der Additionstheoreme des Kosinus gilt:

0<1-cos(2(t, X)) =2(1-cos*({t, X))) = 2(1 + cos({t, X)))(1 - cos({t, X)))
<4(1-cos((t,X))).

DaRe ¢x(t) = E[cos((t, X))], folgt damit die Behauptung.

Definition 3.22. SeiK € {R,C}.C c C,(E, K) heiflt eine Algebra, wenn gilt
i) 1eC.
ii) f+g, fgeCfiralle f,geC.
iii) af eCfiralle feC, acK.
C heifdt Punkte trennend, wenn fiiralle z + y € F ein f € C existiert mit f(x) # f(y).

Satz 3.23 (Satz von Stone-Weierstraf3?). Sez E ein kompakter, topologischer Raum, K € {R, C} und
C c Cy(E,K) eine Punkte trennende Algebra. Falls K = C sei zudem C abgeschlossen unter komplexer
Konjugation. Dann liegt C beziiglich der Supremumsnorm dicht in C,(E, K).

Beweis. Bemerke zunichst: Der Abschluss C von C beziiglich der Supremumsnormtopologie ist
selbst eine Algebra. Betrachte zunichst den Fall K = R.
Wir zeigen zuerst, dass
f,ge? — ng,ngeE.

*nach Marshall Harvey Stone, 1903-1989 und Karl Theodor Wilhelm Weierstraf3, 1815-1897 benannt
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Sei dazu p, (t) eine Folge von reellen Polynomen mitsup;.(q 1} [Pn (t) - V| = 0,n — oo (wihle zum

Beispiel die Bernstein-Polynome p,,(t) = Yj—o (Z)tk(l - t)"‘k\/%). Sei( # f € C. Dann gilt

— )2\ gleichmigi -
Cs o pa( L) B85 1y e

IFle e
Somitsindauch fvg=1(f+g+|f-g|)eCund fArg=3(f+g-|f-g|) eCfirf,geC.
Seinun f € Cy(E,K),z € Eunde > 0. Zeige, dass es ein g, - € Egibt mit
gze(x)=f(z) und g..<f+e (3.5)
Da C Punkte trennend ist, gibtes zujedem z € E, z #
ein H, e Cmit H,(z) #+ H.(z) = 0.
Setze

f(z) - f(=)

() = J(0) + =

Dannist i, € C und es gilt

H.(y), ho(y)=f(x).

firallez € E: h,(x) = f(x) und h.(2) = f(2).

Also existiert eine offene Umgebung U, von z mit h,(y) < f(y) + ¢ fiiralle y € U,. Da E kompakt
ist, lasst sich &/ mit endlichen vielen solcher Umgebungen iiberdecken, d.h. Ec U,, u...uU,, fir
geeignete 21, . . . , 2. Somit erfiill

Goe=min{h, ... h, }eC (3.6)

die geforderten Bedingungen in (3.5).

Seinunz € F'und € > 0. Wihle g, . gemif (3.6) und wihle eine offene Umgebung V,, von = mit

gz,s(y) 2 f(y) —¢ firalle Y€ ‘/z

Da E kompaktist,ist £ c V,, u...UV,

Tm

fiir geeignete 1, . . ., Tpy,. Setze

g = 1max {9331757 e 7g$rm€} :

Danngilt f —e < g < f + ¢, also liegt C dichtin G, (£, R).

Betrachte nun den Fall K = C. Fiir f € Cist Ref = 3(f + f), Imf = 2(f - f) e C.C" ==
{Ref | f €C} c Cy(E, R) ist eine Punkte trennende Algebra. Es gilt

Re(fg) = Re(f)Re(g) -Im(f)Im(g) und Im(f) =Re(-if),
alsoist C = C’ +iC’ und liegt damit nach dem ersten Fall dichtin C, (£, C). O

Korollar 3.24. Sind j1,v € M(R?) mit p, = p,, so0 gilt j1 = v.
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Beweis. Wir zeigen
/f@szw fiir f € C,(RY),
dies impliziert it = v nach Beispiel 3.4.

Sei f € C.(R%),0.E. f #0.Sei 0 < € < 1 und K so grof3, dass

supp(f) c [-K, K%, p(RIN[-K,K]?) < und v (RN [-K, K]%) <

£ £
2[fle+1 2[fle+1

Firm = (my,...,mg) € Z?und x = (21, ...,74) € R? sei
L
fm(x) =exp (zg(m,x)).

Die von { fy, x | m € Z%} erzeugte Algebra C trennt Punkte von R4/2K 7. Nach Satz 3.23 gibt es
ein g € C mit |f - g| < e auf [-K, K| und es gilt (beachte: g € C ist 2K -periodisch, insbesondere

gilt[|g]loo = SUD,e[_f 112 [9(2)])

[ 1F =l (K K1)+ 21+ ) (RIS [ KT (-1 KT +-
<ep(RY) +e.

Die analoge Abschitzung gilt ebenso fiir v. Zusammen folgt daher

| [ ran- [ ravi<| [ gdu- [ gavl+ [1r-gldu+ [ 1f-gldv <e(u(R)+v(RY)+2e.
=0da:;u=<pu
Mit e ~ 0 folgt damit die Behauptung. O]

Korollar 3.25. ;1 € M ([0, 00)) ist durch seine Laplace-Transformierte

L,(\)= [e”\u(dx), A>0
eindentiyg festgelegt.

Beweis. Betrachte £ = [0, o). E ist kompake. Fiir A > 0 sei

0, A>0

:E—[0,1], e x<o00, o0+
B~ (0] {L A=0

C={Xitiaifr, |neN, a; eR, \; >0} ist eine Punkte trennende Algebra, also folgt die Behaup-
tung mit Satz 3.23. O

Korollar 3.26. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in [a,b]. Dann ist ibre Verteilung durch ihre
Momente m,, := E[X™]|,n=0,1,... festgelegt, denn die Polynome liegen dicht in Cy,([a, b]).
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Bemerkung. Die Aussage des Korollars gilt nicht, wenn der Wertebereich von X unbeschrinkt ist.
Betrachte dazu folgendes Gegenbeispiel: Sei X ~ A (0, 1) undsetze Y := e*.Y istlog-normalverteilt
mit Dichte fy (y) = \/%—W%e‘%(logy)Q, y > 0. Esgilt:

o 1 1.2 1,2 1,2 1
e 2 2 dx-e2™ =e2

mn:E[Y”]:E[e”X]:[oo v

1

Sei b > 0.}, habe die Verteilung P(Y} = be) = Clbb‘ke‘2k2, keZmitCy:= Y, b*e~2% Dann
gilt fiir die Momente von Y:

n ke 3k ~(k-n) g3 (k-n)?
)= e () T = T = -

=—=1.
kel Ob keZ Cb CYb

Esgiltalso E[Y™] = E[Y}"] = ¢3™, aber Y und Y} haben offensichtlich nicht dieselbe Verteilung.

Satz 3.27 (Lévys® Stetigkeitssatz). Seien P, Py, Py, ... € My (R?) mit charakteristischen Funktionen
¥ P1, P25 - -

i) Ist P =w-1im P, so gilt ©,, — @ lokal gleichmdi(Sig.

ii) Es gelte p,, — [ punktweise gegen ein in o stetiges f:RY — C, dann gibt es ein QQ € My (R?) mit
f=pqundQ=w-limP,.

Lemma 3.28. Sei F ¢ My (R?) straff: Dann ist {¢,, | pn € F} gleichgradig gleichmiifSig stetig, das
heifSt fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir alle t,t' € R mit |t —t'| < 0 gilt

sup |, (t) = @u(t)] < e
peF

Bewers. Es gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

[eu(®) = u() < | [ (00 < 1) (€45) ()

< J et 1 utda)- [ Jee )
=1

- fR (et = 1) (el - 1) pu(de)
- fRd 2(1-Re (")) u(dz)
- 2(1 - Re(p,(t - 3)))

Wihle K so grof, dass sup . 1 (R? ~ [- K, K]?) < % und wihle § so klein, dass

2

2
firalle[u| < dgile  sup |1 -ewo)| < =,
we[-K,K]4 6

*nach Paul Lévy, 18861971
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Dann gilt fiiralle o € F, ¢, ' € R4 mit [t — /| < d:

/ ’ i(t-t'x g e
|<pu(t)—g0#(t)|2£2(1—Re(gpu(t—t)))sQf‘l_e(t ¢, )‘M(dx)32(€+2€):52.
]

Beweis von Satz 3.27. 1) Die punktweise Konvergenz ¢,, — ¢ ist klar, lokal gleichmifige Konvergenz
folgt damit aus Lemma 3.28:

Sei K ¢ R kompakt, € > 0, wihle § > 0 so klein, dass

€
t-s|<d = sup [on(t) = n(s)l VI (t) —p(s)l < 5.
Wihle t1,...,t, € K mit K c | Bs(t;), no so grof}, dass
i=1

_max. lon (i) = o(t)] < —  flirn > ng.

,,,,,

Fiirt € K, n > ng wihle i < m mit|t - ;] <5,solst

[on () = (D] < lpn (1) = on(t)] +[en(ti) = ()] + (L) = ()] < 3% =€

11) Zeige
{P, | n e N} iststraff. (3.7)

Dazu gentigt es zu zeigen, dass P, (k) . =P,o 7Tk , wobei 7;: R? — R die k-te Koordinatenprojektion
ist, firjedes k = 1, ..., d eine straffe Farmhe sind, denn es gilt

P, (RN [-K, K]7) < ZP"”( [-K, K]°).

Fiir s € Rist p®) (s) = pn(s-ex), wobei ey, der k-te Einheitsvektor im R? ist. Nach Voraussetzung
gilt ) (5) — f(s ex)und s~ f(s-ey) iststetigin O mit f(0-ex) = 1.

Setze

h(x)

sin &
1= 0
0, =0 | x
h ist stetig differenzierbar mit a := inf {h(z) | |#| > 1} =1 —sin(1) > 0. Fir M > O ist

P ([-M, M )<_fMM h(M)P(k)(d:z:)

[MM f 1—COS( )dtP(k)(d:z:)
—f /MM 1—cos(tM)P7$k)(dx) dt
(o))
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(wir verwenden den Satz von Fubini fiir die zweite Gleichheit). Dann ist

limsup P ([-M, M) < _thUP 1 Re(%(ﬂz )) a

n—00 n—00

1
= hfln_)soljp 1-Re (gpn (%ek)) dt

)

wenn M so grofd gewihlt wird, dass infj,; Re ( f (ﬁek)) > 1 - £ gilt, d.h. (3.7) ist erfiillt.
Nach Satz 3.15 gibt es eine Teilfolge (P, ); mit Py, — @ und mit %) gilt f = ¢g. Somit folgt
i oo
Q) = Q' fiir jede konvergente Teilfolge (P, )i mit P, 5 Q. ]

Beobachtung 3.29. ) Sei X eine reelle Zufallsvariable mit E[|X'|"] < co. Dann ist ¢ x n-mal stetig
differenzierbar mit

& ox(t) =E[(X)e"],

denn Restgliedabschitzung der Taylorentwicklung von e liefert

Z (m)

|m|n+l 2|x|n
(n+ 1)!

und somit

E[G
efer

77) Falls E[| X|"] < oo fiir alle n € N und

i(teh)X _ itX i (ih)k X*
k!

] l|h|n+l|X|n+1 2|h|n|X|n
< A

(1) . furt, h e R;

(m)w

] = Z Z— [(iX)ke™X] ist (offenbar) differenzierbar in h.

hI"E[| X
o PPERT] -
n%oo n
firein h e R\ {0} gilt, so ist
00 k
ox(t+h) = Z Zh) [XkeitX]

(denn dann gilt ‘gpx(t +h) - S, SR [XkeitX]‘ < 2|h|"E[|X|"] —> 0 fiir n — oo); insbeson-
dere ist ¢ x analytisch.

Korollar 3.30 (Momentenproblem). X reelle Zufallsvariable mit

a :=limsup 1( [\X|”])1/n < 00.

n—00

dann ist o x analytisch und L(X') durch die Angabe aller Momente E[ X™], n € N eindentig festgelegt.
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Beweis. Mit Stirling-Approximation (n! ~ /27n"+1/2e™") ergibt sich fiir |h| < 1/(3a)

: [R["E[IX]"] . ng €\ 1 n
limsup —————= = limsup ——|{ (E[| X|" h|—] <limsu e/3) =0,
n—>oop n! n—>0<>p\/27'('n(( (1] ]) | |n) n—»oop\/27m( / )
d.h. (3.8) ist erfiillt. O

Wir haben in Korollar 3.24 ein ,abstraktes“ Argument verwendet, um zu zeigen, dass die charakte-
ristische Funktion ein Maf festlegt. In vielen Fillen (speziell in R! oder in Z4 oder falls 2 eine Dichte
besitzt), erhilt man die Eindeutigkeit auch (relativ leicht) durch ,explizite“ Fourier-Inversion:

Bericht 3.31. Sei jt € M;(R), so gilt
1 [T eita _ p-ith 1
o [, e dt = p((.b) + gu({a.b)
fiir —oo < a < b < o0 (z.B. in [Du, (3.2) in Section 2.3]);
wenn p = fAmit f € L1(X), f > 0auf R mit p, € L1(N), so gilt

f(z) = (zi)d fR LD (8 dt - (Mfi).

wenn p € M (R?) auf Z? konzentriert ist, gilt

1 —i(t,x -
p({z}) = @) [(—mr]d e o (t)dt firx e Z°
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Kapitel 4
Zentrale Grenzwertsitze

Erinnerung 4.1 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X, Xy, ... unabhingige, identisch verteilte, reelle
Zufallsvariablen mit 11 := E[ X} | und 02 := Var[ X; ] < oo. Sei

n

Dann gilt S = N(0,1), n — oo, denn es gilt (verwende Taylorentwicklung von ¢, )

0=(pas) = (s (=) = (102 Lo )
* = 1-p = _ = - =0 o
ps; px L PX1-p s ol 2 no? no2

1t2 142
(1_55) —— e = pn(0,1)(t) fiirjedest € R.

Die aus der Einftihrung in die Stochastik bekannte Version des Zentralen Grenzwertsatzes

b 1 22
P(a<S;<b) —> 2—6 T dr firjedes —c0o<a<b< oo
T

folgt aus £(S;;) = N (0, 1) zusammen mit Satz 3.8 vi).

Satz 4.2 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Dreiecksschemata). Fiir n € Nser k, € N und X, 1,
Xng-oos Xng, € L2(P). (X | € =1,2,...,ky, n € N) beifst ein Dreiecksschema von Zufallsva-
riablen. Fiirn € Nseien X1, X2 ..., Xpk, unabbingigmit E[ X, ] = 0und ZZH Var[ X, ] =1
(das Schema ist \zentriert“ und jpormiert”). Setze

kn
Sn = Z Xn’g.
/=1
Es gelte die Lindeberg'-Bedingung

kn 1 kn
. 2 2
L) = X[ X2 (x| = gy SB[ ot | o0 0

fiiralle e > 0. Dann gilt S,, = N(0,1), n — oo.

'nach Jarl Waldemar Lindeberg, 1876-1932
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Bemerkung 4.3. i) Falls (X,, /) die Lyapunov*-Bedingung

n

Xn 246 2
T S =

fir ein 0 > 0 erfiillt, so gilt auch die Lindeberg-Bedingung (4.1), denn
-5 5
E [X2£ 1{X372>62}] <e’E [|XM|2+ ] :

ii) Die Lindeberg-Bedingung (4.1) impliziert

Jim max P (|Xo] > ) =0, (4-3)
denn
Q%POKM>@<ZP@&A>@<—ZE[ s ) | 720

Man sagt auch: Das Schema ist ,asymptotisch vernachlissigbar®. Es gilt auch die Umkehrung:
Gilt (4.3) und S,, = N (0, 1), so gilt auch (4.1) (vgl. [Ka, Theorem s.12]).

Beweis von Satz 4.2. Bemerke zunichst: Sind 21, ..., 2,, 21, ..., 2, € {z e C||z| < 1}, s0gilt

n n n
[T# =115 < 2l -
Jj= J=1 J=1

Q\

denn firn = 2 gilt

|2122 = 21 29| < [2120 = 21 20| + |2122 — 21 29| = |22]|21 — 21] + |21 |22 — 23] <21 = 29[+ [22 = 29
und der allgemeine Fall folgt induktiv.

Sei ¢, 0 := E[X?2,] = Var[X,, /] und ¢, ¢(t) := E [¢/Xne]. Es gilt

limsup max ¢, =0,
n—oo 1< <k

denn es gilt wegen (4.1) fiir alle e > 0

LI LR TR P

[ 1 n—oo

Damit folgt

|E [6itSn] 3t

P e(t) = e a0met”

kn kn
_ H @n,z(t) _ H efécn,ztz
/=1 /=1
kn
<2
/=1

*nach Alexandr Mihailovich Lyapunov, 1857-1918

En
<2
(=1
En
+2

(=1

1 1
One(t) -1+ Ecn’th e3onet 1 4 Ecn’th‘ )
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Mit Beobachung 3.29 lisst sich das Argument der ersten Summe durch das Restglied der Taylor-
entwicklung abschitzen:

1 2 2 |Xn €|3 2 2
Ono(t) -1+ Ecmgt <SE|| X A T < gE[XM] +E| X, 1{

the>€2} :
Weiterhin gilt
1 1(1 21
—Len ot 4 ol o L (1 2 4 4
e 26t 1+ QCn,gt < o (2Cn7gt ) 8CMt
Zusammen ergibt sich
. 1,2 ki, 1 2 1
‘E [ ] —e2 | <> |ne(t) - 1+ 50n ot? Z “zenet? 1 4 acn,gﬁ
=1 -1
kn t4 kn
<ed cuot Ly(e) +—( max cn@)chg
=1 1<t/<kn =1
t4
=E+Ln(€)+§(1£%%§ Cng/) TH—OO>€+O+0:6.
Also gilt
lim sup |]E ”S"] et <e
Mite N 0und Levys Stetigkeitssatz (Satz 3.27) folgt die Behauptung. ]

4.1 Der mehrdimensionale Fall

Beobachtung 4.4. i) Sei X = (Xi,...,Xy)! eine Ré-wertige Zufallsvariable. Die Kovarianz-
matrix C' = (¢;j)ij-1,...a mit ¢;; = Cov[X;, X;] ist symmetrisch und positiv definit, denn
¢ij = Cov[X;, X;] = Cov[X;, X;] = ¢cjiund fiira = (a1, ...,aq)t € R¥ist

a'Ca = Z a;ci;a; = Z a;a;Cov[X;, X;] = Cov [Za X,,Zaj ] Var[(a, X)] > 0.

2,j=1 2,j=1

ii) Sind Z1, ..., Z; unabhingig und standardnormalverteilt, so hat Z = (Z1, ..., Z;)* die Dichte

1 1
fz(2) = (27)7% exp(‘g (ef 4+ zi)) = (2m)sezll, 2 eRY
L(Z) heif§t die d-dimensionale Standardnormalverteilung.

iii) Sei p € R?und A = (a;;) € R™4 Dann hat X := p + AZ den Erwartungswert(-vektor)
E[X] = (E[X:],...,E[X4]) = pt und die Kovarianzmatrix C' := AAt, denn

d d d
Cov[ X}, X¢] = Cov [,uk + ZakiZi, iy + Z angj] = Z agiar; Cov[ Z;, Z;]
i=1 J=1 i,5=1
d
= Z aéj ij Zakzaéz = AAt)
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Falls A vollen Rang d hat, so hat X die Dichte

o) = ——— exp (_1<x O (- u))) . zeRY

V (27)ddet C 2

denn fiir g(z) :== p+ Az gilt g7 * () = A=Y (x — pt) und (%gj(z))ij =Dg(z) = A. Also folgt
mit der Dichtetransformationsformel und mit det C = det (AAt) = (det A)*:

-1 1
fc@) = 200" 0) e (T

Falls A nicht vollen Rang hat, so besitzt X keine Dichte beziiglich \?.

Was ist jedoch in dem Fall, in dem A (und damit auch C') nicht vollen Rang haben? Betrachte fiir
u e R4:

E[¢] = B [t iAD] < (il [ Thomr veaneZe] = i)

d
l=1

E [ei e, Ukakzze]

d
= eifwi) T &3 (Zh ukare)” _ gilup) -3 TE ((WFA)0)? _ piunn) o= 5 (ut At A)

Dies legt folgende Definition nahe:

Definition 4.5. Sei 1 € RY, C' € R%4 symmetrisch und positiv definit. X heiflt d-dimensional

normalverteilt mit Erwartungswert i und Kovarianzmatrix C, falls

CPX (u) = €i<uvu)6_%<uvcu> .

Man schreibt auch £(X) =2 N (i, C).
Bemerkung 4.6. Sei X ~ N (p,C), Ae R4 undY := AX.DannistY ~ N (Au, ACAY), denn
E [ei(u,Y)] -k [ei(u,AX)] -k [ei(Atu,X)] _ ei(Atu,,u)e—%(Atu,CAtu) _ ei(u,Au)e—%(u,AC’Atu)‘

Lemma 4.7 (Cramér-Wold device). Fiirn € Nu{oco} seien X, = (X1, ..., Xn )t Zufallsvariablen
mit Werten in RY. Dann sind dquivalent:

7) X, = X, n — o0
i) LN X)) —— L\ Xo)) fiiralle ) € R,

Beweis. Es gelte zunichst X,, = X, n — oo. Betrachte f(2) = e¥M*) Esist f € C(R?, C), also
giltfiirallet € R, \ e R4
E I:eit()\,Xn):I E [eit(A,X.x,)] )

n—oo

Somit folgt %) aus Satz 3.27 (Lévys Stetigkeitssatz).

Es gelte nun ¢7). Nach Voraussetzung gilt fiir alle A € R¢
E [ei()\,Xn)] E [ei()\,Xoo)]

n—-oo

und somit folgt 7) mit Satz 3.27. O]



Satz 4.8 (Zentraler Grenzwertsatz im R?). Seien (X, )nen unabbingige, identisch verteilte, d-
dimensionale Zufallsvariablen mit B[ X1 ] = p und Cov[X,] = C. Setze S} := W Dann
gilt S = N(0,C), n— oo.

Beweis. Sei A € R%, X = (A, X,,) und S := (A, S;:). Betrachte ohne Einschrinkung 1 = 0. Mit
dem Zentralen Grenzwertsatz in R gilt S = N'(0, Var[ X7']) = M(0, (X, C\)), also gilt
E [ei()\,S;;)] e e

Somit folgt die Behauptung mit Lemma 4.7. O]
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Kapitel 5
Unendlich teilbare Verteilungen

Definition s.1. Eine reelle Zufallsvariable X heifdt unendlich teilbar (auch unbegrenzt teilbar), wenn
es zu jedem n € N unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen X, 1, ..., X, ,, gibt mit

d
X=X,1+ -+ X

Analog heifdt 1 € My (R) unendlich teilbar, wenn es zu jedem n € Nein pu,, gibt mit po = fu, %%, =
[

Eine charakteristische Funktion ¢ eines Wahrscheinlichkeitsmafles po auf R heifdt unendlich teil-
bar, wenn es zu jedem n € N eine charakteristische Funktion ¢,, eines Wahrscheinlichkeitsmaf$es gibt
mit @ = Q.

Beispiel. i) ¢, ist unendlich teilbar, denn d,, = 0%.

ii) N (u,0?) ist unendlich teilbar, denn N (p,02) = N (‘;i, %2)*”

iif) Die Gammaverteilung Gamma(7, A) mit Formparameter 7 und Skalenparameter A mit Dichte

flx)= F)(\:") 27 1e™2?1 (o () ist unendlich teilbar, denn Gamma(r, \) = Gamma (%, /\)*n.

iv) Die Cauchyverteilung Cauchy(a) mit Parameter a und Dichte f(z) = L

1
“1e(3)’
teilbar, denn Cauchy(a) = Cauchy (%)*n

ist unendlich

v) Poi()\) ist unendlich teilbar, denn Poi(\) = Poi (%)*n
Beispiel und Definition s.2. Zuv € M;(R) \ {0} heiflt
CPoi(v) = e ?®) ly*"
n=0 n!

mit v*0 := §y die zusammengesetzte Poisson-Verteilung (engl. compound Poisson distribution) mit In-
tensitdtsmafd v.

Sind X, X5, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ 7 :=
i € Nundist N ~ Poi(v(RR)) unabhingig von X7, X, ..., so hat

@ fiir

N
S = EXJ
7=1
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die Verteilung CPoi(r) und die charakteristische Funktion ist

Popoi(v) (1) = exp ( fR (e -1) y(da:)) .
Es gilt CPoi(v + v") = CPoi(v) * CPoi(v'), insbesondere ist CPoi(v) unendlich teilbar.

Beweis. Sei A € Z8(R). Dann gilt:

P(SeA)= ZIP’(N k,SeA)= ZIP(N E, X+ +X,eA)
k=0

iP(N k) P(X,+-+X,eA)= Z “v(R) (l]f)kf*k(A)

P”ﬂg ||

ol
Il

Fiir die charakteristische Funktion betrachte

(o]

SOCPoi(u)(t) -F [eitS] - Z E I:eit(X1+~~~+Xk)1{N=k}:| — Z (E [eitXl])k ‘ P(N _ /{;)

k=0

i V(R)V(R) (/R m“(dx)) _exp(éeftwu(dm)-u(R))

= exp (/R (e”‘” - 1) u(da;)) .
O

Satz 5.3. Ein j1 € My (R) ist genan dann unendlich teilbar, wenn es eine Folge (vy,),, € M ;(R)\ {0}
gibt mit CPoi(v,,) s

Lemma s.4. Sei (©y,),, eine Folge von charakteristischen Funktionen von WahrscheinlichkeitsmafSen.
Dann sind dguivalent:

o(t) = lim,, 7 (t) existiert fiir alle t € R und  ist stetig in o.
iz) () =lim,, n (v, (t) — 1) existiert fiir alle t € R und ) ist stetig in o.

Dann gilt ¢ = €Y (inbesondere o(t) # 0 fiir alle t) und @ ist die charakteristische Funktion eines
WahrscheinlichkeitsmaSes.

Beweis. Fiiralle z € C mit |z — 1| <  gilt mit Taylorentwicklung

log(2) - (= - 1)| < Z22E

Insbesondere gilt fiir eine Folge (z,) c C:

limsupn|z, —1]<oco <« limsupnlog(z,) < oc.

n—00 n—00
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Sofern einer der Limiten existiert, gilt also

lim n(z, - 1) = lim nlog(z,). (51)

i1) = 1): Wihle z,, = ¢,,(t), dann folgt mit (s.1), dass lim,, log (7 (¢)) = log (lim,, ¢7(t)) existiert
furallet e R.

i) = 4i): Wir nehmen zunichst an, dass ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € R gilt. Dann kdnnen wir (den kom-
plexen) log(-) auf die Voraussetzung (t) = lim,, ¢7(¢) anwenden (wir verwenden fiir gegebenes ¢
einen Zweig, der in einer Umgebung von ¢(t) # 0 analytisch ist) und erhalten mit z,, = ¢, (t) aus

(5.1) die Behauptung 77).
Offensichtlich gilt die Beziehung (p(t) = e¥(®).
Um ¢(t) # 0 sicherzustellen, zeigen wir, dass ein y > 0 existiert mit

1
lp(t)| > 56_7t2 fiir jedes ¢ € R. (5-2)

Nach Satz 3.27 (Lévys Stetigkeitssatz) ist ¢ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeits-
maf3es. Ebenso sind auch |¢|? = ¢@ und |p,|? charakteristische Funktionen von Wahrscheinlich-
keitsmaflen, daher gilt [, (¢)[?" — |¢(t)|? lokal gleichmifig nach Satz 3.27. Es existiert ein € > 0 mit
infyc. [o(¢)| > 1, denn p(0) = 1 und ¢ ist stetig. Es gilt also

limsupsupn (1 - |, (t)[?) < co.

n—oo  |t<e

Nach Lemma 3.21 v) gilt fiir jede charakteristische Funktion ¢ eines Wahrscheinlichkeitsmafes
0<1-Rep(2t) <4(1-Rep(t)).

Damit gilt also auch sup,, 7 (1 - |, (2t)|?) < o0 und

[p(20)? > lim inf exp (4n(|en (D) - 1)) = (le(D)F)"-

k
Alsoist |p(1)] > L fir |t] < e, |p(1)] > (1) fiir [t < 2e, ..., |o(t)] > (1) fiir |¢] < 2e, dh.

1 o (1\¥
(1) 2 510 <)+ > (5) 1(2251 < Jt] < £2)
k=1

und dies impliziert (s.2). O

Korollar s.s. 7)) Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.4 ist ©" = €™V fiir jedes v > 0 die cha-

rakteristische Funktion eines WabrscheinlichkeitsmafSes. Insbesondere ist o = (g0%> unendlich
tetlbar.

11) Sei p:R — Cstetigin 0. Dann ist p genau dann die charakteristische Funktion eines Wabrschein-
lichkeitsmafSes und unendlich teilbar, wenn es eine Folge (py,),, von charakteristischen Funktionen
von WahrscheinlichkeitsmafSen gibt mit 7 (t) — @(t) fiir allet € R.
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ii1) Sei (fin)n € M1(R), pin, unendlich teilbar und ji, —— j1. Dann ist auch j unendlich teilbar.

Beweis. i) Sei ¢, wie in Lemma 5.4 und /1, mit ¢, = ©y,. Es ist e"(¥»~1) die charakteristische
Funktion von CPoi(rn,) (nach Bsp. und Def. 5.2), also ist

eine CFW (gemif$ Lévys Stetigkeitssatz, Satz 3.27).

ii) Sei ¢ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles und unendlich teilbar.
O = 90% leistet das Gewiinschte, denn

on(t) =p(t) > p(t) firallet e R.
Die Riickrichtung folgt aus Lemma 5.4 zusammen mit Teil 2).

iii) Sei 1, unendlich teilbar, d.h. es gibt eine Folge (1, ),, mit p,, = ;™. Sei ,, die zugehorige cha-
rakteristische Funktion von ,, und ¢ die charakteristische Funktion von p. Es gilt 1" = pu,, — 1
und somit auch ¢? — . Also ist pt unendlich teilbar nach i7).

]

Beweis von Satz 5.3. Seizunichst (v,) ¢ M ;(R) mit CPoi(v,) — p. Jedes CPoi(v, ) ist unendlich
teilbar, also ist auch o unendlich teilbar nach Korollar 5.5 777).

Sei nun p1 € M;(R) unendlich teilbar, p = p" firn € N, ¢, = ¢, und ¢ = @,. Esist
en(gan—l) = PCPoi(nun) und

een®O=1) __ »(¢) firallet € R

n—oo

(gemif Lemma s.4), also gilt CPoi(nys,,) = . O

Bemerkung 5.6. Sei v € M;(R) mit [, 22 v(dz) < oo und X ~ CPoi(r). Dann st

]E[X]:/H;:cz/(dx) und Var[X]szx2 v(dx).

Beweis. Es gilt fur die Ableitungen von ¢ x (t) = exp ( Jre™ —1u( d:v)):

Px(t)= [ i v(dn)- px(®).

()= [ ~atet v(dr) - ox(t) + ( [ et u(daz))2 ox(®).
Also gilt
E[X] = -ig (0) = [ wv(dr),

Var[X] :IE[XQ]—]E[X]Z:—@’)’((O)—( Ji xu(daz))Q: [ i)
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Beobachtung s.7. Seib € R, 02 > 0 und v, € M¢(RR) mit

1 1 1 1
—_— = —_ ::[ = 12
Supp(yk)c( k’ k+1]u[k+1’k) ko k=012,

wobei % := 00. Sei weiter

ay, = f:z:yk(dx), k=1,2,...
und Z ~ N(0,1), X}, ~ CPoi(vy), k=0,1,2,...seien unabhingig. Sei

X = b+0’Z+X0+ Z(Xk—ozk)
k=1

Sofern M,, := Yp_ (Xj — o) f:s. konvergiert, ist X unendlich teilbar (nach Korollar s.s, 77z), denn

alle ,Bauteile“ sind unendlich teilbar). Ist
> Var[X;] =) f 2% vy (dz) < 00
k=1 k=1

dann existiert lim,,_, o, M,,, denn (M,,),, ist ein Martingal mit

supE [M?2] = kil\/ar[Xk] = ;:1 f 2?2 v (dx) < oo.

neN

Demnach: Wenn v = Y772 v, die Bedingung

/ (2% A1) v(dz) < oo

erfillt, so ist X eine unendlich teilbare Zufallsvariable und ihre charakteristische Funktion ist
log (px(£)) = log (E[¢]) + log (E[¢"77]) + log (E [¢1*0]) + ki log (E [¢/X4-0)])
= ith - %0‘2752 + f (e - 1) vy(dzx) + ;i f (e - 1-itz) vy (da)
= ith - %a2t2 ¥ f (£ =1 = 1 ypery (2) - it) v(dz).

Definition s5.8. Ein o-endliches Maf v auf R mit v({0}) = O und [ (22 A1) v(dz) < oo heiflt
ein kanonisches Maf. (b,02,v) mitb € R, 02 € [0, 00) und einem kanonischen Maf v heift ein

kanonisches Tripel.

Satz 5.9 (Lévy-Khinchin-Formel'). Sez v € My (R) und ¢(t) = log [ e* u(dx). pu ist genau dann
unendlich teilbar, wenn es ein kanonisches Tripel (b, 02, v) gibt mit

Y(t) = ith - %azﬁ + f (€™ =1 - 1gyery(2) - itz) v(dz). (5.3)

Das kanonische Tripel ist dabei eindeutig festgelegt. v beifst das Lévy-MaR, 02 der Gauf¥’sche Koeffizi-
ent, b die Zentrierungskonstante.

'nach Paul Lévy, 1886-1971 und Alexandr Jakovlevich Khinchin, 1894-1959
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Beispiel. Fiir m € R, 02 > 0 hat N'(m, 0?) charakeeristische Funktion pr(m. 02)(t) = exp(itm -
162t), d.h. das kanonische Tripel ist (m, 02,0).

Bemerkung. Anstelle der Abschneidefunktion @ - 15«13 in (5.3) kann prinzipiell jede Funktion f
mit f(x) ~ x firx » Ound [ |f(z) - 2 - Ly | v(dx) < 0o gewihlt werden. In der Literatur
iiblich sind auch f(z) = sin(z) (vgl. Taylorentwicklung von sin(z) bis zur Ordnung 1 ist z) oder
f(z) = 1= In der Lévy-Khinchin-Formel dndert sich dann b zu b=b+ / f(z)-z- Lgjpp<1y v(d).

Beweis von Satz 5.9. ,<=": Seiein solches kanonisches Tripel (b, 02, ) gegeben, sodass (5.3) gilt. Dann
folgt aus Beobachtung 5.7, dass 1+ unendlich teilbar ist.

Zeige: 1 legt das kanonische Tripel fest. Sei

gi(z) = €™ = 1= 1 cpyita. (5.4)

Dann ist t2( 2 /\1) gleichmiflig in 2 und ¢ > 1 beschrinkt und es gilt

g¢(x)
t2(22 A1) tooo

Damit folgt mit dominierter Konvergenz:

¥(t) L 1
t_)oo e 0— +lm/t2( 2A1)($2A1)V(d$)=—§02

Also ist 02 festgelegt. Sei nun ohne Einschrinkung 02 = 0 (sonst gehe iiber zu ¢ () + %0215).
Esist

2ey= v -5 [ () ds 55

= fR it (1 - % _/11 eisT ds) v(dx) = fRemh(x) v(dr)

in der zweiten Zeile verwende, dass sich die Terme itb und 1,11 (2) - it jeweils herausheben) mit
{lz]<1} )

sinx
1- , +0
h(z) = { P (.6)
0,

z=0

Demnach ist ¢ die charakteristische Funktion von 7 := hv € M ;(R) (beachte: 7(dx) = h(x)(1 A

x?)v(dx) mit
h(a)
~ % 0
T(x) = {W !

und 7 ist stetig, beschrinkt und strikt positiv auf R).

Also ist 7 und somit auch v durch v festgelegt und damit schlieSlich auch b.

=“: Sei nun p unendlich teilbar und ¢ = log ¢,,. Dann ist

Re(y) <0
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(denn |¢,(t)| < 1) und
t~1Im(¢(t)) istungerade.

Dabher ist QZ(O) reell und J(O) =1 (0) - %f_ll Re(¢(u)) du > 0 (fiir ¥ aus (5.5)).

Falls QZ(O) =0, so ist
=20, fireinbelR,

denn dannist Re(¢(t)) = O fiirallet € [-1, 1], also |, (t)| = 1 fiiralle t € [-1, 1] und falls y nicht

trivial wire, so wire
1= ‘/ e p(dw)| < f le™| pu(dx) = 1

fiir (zumindest einige) ¢ € [-1, 1] (eine nicht-triviale Konvexkombination von komplexen Zahlen

vom Betrag 1 liegt strikt im Inneren des Einheitskreises), ein Widerspruch. d, hat kanonisches Tripel
(b,0,0).

Sei QZ(O) > 0. Wihle gemif Satz 5.3 eine Folge (v,),, € M (R ~ {0}) mit CPoi(v,,) ~ . Setze
by, = / x- 11 1)(2) vp(de),
V(1) = 10g Pcpoi(v,) (t) = f 1) vp(da) = [ gy dvy, + ith,

(mit g, aus (5.4)),

Tty =vn(®) -5 [ on()ds= [ ey (an).

Dann gilt nach Lévys Stetigkeitssatz (Satz 3.27) 1, — 1 lokal gleichmifig und ) ist stetig, insbeson-
dere gilt
Gu(t) — &(t) fiirallet € R.

und ¢, (0) > O fiir n geniigend groR.
Somit ist (mit h aus (5.6))

U, (dx) =

1
= 0) h(x)v,(dz) e M1(R)

n

(fiir n gentigend grof3) und

M: lim [ e, (do
P(0) e )

ist die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaf3es. Es gibt also ein

Te Mi(R) mit 7, 5% und $(t) = 5(0) f ¢t 7(d).

Sei 02 := 64 (0)7({0}), v(dz) = (O) - 1(z20,7(dx) (dies ist ein kanonisches Maf) und

gt(x) rz+0
fi:R>R, x4 h(z)’
=3t2, x=0
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(mit g aus (5.4), h aus (5.6)). f; ist stetig und beschrinkt, daher gilt

ffthn—’ Jedv ¢(0) —3° /gtdy

und damit
Y(t) = lim 4, (t) = lim (Jn(o) / frdv, + itbn) = ——0 / g dv + hm 1th,,.

Also existiert b := lim,, . b, und es gilt

W(t) =ith - —a f ge dv.
O

Beobachtung s.xo. Sei j ein unendlich teilbares Wahrscheinlichkeitsmafd auf R mit zugehorigem
kanonischem Mafl v. Dann ist v := v — lim,,, oo nu% |R\{0}.

Beweisskizze. j1 habe kanonische Tripel (b,02,v), dann hat p*'/»

(b/n,o2/n,v/n).

Stelle wie in Beob 5.7 X (™) ~ ;*1/7 dar als

b n > n n
L LX) s SO - al?)
n n k=1

kanonisches Tripel

x ) -

mit unabhiingigen Z ~ N(0,1), X™ ~ CPoi(lv|r) (I = (-%,—25]u 25, 1), ax =
i Ly (dzx)).

Sei A = [a,b] c R ein kompaktes Intervall mit d(0, A) > 0 und v(0A) = 0. Man kann zeigen,
dass man fiir P(X (") € A) bei geeignet gewihltem m die Beitrige von 2, T Sremer (X ,g") - ay)

(n)

und von Y}, o’ mit Limes n — oo (nahezu) vernachlissigen kann: Zu £1,£5 > 0 kann man m

und ng so grof$ wihlen, dass

<|_+TZ+ Z (X(") )) Zaé)‘>51) <22 fiirn > ng.

k=m+1 n

Ersetzen wir also X (™) durch

Y= 3 X" ~ CPoi(y]s)

k=0

mit S := (=00, L] UL, 00) (und wir wihlen m so grof3, dass A c S).

’m

Somit ist fr n gen. grof§
IP’(Y € (a+51,b—51)) _2 <P(X™ e A) SP(YG (a—el,b+51)) + 2
n n

Mit der Darstellung (vg. Bsp. und Def. 5.2)

N
YEYY; mit N~ Poi(2u(S)), V1,2, -~ 2252 ua.
j=1
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ist
nP(Y e A) =nP(N=1,Y; e A)+nP(N 22, ¥, Y, e A)
v(A)
v(5)
— ,—v(S)/n il NN )
e v(A) + o(n)nm v(A)

-V<S>/" v(S)— ==+ O(nP(N >2))

]

Beispiel s.ax. ) Gamma(r, A) mit Formparameter 7 und Skalenparameter A hat Dichte f(z) =
F’z;)xr‘le"\xl(om)(x) und charakteristische Funktion ¢(t) = m, erfillle Gamma(r, \) =
Gamma (Z,1)"".

Somit ist fiir A ¢ R\ {0} kompake

Ar/n
AT (r/n)

hm nyu lrqoy (A) = hm n 2" e A o oy () d = f Lee dg

AT

(verwende I'(x) ~ 1/x fiir v - 0, was z.B. aus I'(x + 1) = 2I' () folgt), d.h. das kanonische Maf ist
v(dr) = Le "1 (g,00) () da.

Weiter ist 02 = —21im;_.0 75 108 PGamma(ry) () = 0 und b = 0 (da supp(Gamma(r, X)) =
[0, 00)).
i7)Seia > 0. Cauchy(a) hat Dichte f(z) = = 1+(1%)2 und charakteristische Funktion ¢, (1) = e~@ltl,
Sei A c R\ (—¢,¢) und betrachte a = 1:

n? 1
nCauchy( ) (A) = fA e dx o A ;dm

Folglich ist v = 1{#0};12 dr,0? = -21imy_, o0 t% 1og ¢ cauchy(1) () = 0 und b = 0 aus Symmetrie.

s.x  Ein Bericht iiber stabile Verteilungen

Beispiel s.12. Sei« € (0,2) und v, (dz) := %1{x¢0}|x|‘°“1 dx mit

0, = / (1 -cos(z))|x[*tdx = {_
R\ {0} T

(beachte 0 < 1-cos(x) < 22 A2, d.h. das Integral ist endlich, vgl. z.B. [Fe, Kap. XVII, S. 568-569] fiir
den expliziten Wert). v, ist ein kanonisches Maf} (denn [~ (22 A 1)z~ dx < oo fiir o € (0, 2)).

2I'(-a) cos(%), a#1
a=1

?

Sei ft die unendlich teilbare Verteilung mit kanonischem Tripel (0, 0, v, ). 1o heilSt (standard-)
symmetrisch stabile Verteilung von Index o.. Gemif§ Lévy-Khinchin-Formel ist

| |
— — itx :
Yua(t) =logun(t) = [ ("~ 1-itrlysay) gy de
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Der Imaginirteil des Integrals ist aus Symmetriegriinden = 0, daher folgt

) 1
t) = e 1 —itxlygeny ) ———
Dua (1) R\{0}<e it ajery ) B
1
=—— 1- t —a-lyg
0 Joo (1= cos(tx)) || x
[ cos(y) gl dy = e
0o JR {0} |t]
(wir substituieren tx = y fiir das dritte Gleichheitszeichen).
Insbesondere gilt also: Sind X5, ..., X, ~ 11, unabhingig, so ist
Xi+-+ X,
l—l d X1, (5-7)
n o

n I
denn (Spua (#)) = (6 n ) = @ua(t)-
Bemerkung. Die analoge Verteilungsidentitit (s.7) fiir o = 2 ist fiir X; ~ N (0, 02) erfiillt, in diesem
Sinne sind die (zentrierten) Normalverteilungen die symmetrisch stabilen Verteilungen von Index 2.

Definition s.13. Sei 1 € M;(R) und seien X1, ..., X,, ~ p unabhingig. p heilt (strikt) stabil mir

Index a € (0,2), wenn
X+t X, 4

1 heilde stabil mit Index o (auch im weiteren Sinne stabil), falls es b,, € R gibt, sodass

Xi++ X, —b
na

d
n:Xl.

Beobachtung s.14. Sei X unendlich teilbar mit kanonischem Tripel (b, 02, ) und sei @ > 0. Dann
gilt:

log wax (t) = log px (at) = ibat — %J2a2t2 + f "% — 1 = 1yjpery v(dz)
=ibat — %02a2t2 + f eitar _ 1 Lgjaacy v(dx) + it / ax (1{|M|<1} - 1{|m|<1}) v(dz).
Also hat aX das kanonische Tripel
(ab+ a/ x (l{m‘d} - 1{|$|<1}) v(dz), o%a®, vo fal)

mit f,(x) = ax.

Satz s.xs. X ist genau dann stabil mit Index o € (0,2), wenn esb € R und c,.,c_ > 0 gibt, sodass X
das kanonische Tripel (b,0, ) besitzt mit

v(dz) = c_1ggaopla[ " do + ey 1popy |z da. (5-8)
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Bericht 5.16. Stabile Verteilungen von Index o = 2 sind die Normalverteilungen, es gibt keine stabile
Verteilungen von Index av > 2.

Beweisksizze fiir Satz 5.15. X habe kanonisches Tripel (b, 0, ) mit v aus (5.8), X1, ..., X, seien u.a.
Kopien von X . Dann hat
Xi+-+ Xn

kanonisches Tripel (nb, 0, nv) und mit b, := nb - bnl/e — nl/e fn‘l/“s|z\<1 zv(dx) hat
nilex +Zn

kanonisches Tripel (nb, 0,v 0 f7} ) (vgl. Beob. 5.14).
Esistv o f;ll/a = nv: Betrachte z.B. a > 0, so ist

(vo f;ll/a)([a, oo)) = V([n‘l/“a, oo)) =c, foo xVdx

n-l/aq
=nc, f y~dy = nv([a, 00))
mit Substitution y = n'/*z. Somit gilt
X+ + X, Sl X + 7,

(Wir sehen auch: Fiir strikte Stabilitit muss Zn = 0 sein, dies fiihrt fir o # 1 zur Bedingung b =
(c-c)f(a-1))

Sei andererseits X stabil mit Index o € (0, 2) (also insbesondere X unendlich teilbar), dann muss
analog zu oben das zugehérige Lévy-Maf v die Bedingung

vo f;ll/a =nv firjedesn € N

erfiillen. Setze

hi(x) = v([2,00)), h(2):=v((-0c0,~2]), >0,

diese erfiillen

nhy(z) = ho(n™%z), 2> 0,n eN.
Mit der Wahl z = (n/7)"® mitn, j € N (und dann n = j fiir die zweite Gleichung) ergibt sich
nha((n/i)") = ha(57%) = jha(1),

d.h.
he(x) =2%hy(1) firz = (n/j)"* mitn,j e N.

Da h, monoton fallend ist, gilt b (z) = 27*h. (1) fiir beliebiges « > 0. Somit muss v die Form (5.8)
haben. ]

Bericht s.r7. Die stabilen X aus Satz 5.15 haben

ict — dt|* (1 +ifsgn(t) tan(af)), a=#1

lo t) =
sex(?) {ict - d|t] (1 + i@sgn(t)% log(|t])) . a=1

mitceR,d > 0,0 = &= € [-1, 1] (vgl. [Br, Theorem 9.32]).
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Bericht 5.18. Ist X stabil mit Index o, so ist
<oo, 0<f<a
sfuer) |
=00, B2«

Bericht s.19 (Stabile Analoga zum Zentralen Grenzwertsatz). Seien X, X», ... unabhingige, iden-
tisch verteilte, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'.

i) Gibtes Konstanten a,,, b, fir die

Xi++X,-b, 4

n—oo
an

Y (5-9)

gilt, so ist Y stabil.

ii) Genau dann existieren (a, ), und (b, ), mit (s5.9), sodass Y stabil ist mit Index o € (0, 2), wenn
es cy,c- > 0gibtmite, +c->0und

F(-z) o
lim ——— :
3 fim 1- F(x) s
P(X>&x) 1
b) Fallsc, > 0,sogiltfiiralle£ > 0: lim
) i e B(X>a) &

L OB(X <) 1
gooo P(X <—z) £

,undfalls c_ > 0, so gilt fiiralle § > 0:

Bemerkung. Ein ,Paradebeispiel® fiir die Bedingung ii) aus Bericht s.19 ist eine Zufallsvariable X
mit Dichte

f(QZ) = Cll{le}ﬂi_a_l + 621{x§—1}(_x)_a_1'



Kapitel 6

Markovprozesse

6.1 Grundlegendes: Stochastische Kerne, projektive Familien

Definition 6.1. Seien (S, 97 ) und (.S, 9% ) messbare Riume. k:S1 x <% — [0, 1] heiflt stochasti-
scher Kern (auch Markov-Kern) (von (S1, Ar) nach (S2, o4,)), falls gilt

i) Firalle Ay € o4 gilt: S1 3 2~ k(x, Ay) ist (@ — B(R))-messbar.
ii) Firallex € S; gilt: k(x, -) € M;(52).
r heiflt substochastisch, wenn in i1) gefordert wird, dass (x, - ) € M<1(.S2).

Beispiel 6.2. i) SeiS; =S5 = S hochstens abzihlbar, & = % = 2% und (pyy ). yes eine stocha-
stische Matrix. Dann ist 5(7, A) := 3, 4 Puy €in stochastischer Kern (von S nach 5).

i) Sei §1 = S = R, A = o = B(R) und v € M;(R). Dann ist k(x, A) := (§, *» v)(A) =

V(A — x) ein stochastischer Kern.

(Interpretation: k(z, -) beschreibt einen zufilligen Sprung gemifd v von x aus.)

Erinnerung (Produkt o-Algebra). Seien (S;,.%%), i € I messbare Riume und sei S = X, S;.
Dann ist & = Qs 7 die kleinste o-Algebra, beztiglich der alle kanonischen Projektionen 7;: .S —

S; messbar sind.

Bemerkung und Definition 6.3. i) Seien (S;, %), = 0, 1,2 messbare Riume, &, ein stochasti-

scher Kern von Sy nach 5] und k4 ein stochastischer Kern von Sy x S; nach S5. Dann ist
K1 ® Ko: Sy x (&) ® atp) - [0, 1]
(oo A) = [ [ La(ar,2) wo((ao, 1), do) s (o, d)

ein stochastischer Kern von Sy nach S; x Sy (,,Produkt von x1 und o).
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i) Seien (.S;, %), 4 = 0,1, 2 messbare Riume, k; ein stochastischer Kern von Sy nach S; und ko
ein stochastischer Kern von 57 nach S5. Dann ist

KlOKQ:SOX%_)[(),l]
(I7A) = L ﬁ?(yaA) 1{1(1'7 dy)

ein stochastischer Kern von Sy nach S5 (,,Verkettung von x1 und o).

Definition 6.4. Ein messbarer Raum (S, <) heif3t Borel-Raum (oder auch Standard-Borel-Raum),
wenn es ein B € Z(R) und eine Bijektion ¢: S — B gibt, sodass ¢ und ¢~ messbar sind.

Satz 6.s. Jeder polnische Raum (ausgestattet mit seiner Borel-o-Algebra) ist ein Borel-Raum.

Beweisskizze. Betrachte zunichst [0, 1]°° mit Metrik
d (i), (ys)) = D27 s — wil.
i=1
Fir x = (21, 29,...) € [0, 1]* sei

oo
;= Z Q_jxm- mitz; ; € {0,1}
j=1

die (eindeutige, nicht-abbrechende) Binirdarstellung. Sei (a(n),b(n)), . eine Aufzihlung von N2

und setze

W(x) = Y 27 Ta(n) p(n)-
n=1

1 ist bijektiv und bi-messbar (beachte: y + k-te Zifter der Bindrentwicklung von y ist messbar, sie ist
stiickweise konstant). Also ist [0, 1]* ein Borel-Raum.

Zeige: I ein polnischer Raum (mit Metrik d),
so gibtes S c [0, 1]°° messbar und eine bi-messbare Bijektion p: E' - S. (6.1)
Sei dazu 21, X2, . . . eine dichte Folge in £ und definiere
o(x) = (d(x,x1) A1, d(z,29) A1,...) €[0,1]%.
Es gilt

Yo —y inE <= d(yp,Tm) A1 — d(y,x,) A1 fiirallem e N.

n—o0o

Sei dazu zunichst y,, - y. Fiirallen € Nist d( -, x,,) stetig, also gilt d(yn, 1) A1 = d(y, xm) A 1
fir allem € N.

Sei umgekehrt d(y,,,x,) A1 - d(y,x,) A 1 fir alle m € N. Es gilt d(y,,y) A1 <
(d(Yn, Tm) A1) + (d(y, ) A1), also ist limsup,, o (d(yn,y) A1) < 2(d(y,xm) A1). Wihle
nun eine Folge x,,, — y und erhalte lim,,_, o d(y,,y) = 0.
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Demnach ist also ¢ stetig und injektiv und ¢™1: p(E) — E ist stetig.

Zeige:
S:=p(F)c[0,1]* ist messbar. (6.2)
Sei dazu

U, = {(xi) 5|3V c[0,1] offen, = € V und diam (' (V 1 §)) < l} |
n

Esist S c U, denn ¢~ !iststetigauf S = ¢(£), und U, ist relativ offen in S.
Zeige
(U, cS.

Seiz €N, U, cS.Zun e N wihle

1
V,, c [0,1] offen mit 2, € V,, ¢ V,,_; und diam(p 1 (V n S)) < —
n

: ! : /
sowie x;, € V,, n S mitz;, — .

yp, = ¢ H(a},) ist Cauchyfolge in E. Da E vollstindig ist, existiert ein y € E mity, — y. Wegen
Stetigkeit von ¢ gilt

(y) = lim (™' (27)) = lim 7, =z,
alsoistz € S = p(E).

Damit ist

S =(\U, messbar,

denn U, ist relativ offen in S und damit messbar, d.h. (6.2) gilt. Insgesamt folgt (6.1).
Mehr Details finden sich z.B. in [RW, Ch. I1.82] oder [Br, Appendix 7]. [

Satz 6.6 (Existenz einer reguliren Version der bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir Borel-Werteberei-
che, vergl. auch Bericht 1.9). Sei (2, F,P) ein Wabrscheinlichkeitsraum, G c F eine Teil-o-Algebra
und X eine Zufallsvariable mit Werten im Borel-Raum (S, o). Dann gibt es einen stochastischen
Kern kvon (2,9 nach (S, o) mit

k(w,B)=E[15(X)|¥9](w) P-fs
fiirjedes B € <.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung S ¢ R Borel-messbar, sonst wihle ¢: S — S’ c R bijektiv und
bi-messbar und betrachte X’ := p o X.

FirreQsei £, :=E [1(,°O,T](X) | %] Firr,r’ e Q mitr <1/ gilt
Fo<F. lmF,=1  lmF,=0, limF.,i=F (6.3)

n—00 n—00

IP-fast sicher, d.h. es gibtein N € .# mit P(IV) = 0, sodass die Ereignisse aus (6.3) auf 2 \ NV gelten.
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Setze

Fy(w) := {inf{Fr(w} (725, 1eQ), weQNN

1{520}, weN

F ist fiir jedes w € (2 die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafies auf R. Sei £ (w, - ) das
zu w gehorige Wahrscheinlichkeitsmafl. Fir r € Q ist

K(w,(=o0,r]) = F,  %-messbar nach Konstruktion.

Demnach ist

wr Kk(w, B) %-messbar fiir alle B € Z(R),

denn die Menge aller B mit dieser Eigenschaft ist ein Dynkin-System, das den schnittstabilen Erzeu-
ger {(—o0,7] | r € Q} von Z(R) umfasst (vgl. [KI, Satz r.19] oder [Stochl-21, Satz 1.14]).

Zeige nun, dass
(-, B) fiir jedes B € Z(R) eine Version von E[15(X) | ¥4 ] ist.
Seidazu A € ¥4,
n(B)=E[1ak(-,B)] und 1»(B):=E[1415(X)].

v1 und v sind endliche Mafle auf R und es gilt 14 ((—o0, 7]) = v2((—00,7]) fiiralle 7 € Q nach Kon-
struktion. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle (vgl. [KI, Lemma 1.42] oder [StochI-21, Satz 1.18])
folgt damit 14 (B) = v»(B) fiir alle B € Z(R), also gilt

E[lA/ﬁ(,B)] = E[lAlB(X)]
fiir jedes A € 9. ]

Korollar 6.7. In der Situation von Satz 6.6 sei G = o(Y') fiir eine Zufallsvariable Y mit Werten im
messbaren Raum (S', 2/"). Dann gibt es einen stochastischen Kern k' von S' nach S mit

K'(Y,B)=E[15(X) |Y] fastsicher fiiralle B € < .

Erinnerung 6.8 (Faktorisierungslemma). SeiY eine Zufallsvariable mit Werten im messbaren Raum
(S, 47") und sei f:Q2 - R o(Y)-messbar. Dann gibt es eine messbare Funktion ¢: S’ - R mit
f = goY (siche z.B. [Stochl-21, Lemma 1.48] oder [KI, Korollar 1.97]).

Bewets. Seizunichst f =14 firein Aeo(Y) ={Y"Y(B) | B e 4/}, alsogibtesein B € &/’ mit
A=Y"1(B).Dannist g := 15 messbarund esgilt f =go Y.
Seinun f > 0. Schreibe f = Y77, o, 14, fiir geeignete v, > 0, A,, € 0(Y'), beispielsweise
f = Z n]-{fe[n,n+1)} + Z 2_k1{k-te Ziffer in der Binirentwicklung von f—| f|ist 1} -
n=1 k=1
Da die Behauptung fiir Indikatorfunktionen gilt, folgt sie damit auch fir nichtnegative f.

Sei nun f beliebig. Schreibe f = f* — f~ mit f*, f~ > 0. Da die Behauptung ftir nichtnegative
Funktionen gilt, folgt sie damit auch fir f. O]
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Beweis von Korollar 6.7. Die F,., r € Q aus dem Beweis von Satz 6.6 sind 0(Y")-messbar, also gibt es
nach Erinnerung 6.8 eine messbare Funktion F}/: " - Rmit F}. = F/ o Y.

Fiihre die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 6.6 fiir die F! durch, erhalte x/(2, - ) fiirz’ € 5"
als das Wahrscheinlichkeitsmafd mit Verteilungsfunktion Fr(z). [

Lemma 6.9. Sei (S,.97) ein Borel-Raum, (S, /") ein messbarer Raum, X eine S-wertige und Y
eine S'-wertige Zufallsvariable auf demselben Wabrscheinlichkeitsraum. Dann gibt es eine messbare
Funktion f:S' x [0,1] — S, sodass gilt:

It Y eine Zufallsvariable mit Y £Y und U ~ unif ([0,1]) unabbingig von Y, so ist
818
(f(Y, U),Y) d (X,Y).

Bewess. Sei ohne Einschrinkung S ¢ R (messbar), ansonsten gibt es (wie im Beweis von Satz 6.6)
B e #(R)und ¢ : S - B bijektiv und bi-messbar; betrachte X’ := ¢o(X'), konstruiere ein entspre-
chendes f7: 5" x[0,1] - B undsetzedann f := ¢l o f.

Sei 1’ ein stochastischer Kern von S nach S gemif3 Korollar 6.7. Setze
fly,u) :==sup{x e R| k' (y, (-o0,z]) <u}, yeS uel0,1].

f ist messbar, denn
f(y,u) =sup{z € Q| r'(y, (-o0,7]) <u}

und
Cp:={(y,u) € S"x[0,1]| k' (y, (-00,z]) < u}
= U WKy, (-00,z]) <v}x[v,1] e &’ ® 2([0,1]).
veQ4+n(0,1)
Firz e Rund A € & ist

P(VeA f(Y,U)>2)=P(Y eAr(Y,(-00,2]) <U)
= 1 Ly, (~o0z <u$?7ﬁ d7d
[S,X[O’l] AWy, (-ooan<uy £ (Y, U)(dy, du)
= f 1a(y) f[o M ooy duZ (V) (dy)

:fS, La(y) (1=K (y, (=00,2])) Z(Y)(dy)

= E[Lyeay (1-#'(Y, (~00,2]))]
=E [I{YEA},%'(Y, (z, oo))]
=E[1pyenlixoa]-
O

Im Folgenden sei [ eine beliebige Indexmenge, (.5;, % ), 4 € I seien Borel-Rdume und fiir J ¢ [
sei 27 := X, ;S; mit Produkt-o-Algebra &7 = ;¢ 7. Fur J' ¢ J c [ sei
WjﬁﬂJ - Qy, (SUi)ieJ = (l’i)z‘eJ'

die kanonische Projektion. (77, ist offenbar messbar.)
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Definition 6.10. Fiir J ¢ I mit 0 < |J| < oo sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, .27;).
{Py|JclI,0<]|J|< oo} heiflt projektive Familie, wenn gilt

Py =Pyo(n})" firalle J c J

Beispiel 6.11. Sei [ = Ny, S; = S eine hochstens abzihlbare Menge, 11 € M1 (.S) und (psy )4 yes cine
stochastische Matrix. Sei P2, := P 1, ny € My (S101,n}) gegeben durch

77777

P, ({x()?xl? cee 7In}) = M({xO})gpxi,le

(und erhalte P; fiir allgemeine J ¢ N, 0 < |J| < oo durch ,Aussummieren der Koordinaten in
{0,1,...,n} N Jaus P,, wobei n = max J). Dannist {P; | J c I, 0 < |J| < oo} eine projektive
Familie.

(P, beschreibt die Verteilung der ersten n Schritte einer Markovkette mit Startverteilung /¢ und
Ubergangsmatrix p.)

Satz 6.12 (Kolmogorovs Erweiterungssatz'). Zu einer projektiven Familie {P; | J c I, 0 <|J| < oo}
anf einem Produkt von Borel-Riumen gibt es genau ein Wabrscheinlichkeitsmaf§ P auf (), 97) :=
(2, 1) mit

Py=Po(nh)™ fiirjedes JcImitO<|J|< oo.

P beifst projektiver Limes der { Py}, auch geschrieben P = lim Py .

JAI

Beweis. Zur Eindeutigkeit: Angenommen P und P’ seien projektive Limiten der { P }. Seien
Zy= {A ed | A= (7)™ (B) fiirein B ¢ AJ}

die ,,Zylindermengen® mit Basis J. U jc1,|7j<c0 £ ist ein schnittstabiler Erzeuger von &7, auf dem P
und P’ wegen P o (7)™! = Py = P’ o (7])~! tibereinstimmen. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir
Maf3e folgt daher P = P,

Zur Existenz: Betrachte dazu zunichst den Fall I abzihlbar, sei ohne Einschrinkung I = Ny und
Pn = P{O,l ..... n}e
Nach Lemma 6.9 gibt es eine messbare Funktion

fn:SO>< XSTLX [071] _>Sn+17
so dass gilt: Ist (X, ... X,,) ~ P, und U, ~ unif([0, 1]) unabhingig von (X, ... X,,), so ist
(Xoy- s Xy F((Xos - X0),Un)) ~ Pt

(sei (Xo, .-+, Xns1) ~ Puyrundlese X := X1, Y == (Xo,..., X)) in Lemma 6.9).

Sei Xy ~ P und seien Uy, Uy, ... ~ unif([0,1]) unabhingig von X (fiir die Existenz von
Up, Ui, ... vgl. [Stochl-21, Kor. 5.10] oder([KI, Satz 1.64]). Konstruiere X1, X», ... via

Xn+1 = fn((X07 o 7Xn)7Un)7

'Andrej N. Kolmogorov, 1903-1987

75



dann gilt induktiv
(X0, ..., X)) ~ Py,
P = Z(X,, X, ...) ist somit projektiver Limes der { P, }.

Sei nun [ iiberabzihlbar. Sei
C = U ZI';

I'cl
I’ abzihlbar

offenbar ist C ¢ &7 und alle Koordinatenprojektionen sind C-messbar.

C ist o-Algebra, denn
1) Q= (71'},)_1(9]/) € C

ii) Sei A € C, das heifit es gibt ein abzihlbares I’ ¢ I mit A € Zp. Dann ist aber auch A< € Zp, also
Ace(.

iii) Seien Ay, As, ... €C,also A, € Zp fiir ein abzdhlbares I}, ¢ I. Dannistauch I" := U,y I}, € 1
abzihlbar und es gilt U,y Ay, € Z17 € C.

Zudem gilt o7 c C, da alle Koordinatenprojektionen C-messbar sind. Zusammen folgt & = C.

Fir ein abzihlbares J c I gibt es nach obigem genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P; auf

(QJ, %J) mit
Py = Pyo(my)™ fiirjedes endliche K c J.
Fasse dies via
Py ((75)Y(B)):=Py(B) firBed,

als Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (€, Z) auf.

Fir A € o = C setze

P(A):=P;(A), fallsAeZ,.

P ist wohldefiniert, denn ist B € Z; n Z eine Zylindermenge mit endlicher Basis K (c J n J’),
dann ist

Py(B) = Px(B) = Py(B)

und

{(rl) " (B) | K cJnJ', |K|< oo, Be s}
ist ein schnittstabiler Erzeuger von Z; n Z ;. Also gilt P;=PpaufZ;nZy.
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass P ein Wahrscheinlichkeitsmafd auf (€2, &7) ist. Es gilt P(@) = 0
und P(§2) = 1, denn @,§) € Zg fiir jedes K. Seien Ay, Ay, ... € o paarweise disjunkt, das

heifSt A,, € Z;, fiir ein abzihlbares J,, ¢ [. Dann ist auch J := U,y J,, abzihlbar und es gilt
Ay, Ay, Unen An € Z g, also folgt

P(U An) _p, (U An) _ ZPJ(An) _ iP(An).

neN neN
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6.2 Markov-Prozesse und Markov-Halbgruppen

Es sei E ein polnischer Raum, I = Ny oder I = [0, 00) (oder allgemein / ¢ R mit der Interpretation
I als ,Zeitindexmenge™). Sei X = (X;)ses ein adaptierter, stochastischer Prozess mit Werten in £
(d.h. fiirjedes ¢ € I ist X, ist eine FJ-wertige, .%#;-messbare Zufallsvariable) definiert auf einem filtrier-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &7, (%} )ser ). Sei weiter ( P, )z eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaf3en auf (€2, &7).

Definition 6.13. X heiflt Markov-Prozess mit Verteilungen (Py) zep, wenn gilt:
i) Firz e Egilt P,(Xo=1) = 1.
ii) k(z,B):= P, (X € B) firx € E, B € (F)® istein stochastischer Kern.
iii) X besitzt die schwache Markov-Eigenschaft: Firx € E, A e B(E) und s,t € I gilt
P (Xis € A Fs) = ki (X5, A)  Pyfis.
mit k¢ (2, A) := K(2,{y = (Yo )ver € BT | yr € A}) = Po(X; € A).

Falls F abzihlbar ist, so heift X auch diskreter Markov-Prozess. Falls I = Ny, so heifSt X auch
Markov-Kette.

Wir schreiben E,[...] fiir Erwartungswerte unter P,, .2, (X) fiir die Verteilung von X unter
Py, analog Z,(X | 9), etc.

Bemerkung 6.14. Ein Markov-Prozess besitzt die elementare Markov-Eigenschaft: Unter jedem P,
giltfiru <t
Px(Xt€A|¢%L):Px(Xt€A|Xu) f'S‘

Dies folgt unmittelbar aus Definition 6.13 i7), verlangt aber im Gegensatz zu Definition 6.13 nicht
die zeitliche Homogenitit der Dynamik.

Definition 6.15. Sei I c [0, c0) abgeschlossen unter Addition. Eine Familie (k¢ )te; von (sub-) sto-
chastischen Kernen von E nach E heifit (sub-) stochastische Halbgruppe, wenn fir alle s, € I gilt:

Ks O Kt = Kyt
Dies sind die sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungen®.
Satz 6.36. Ist ((Xy)ter, (Pr)zer) ein Markov-Prozess, so definiert

Ri(x,A) =P, (X, €A), zeE, AcB(E), tel (6.4)

eine Markov-Halbgruppe und die endlich-dimensionalen Verteilungen von (X, )ieq sind durch (K¢ )ier
festgelegt. Insbesondere gilt fiirn € N, 0 = tg <ty <... <ty und fi,..., fot I/ = R beschrinkt und

messbar
E, [ﬁfj(xtj)} [ Feaales dz) o) [ e @y dan) falwn). (65)

Umgekebrt gibt es zu jeder Markov-Halbgruppe (K )ier einen Markov-Progess (X, )ier, sodass (6.4) und

(6.5) gelten.
*nach Andrej Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987; Sydney Chapman, 1888-1970
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Beweis. Sei ((X¢)ter, (Pr)zer) ein Markov-Prozess. Nach Definition 6.13 i7) definiert (6.4) einen
stochastischen Kern. Weiter gilt fiir s,¢ € / und A € ZA(F)

Fort(2, A) = Po(Xgrp € A) = B, [Po( X € A| F)] = Eu[ (X, A) ]
= [y A dy) = (0 ), A).
Damit ist (% )ses eine Markov-Halbgruppe.
Zeige (6.5) induktiv. Sei f1 = 14, A € B(R). Esist
Eo[fi(Xe)] = Po(Xy, € A) = Ky, (2, A),

also gilt (6.5) fur n = 1 fur Linearkombination von Indikatorfunktionen und somit mit den ,,iibli-
chen Approximationsargumenten auch fiir allgemeine f. Es sei nun (6.5) wahr ftir ein n € N. Sei

JE(th) = f Jne1(Y)Etrir—t, (X4, dy). Dannist

Eiﬁ [ﬁ fj(th)] = E93 [E$ [ﬁ fj(th) | ﬁtn‘l‘l = Eﬂc [ﬁ fj(th)Ew[fn(th) | gztn]‘l

=1

=K, [li fj(th) / fn+1(y)/€tn+1—tn(th, dy)] =E, [Ii fj(th) f(th)] .

Wende nun (6.5) an auf f1, fo, ..., fu_1, fuf-

Sei umgekehrt (;)es eine Markov-Halbgruppe. Fiir ein endliches J c I, J = {to,t1,...,t,}
mit 0 = £y < t; < ... <1, definiert (6.5) ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, ; auf EVI:

Pw’J(A):[Htl,tO(x, d:cl)...f/itn,tnfl(xn,l,dxn)-lA(x,xl,...,xn), AeEV

Zeige: {P, ;| J c I, |J| < oo} ist eine projektive Familie. Sei J wie oben gegeben, J' := J \ {¢,} fiir
einle{1,...,n}und A; € Z(F). Dann gilt

Px’J((Wj/)_l(AOX...XAl_lel_,_lX...XAn)) =P y(..x A1 xEx A x...)
= f K“tl—tl_l (xl—lv dxl)lE(Il) f I{tl+1—tl(xla d'xl+1)1Al+1 ('rl+1) s

=... / Ri—¢;_, © /ﬁtm,tl(ml,l, d.l’prl) cee T . f litl+1*t171(l‘l*17 d$l+1) R
= x,J'(AOX-.-XAl—lXA1+1><-~><An),

das heiflt P, j o (74,)"' = P, ;. Mit Satz 6.12 folgt die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsmafles P,
auf ) = BT, o/ = B(E)®!, sodass fiir die {-te Koordinatenprojektion

XeQ—-E, Fi=0(Xs|s<t)

die Formel (6.5) gilt. ((X})ser, (Pr)zer) leistet das Gewiinschte.
Zeige die (schwache) Markov-Eigenschaft, das heiflft P, (X¢.s € A | %) = ki( X, A). Mengen
B der Form

B:{XtOEAo,...,Xt EAnfl}a O:t0<...<tn:S,nEN,AZ‘E%(E)

n-1
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sind ein schnittstabiler Erzeuger von .Z;. Es reicht also,
E, [k:(Xs, A)1p] = E; [1(x,,,ca115]
zu zeigen. Betrachte dazu
P.(Xy, € Ag, ..., Xy, € Ap)
~ [ P € Aoy Xy € Az Kiy € )L (1)1, (201, An)

demnach also P, (X, € An | Z,_ ) = Kty (X1, 1, An) (F.). O
Beispiel 6.17. Sei E abzihlbar und p = (puy ). yep eine stochastische Matrix. Sei

k@, A) =Y Pl

yeA

(Kn ) neny, ist eine Markov-Halbgruppe. Satz 6.16 liefert eine Markov-Kette (X, ) neny, mit Ubergangs—

matrix p.
Beispiel 6.8 (Faltungshalbgruppen und Markovprozesse mit unabhingigen stationiren
Zuwichsen). Sei (14)i[0,00) © M1(R) eine Faltungsgruppe, das heifit v, * v, = vy, fiir
s,t>0.
Ke(z, - ) =0, % 1y
definiert eine Markov-Halbgruppe auf R, denn fiir eine beschrinkte, messbare Funktion f:R - R
gilt
[ 1w eomi@ dy) = [ [ 1@yme dy)yrae dz) = [ [ rd. ) so.dz)
- [ [ 1Gryyntdy)ned) = [ [ fa 2 vy v nidy)
= / flx+a") (vs *vy)(da') = / f(@") kgar(, dx").
Sei X;:RI0>) — R die ¢-te Koordinatenprojektion. Nach Satz 6.16 gibt es auf Q) := RI0>), o7 :=
PB(R)[0>) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen (P, ) g mit
Px o (Xtoa N ,th)_l = 5x ®®K’tj—tj_1a n e N, 0= tO <...< tn
j=1
Es gilt
Pa:(Xto € Bo, th - Xto € Bl, R ,th - th71 € Bn) = 5$(B0) H Vij—t; 4 (Bj)
j=1

Man sagt: (Xt)te[O,oo) hat unabhingige, stationire Zuwichse.

Insbesondere: Sei v € M;(R) unendlich teilbar mit ¢, (u) = exp(¢)(w)) mit ¢ gemill der
Lévy-Khinchin-Formel aus Satz s.9. Ist 14, > 0 das Wahrscheinlichkeitsmafl auf R mit ¢, (u) =

exp(ty(u)), so ist
oo (W) = @y, -, =€ eV = eV = (),

das heift (2 )50 ist eine Faltungshalbgruppe.
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Bericht 6.19. Der zur Wahl v, = (0, t) in Bsp. 6.18 gehorigen Prozess heifit die Brownsche Bewe-
gung, man kann zeigen, dass es eine Version gibt, die stetige Pfade besitzt.

Im Allgemeinen kann man fiir die Prozesse aus Bsp. 6.18 keine Version mit stetigen Pfaden finden,
es ist gibt aber immer eine Version mit rechtsstetigen Pfaden, die linksseitige Limiten besitzen. Dies
sind die sogenannten Lévy-Prozesse. (Ein einfaches Beispiel sehen wir in Bem. 6.21 unten, nimlich

Poissonprozesse auf R...)

Beispiel 6.20. Sei I endlich, (Qyy ) yep eine Matrix mit Qpy > 0 fir v # yund ¥, p Quy = 0 fiir
alle z € F. Sei

P(t):=¢9 = i %t"Q", P(0)=1. (6.6)

Die Reihe konvergiert, denn max, yeg |Q1,| < (|E|max, yep |Qqyl)" Esgilt P(t) P(s) = P(t+s),
denn ist AB = BA fiir Matrizen A, B, so ist eAeP = eA*B, Weiter gilt

Poy(t+5) =Y Poo(t)Pyy(s).
zeE
ke(2, A) = Xy Pry(t) bildet eine Markov-Halbgruppe, das heifSt es gibt einen Markov-Prozess
(Xt)tel mit

P:co(th =T1,. .- ath = xn) = HPijllj(t]’ - tj—l)'
j=1

Sei 0 == maXyep{—Quz }> Doy = QZ’y fiirx #yund Py, =1+ % (Pay),y € E ist eine stochasti-
sche Matrix. Es gilt () = op — o/ und
N (), (@) o (o) &, (o)
P =2 5 ( )(Qp)k(—e)” k= p = Y eteapF,
Zgn!,; k kzz(:) k! é(n—k)! ,;) k!
=e~te

insbesondere ist also P(t) eine stochastische Matrix und es gilt

Pray (8) Py (h)

P:E()(Xt+h:y|Xt:x): P (t)
Tox

= Pyy(h) = (ehQ)my = 0py + hQuy +0(h), h 0.

(6.7)
Die Matrix @ heiflt die Generatormatrix oder auch die Q)-Matrix der Halbgruppe (P(t))ss0-
Analytisch gesehen folgt aus (6.6), dass gilt (beachte: () und exp(t()) kommutieren)

2 exp(1Q) = Qexp(1Q) = exp(1Q)Q. ©9)
wie man sich durch gliedweise Differentiation der Reihe in ((6.6)) iiberzeugt, demnach fiir ¢ > 0
SPO = QPO dh Yoy e B 5 P(0) = X QuaPylt) = Qe Poy(t) - Pay(1),
(6.9)
5P 0= POQ AR ¥y e B+ 2P (0= T Peult)Qey = Pas(Du + 3 Pes()ey
(6.10)
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Stochastisch: Gleichung (6.9) heifit Kolmogorovs Rickwirtsgleichung, denn gemif (6.7) gilt

—_

Ppy(t+h)-P,,(1)
h

(Paf(Xt+h = y) - Px(Xt = y))
(3. Pe(Xean = ylXi = 2)Pa(X, = 2) = Po(Xi = )

h
1
h
1

E( Zz Pzzy(t)(l{l’#} +hQ,. + O(h)) - Px,y(t)) = Z Qu,2P.y(t) +0(1),
man leitet sie also aus (6.7) durch ,Riickwirtszerlegung” des Prozesses X im Intervall [0, ¢ +/ ] gemifl

dem Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heif3t (6.10) Kolmogorovs Vorwdrtsgleichung, sie
entsteht durch Zerlegung gemifd dem Wert bei ¢:

P, (t+h)—-P,,(1)
h

- %( Y. Pe(Xpon = 9l X; = 2) Po(X, = 2) = Po(X, = )

= (L P01y + 1y () = Pry(0)) = 5 Qe (1) + (1)

Sowohl (6.9) als auch (6.10) sind (im Fall |E| < 00) eindeutig losbar und beide bestimmen die Halb-
gruppe (es sind beides endliche Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten).

Bemerkung 6.21. In der Situation von Beispiel 6.20 kann man eine ,,Version® von (X; )50 konstruie-
ren, deren Pfade rechtsstetig mit linken Limiten sind. Seien dazu 74, 72, . . . unabhingig und identisch

exponentialverteilt mit Parameter p,

To=0,T,=> rfirneNund Ny := Y 17,4y, t > 0.
n=1

i=1

(N¢)1s0 ist ein Poisson-Prozess (mit Rate p): Es gilt fiir 0 = tg < t1 < -+ <t
ZL(Niy = Nigo Ny = Ny oo, Ny, = Ny, ) = @ Poi(o(ti — tio1))
i-1

(Ubung), (Nt)es0 ist ein Markovprozess mit unabhingigen, stationiren Zuwichsen wie in Bsp. 6.18
(zur Faltungshalbgruppe v; = Poi(ot)).

Sei (X}, ) ken eine zeitdiskrete Markov-Kette mit Ubergangsmatrix p,dann leistet X; := Xp,, £ >0
das Gewtinschte.

Satz 6.22. (X;)ie; mit WabrscheinlichkeitsmafSen ( Py, ) yep ist genan dann ein Markov-Prozess, wenn
es einen stochastischen Kern k: E x B(E)®T — [0, 1] gibt, sodass fiir alle v € E, s € I und alle
beschréinkten, messbaren Funktionen f: ET — R gilt

Eo [f((Xtvs)eer) | Fo] = Ex, [f ((Xu)uer)] = fEI fy) r(Xs,dy) [ (6.11)
Beweis. Es gelte zunichst (6.11). Fiirt € I, A € B(E) setze f: ET > R, y — 14(y;) in (6.11) ein:
Py(Xuus € A| F5) = Ex, [[(X)] = ri( X, A),
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also gilt die schwache Markov-Eigenschaft (vgl. Definition 6.13 i17)).

Sei nun umgekehrt (X} );c; ein Markov-Prozess. Betrachte zunichst f von der Form

fW) = fi(ye) - fulys,)

tirn € N, ¢; < ... <1, € I und gewisse beschrinkte, messbare Funktionen f;. Fiir n = 1 folgt
(6.11) aus der schwachen Markov-Eigenschaft von (X} );e;. Nehme also an, dass (6.11) fiir Funktionen
f obiger Form mit einem festen n € N erfiillt sei. Sei f(y) = 15, (v, )---18,., (Y,.,, ). Dann gilt

Eo [f((Xtes)ter) | ] By [15,(Xst,) 1B, (Xertnn) | Fs]
Eo [Ee [18,(Xstty) 1B, (KXot ) | Frnss] | Fl
E, [1B1(Xs+t1) 1p, (Xert, ) Po(Xastnar € Brit | Four,) | Fs]
E, [15,(Xor )15, (Xoes) P, (Xtyiot, € Buit) | ]
=Ex, [1Bl(Xt1) 15, (X4,) - Px,, (Xt,,1-t, € Bn+l)]
=Ex, [15,(X4,)15,(Xs,) - Px,(X4,.y € Bpir | F4,)]
=Ex, [Ex, [15,(Xe,) 15, (X)) 15,0 (Xeon) | 2]
=Ex, [f(X)], (6.12)

s

also gilt (6.11) fiir Linearkombinationen solcher ,Zylinderfunktionen und somit (mit den ,,iiblichen
Approximationsargumenten®) auch fiir allgemeine f mitn + 1 Faktoren.
Ein weiteres ,iibliches* Approximationsargument zeigt dann, dass (6.11) fiir beliebige, beschrink-

te, messbare f : EY — R gilt (beachte, dass Zylindermengen mit endlicher Basis einen schnittstabilen
Erzeuger von #(E)®! bilden). O

Bemerkung. Im Beweis von Satz 6.22, speziell in Formel (6.12), spielt das Symbol X' = (X)es
gewissermaflen mehrere Rollen, speziell beim Ubergang von Zeile 4 zu Zeile 5: X wird ,auflen” als
Jixierte” Zufallsvariable betrachtet, andererseits wird bei der Bildung des Erwartungswerts innerhalb
vonEx [---]iber Xy,,..., X, ., mitdem Maf§ Px_ gemittelt. Man kdnnte dies notationell betonen

und eine ,,Kopie® X = (X1)ter des Prozesses X mit derselben Dynamik einfiihren. Damit schreibt
sich (6.12) ab Zeile 5 als

= Ex, [15,(X0,)15,(X4,) - P, (Xt,.1-t, € Bui1)]
=Ex, [15,(X:)15,(X:,) - PXS(th+1eBn+1|Jtn)]
=Ex, [Ex, [15,(X)15,(X,)15,,, (X)) | Z,]]
= Ex, [f(X)]

Bemerkung 6.23. Sei [ = N.

i) (X5 )nen, ist genau dann eine Markov-Kette, wenn fiir alle v € £ und k € N gilt

Z ((Xn+k)n€No | fk) = ng ((Xn)neNo) .
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ii) Sei (X, )nen, ein stochastischer Prozess mit Verteilungen (P, ) ze g, wobei Py, (Xo = ) = 1, und
es gebe einen stochastischen Kern k1: E' x Z(E) — [0, 1] mit

PI(XS+1 €A | ﬁs) = Hl(XsaA) I-s.

fiir alle s € Ny und A € Z(F). Dann ist (X, ) pen, eine Markov-Kette und die n-Schritt-Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch k,, = kj,-1 0 K1, € N. (K, ) nen ist eine Markov-
Halbgruppe und die Verteilung von X ist durch & festgelegt.

iii) In der Situation von ¢7) sei £ hdchstens abzihlbar. Dann ist (X}, ) e, genau dann eine Markov-
Kette beziiglich %, = 0(Xo, ..., X, ), wenn es eine stochastische Matrix (pay ) ye 2 gibt, sodass
firalle zg, ..., 2,y € Emit Py (X = zo,...,X,, = x,) > 0gilt

Pxo(Xn+1 =y | XO =Zg, .- 7Xn = an) =Pzny-
Beweis. i) Ist (E,d) polnisch, so ist ENo auch polnisch, zum Beispiel mit Metrik

Qo ((22). (4)) = i 2 (d(, ) A1),

Dann ist Z(E)®No = Z(EMN0), demnach gibt es eine Version der bedingten Verteilung von
(Xn+k)nen, bedingt auf 7.

ii) Lese den Beweis von Satz 6.22 erneut mit ¢; = 7.

iii) Ist E diskret, so ist pay = k(, {y}) eine stochastische Matrix.
[

Bemerkung 6.24 (Formulierung der Markov-Eigenschaft mittels Shifts). Auf (E!, Z(E)®!) defi-
niert
(@tm)u = Ty

eine messbare Selbstabbildung und es gilt ©4,, = O, 0 ©,. Wenn X auf kanonische Weise auf
(BT, B(F)®!) definiert ist, so formuliert man (6.11) auch als

B [f(X00,) | F]=Ex, [f(X)].

6.3 Zur starken Markov-Eigenschaft

Definition 6.25. Ein Markov-Prozess X = (X} );e; mit Verteilungen (P, ) e g hat die starke Markov-
Eigenschaft, falls fir jede fast sicher endliche Stoppzeit 7, jedes x € F und jede beschrinkte, messbare
Funktion f: BT - Rgilt

E, [f((Xraier) | Z2) = Ex, [f(X)]  Pifs.

Satz 6.26. Im Fall I = N besitzt jeder Markov-Prozess die starke Markov-Eigenschafft.
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Beweis. Fir Ae #,und s e Nygilt An {7 = s} € .%; und somit

Ea; [f((X7—+t)teI)1A] = Z Ex [f((XT+t)tEI)1Aﬂ{T:S}] = Z Ea: [f((Xs+t)teI)1An{T:s}]

seNg seNp
= Z E, [EXS [f(X)] 1Aﬂ{‘r:s}:| = Z E, I:EXT [f(X)] 1AO{T:S}]
seNg seNp
=K, [Ex, [f(X)]1a],
wobei im vorletzten Schritt die schwache Markov-Eigenschaft bei Zeit s eingeht. L]

Satz 6.277 (“Spiegelungsprinzip®). Seien Y1,Y5, . .. unabbingige und identisch verteilte reelle Zufalls-
variablen mit £(Y1) = L(-Y1). Sei Xo := 0 und X}, := Y0, Y;. Dann gilt fiirn € Nund a > 0

P (mngm > a) <2P(X, >a)-P(X, =a).
FallsP(Y1 € {-1,0,1}) = L und a € N, so gilt Gleichbet.
Beweis. (X} )ren, ist eine Markov-Kette. Sei @ > 0, n € N und
7:=inf{m eNy: X,, >a} A (n+1).

Setze f(m, X) = 1(men) (1{Xn_m>a} + %1{Xn—m:a}) und ¢(m, z) := E.[f (m, (Xi)kay, )] Dann
gilt aufgrund der symmetrischen Verteilung von Y

2% fallsm <nund z > a
o(m,z) {=1

=5, falsm<nundz=a
=0,

fallsm >n

und ]
J(7, (Xrir)keno) = Liren) (1{Xn>a} + él{x,ﬁa}) :

Wegen der starken Markov-Eigenschaft gilt Eo[ f (7, (X71x)ker, ) | Fr] = (7, X ). Weiter ist

[ren)={r<ntn{X,>a}c{o(rX.)> %}m{Tgn} — {p(r X.) > 0} n {r <n},
also
1 1 1
P(Xn > CL) + §]P)(Xn = CL) = EO[f(Ta (XT+k)k€No)] 2 §]P>(T < n) = 51[) (m?JXXm 2 CL) . (613)
Falls Y; nur Werte in {-1,0, 1} annimmt und a € N, dann ist {7 < n} = { X, = a}, also
{p(r, %) > 0) n {7 <m} = {0, X2) = g} n {r <),

das heifit es gilt die Gleichheit in (6.13). ]
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Beispiel 6.28 (Eine Situation, in der die starke Markov-Eigenschaft nicht gilt). Im Fall 7 = [0, c0)
fordert man, dass die Filtration (.%; )50 rechtsstetig ist, das heif3t

ft:ﬂgs:?; furtZO

s>t

Sei E = [0, 00) und eine Markov-Halbgruppe (k¢ )0 gegeben durch

5$+t(A) ) xT > O
lit(‘ra A) = t
etoo(A) + [, e%0-s(A)ds, x=0
(X+t)10 kann folgendermaflen dargestellt werden: Sei 7" ~ Exp(1) und fiir ¢ > 0
Xt = (t — T]_{ono})+ + 1{X0¢O}XO'

Sei 7 :=inf{t >0 | X} >0} = T'1;x,_0y. Dann gilt (fiir f : [0,00) = R, ¢ > 0)

B[/ (Xra) | 711 = 10 % [ ) m0dy) = 50) + [ e (-5 ds,

das heifit die starke Markov-Eigenschaft gilt nicht fiir dieses 7.

6.4 Erginzung: Zu diskreten Markov-Ketten

6.4.1 Grundlegendes Szenario

Es sei E eine abzihlbare Menge, p = (Pay )z yer eine stochastische Matrix und X = (X, ) e, eine
(diskrete) p-Markov-Kette, das heif3t

Pxo(Xn+1 =Y | Xo = Zo, .- '7Xn—1 = xn—th = ZL‘) = Dzy

firallen € Nund xg, ..., 2, 1,2,y € Emit Py (X0 = zo,..., Xp1 = 251, Xy, = ) > 0. Wir
notieren die n2-ten Potenzen der Ubergangsmatrix als p7,, = P, (X, = ).

Beispiel 6.29 (Erneuerungskette). Sei £ = No, v = (14 ) gen € M1(N) und p gegeben durch
Vi1, =0

DPij = ]-7 j:i_l

0, sonst

Eine Markov-Kette (X, ) en, mit Ubergangsmatrix p und Start in Xy = z kann folgendermafien
dargestellt werden: Seien &1, &, . . . ~ v unabhingig, Tp := xq, 15, := Ty + Y2 & firm € Nund

Xn = IIlf{Tk -n | ke No,Tk 2 TL}

Interpretation: Die T}, sind die ,,Erneuerungszeitpunkte® — man denke an Zeitpunkte, zu denen je-
weils eine defekte Glithbirne ausgetauscht wird — X, ist dann die ,Restlebensdauer der zum Zeit-
punkt n brennenden Birne.
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6.4.2 Rekurrenz und Transienz

Definition 6.30. Fiirz € Esei T\ := inf{n > 0| X,, = 2} und fir k € N, k > 2

T® = inf{n > T | X, =2}
(mit Setzung TH = oo, falls T = o). T heife die k-te Eintrittszeit (auch Riickkebrzeit) von
Xinz.

Bemerkung. i) Nach Konvention ist Tél) > 0, auch bei Start in z.
ii) Die quk) sind Stoppzeiten beztglich (%, ), mit %, = 0(Xo, ..., Xy).

Definition 6.31. Firz,y € E sei

Fayy) = Pu(T < o0) - P(Q{Xn . y})

die Wahrscheinlichkeit, bei Start in x jemals y zu erreichen, beziehungsweise fiir y =  die Wahr-
scheinlichkeit, bei Start in 2 jemals nach « zurtickzukehren.

Lemma 6.32. Fiirx,y € Eundk € N gilt Pw(Ty(k) <o0)=F(x,y)F(y,y)kL

Intuitiv: Damit Ty(k) < oo gilt, muss die Kette zunichst y erreichen und dann noch (k£ — 1)-mal

zuriickkehren.

Beweis. Durch Induktion tiber k € N. Fiir k = 1 gilt die Aussage nach Definition von F'(z,y). Sei
die Behauptung also fur k € N erfullt. Es gilt
k+1 [ k+1
Po(T{F < 00) = B, [P (T3 < o0 |fT5k>)1{T;k><m}]

=E, IPx( inf{n>0: XTé“m =y} <oo |FT§k))1{T§k)<w}]

=E, iIP’XTék> (Ty(l) < oo)l{nsk)@o}]

= Ex :Py(Ty(k) < 00)1{T?5k)<00}:|

= F(y,y)Po (T < 00) = F(y,y) F(w,y) F(y.y)*
= F(z,y)F(y,y)",

wobei wir in der vierten Zeile die starke Markov-Eigenschaft und in der fiinften Zeile die Induktions-

annahme verwendet haben. [
Definition 6.33. Ein Zustand = € F heif3t (beztiglich p)
* rekurrent, falls F(z,z) = 1,

e positiv rekurrent, falls E, [ngl)] < oo (also insbesondere F'(x,x) = 1),
* nullrekurrent, falls Ex[Tagl)] =oound F'(z,x) =1,

86



* transient, falls F'(z,x) < 1,
* absorbierend, falls p,, = 1.

Die Markov-Kette X heifit (positiv / null-) rekurrent, wenn dies fiir jeden Zustand gilt. X heif$t z7an-

sient, wenn jeder rekurrente Zustand absorbierend ist.
Bemerkung. Es gilt: x absorbierend =  positiv rekurrent = x rekurrent.

Beispiel. Betrachte folgende Markov-Kette auf £/ = {1,2, ..., 8}, wobei die Pfeile positiven Uber-
gangswahrscheinlichkeiten entsprechen:

o

©
©
© © @

Zustand 1 ist absorbierend, Zustinde 2,3,4,5 sind transient und Zustinde 6,7,8 sind (positiv) rekur-

rent.

Definition 6.34. Sei N(y) := Y720 1{x, -y} die Anzahl der Besuche in y € E. Sei

G(z,y) =E,[N(y)] :ipx,y-

G heifSt Greenfunktion’ von X .

Satz 6.35. Frirxz,y € I gilt

F(ﬂ?y))
— ] 1-F(yy)’
G(xJ y) - 1

Fyy) 4°%

Yy*T

mit Konvention 1/0 = oo. Insbesondere ist G(x,y) = F(2,y)G(Y,y) + Liaeyy und y ist genan dann
rekurrent, wenn G(y,y) = oo.

Beweis.

G(z,y) = Eu[N(1)] = S Po(N(y) 2 k) = Loy + ZP (T < o0)

k=1
. F(:L",y)
=1y + F(x,y)F(y,y)klzlx: 77
to=w) ;; T F(y,y)

O

*benannt nach George Green (1793-1841), der ein analoges Objekt in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
eingefiihrt hat
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Satz 6.36. Sei x € E rekurrent und esgelte F'(x,y) > 0 fiireiny € E. Dann ist auchy rekurrent und es
gilt F(x,y) = F(y,x) = 1. Falls x positiv rekurrent ist, so auch y und es gilt |, [Ty(l) I, E, [qul)] < o0,

Bewets. Seiohne Einschrinkungy # x. Wegen F'(z,y) > Ogibteseink e Nund zy, ..., 24 € E'mit
xp=y,x; #xfiri=1,... kund P,(X; = x1,..., Xy = 2x) > 0. Insbesondere istp’;;y > 0. Es gilt

0=1-F(z,2) =Py (T = 00) > Po( X =1, ..., Xpp = 2, T = 00)
= Ex[Pw(Xl =T1y... ,Xk = .Tk,ngl) = o0 ’fk):l
“Po(Xy =21, Xp = )P (T = o0),

also ]P’y(ngl) = 00) = 0 und damit F'(y,z) = 1 - IP’y(T:,Sl) = 00) = 1. Insbesondere gilt pf,, > 0 fiir
ein ¢ € N, somit

Gy y) =D Pay > > Dhapieph, = phepk,G(x,2) = 00

nach Voraussetzung, das heif3t  ist rekurrent. Vertauschung der Rollen von 2 und y zeigt nun auch
F(z,y) =1

Sei nun x positiv rekurrent und 1, . . ., ¥, wie zuvor, dann gilt

..........

.....

demnach ist Ey[ngl)] < o0o. Nach Vertauschung der Rollen von  und y erhilt man nun auch

E,[TMV] < oo. O
Definition 6.37. Eine diskrete Markov-Kette heif$t zrreduzibel, wenn
F(xz,y)>0 Vaz,yekE.

Bemerkung 6.38. i) Eineirreduzible Kette X besitzt entweder nur rekurrente oder nur transiente
Zustinde. Falls | E| > 1, so gibt es keine absorbierenden Zustinde.

ii) Ist |F| < oo und X irreduzibel, so ist X rekurrent.
Beweis. i) Die Aussage folgt aus Satz 6.36.
ii) Seiz € E. Esgilt

> G(x,y) = Z_%ZEPZf Z;)lmo,

yelb Y€
das heifit es gibt ein y mit G(z,y) = co. Wegen der Irreduzibilitit von X existiert ein k& € N mit

p’ij > 0, somit gilt auch

G(z,x) > Y piph, = Gz, y)ph, = o.
m=0
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Beispiel 6.39 (Irrfahrten auf Z9). Seien Y7, Y5, . .. unabhingige und identisch verteilte, Z?-wertige
Zufallsvariablen. Sei (X, ) nen, eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix Pay = P(Y1 =y — ), das
heifit unter P, ist

(X )netig S (2 + Y7+ +Y,,).

i) Seip :=E[Y1] # 0. Dann gilt fiir jedes z € Z4

sy Pfs.,
n

insbesondere ist #{n € Ny | X,, = 2} < oo P,-f.s., das heifft X ist transient.
ii) Sei pu = E[Y1] = 0, E[||Y1]]?] < oo, die Kovarianzmatrix C' = (Cov[Y1,,Y1;])ij=1
invertierbar und die von {y | P(Y] = y) > 0} erzeugte Gruppe sei Z¢. Dann gilt

1
(2m) 2] det(C)[2ndP2

77777

Poo=Po(X,=0)=P(Y1+--+Y,=0)~
fir n — oo (lokaler Zentraler Grenzwertsatz, zum Beispiel via Fourier-Inversion). Somit ist

=00, d=1,2,

G(0,0)=Spr,{
( ) nz_;)po,o{<oo’ >3,

das heift eine zentrierte Irrfahrt mit endlicher Varianz ist genau dann rekurrent, wenn d < 2.

6.4.3 Invariante Verteilungen

Fiir ein Maf y¢ auf E sei pip({z}) = ¥yep 1({y})pye (Transport von p durch den Ubergangskern
p).

Definition 6.40. Ein (o-endliches) MafS i1 heifst (p-)invariant, talls up = p. Ist 1 zudem ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf, so heifSt es auch eine invariante Verteilung (auch: Gleichgewichtsverteilung) von

.
Lemma 6.41. Sei jeder Zustand transient. Dann gibt es keine invariante Verteilung fiir p.

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz 6.35 ist G(x,y) = X, plt, < 00, insbesondere gilt pf, — 0 fir
n — oo fiirallex,y € E.

Angenommen p wire eine invariante Verteilung. Dann gibt es ein y € E mit u({y}) > 0, ein
endliches £ ¢ E mit u(E ~ E') < 1p({y}) und fiir geniigend grofies n ist

max gl < u({y},)
wel 4p(E")

Somit folgt
n({y}) = wp({y}) == mw"({y}) = Zjﬂ,u({x})pﬁy + EZE/“({QE})%
< on{y)) + gl = 5u((v))
also ein Widerspruch. O]
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Satz 6.42. Sei x rekurrenter Zustand, dann definiert

7M1 o0
,Ua:({y} [ Z lix,- y}] = ZP:E(X” = y,Tx(l) > x)a ye kb
n=0

ein invariantes Mafs [i.

Diese Konstruktion wird auch der ,Zyklus-Trick® genannt. Intuitiv ist ¢, ({y}) die erwartete
Anzahl Besuche in yy wihrend {0, 1, ..., 74" = 1} und p,p({y}) die erwartete Anzahl Besuche in
wihrend {1,2, ..., Tél)}, diese Anzahlen sind aber wegen X 1) = z gleich.

Beweis. Zeige zunichst pi, ({y}) < oo fiiralley € E. Esgilt 1, () = 1und p1,,(y) = 0, falls F'(z,y) =
0. Falls F'(z,y) > 0 firy # x, so setze F'(x,y) := IP’z(Ty(l) < Tx(l)). Dann ist F'(z,y) > 0 und
F(y,x)>0undesgilt

7M1 7M1
Eyl > 1{Xn:y}]=1+Ey > L i Lip( 0y
| n= T(l)

T -1
=1+E,|E, Z 1ix,- y}l{T(1) Ty | JT(1)
)

das heifdt

Damit folgt

pe({y}) = Ep

T(l) 1 (1) 1
Z 1{X y}] ]E 1{T(1)<T(1)} Z:( )1{Xn =y}
n=Ty

T4
F(x,
et am [ | He

Setze nun P, (z,y) = Py (X, = y, T > n), dann gilt
pep({2}) = Z Mﬂc({y})pyz = Z Zﬁn(ﬂc,y)pyz-
yeE n=0yek
1. Fall:  # 2. Es gilt
Z oz, y) = Z P.(X, =y, Tél) >n, Xy =2) =Pu(Xp1 = 2, qul) >n+1)

yek yeE —
=P (Xn=y, Xn+1=2, T£1)>n+1)
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und somit wegen py(z, z) = 0 fiirz # 2

Ml’p(z) = Z:O]_)n+1(x7y) 2)@1(%9) = Mm({Z})
2. Fall: . = 2. Es gilt

S P (@ )y = S Po(X =y, T >0, Xy = 2) = P (T =+ 1),

yeFE yeFE
das heifdt
pp({2}) = 3 Y Bl )y - Z P (T =n+1) = 1= po({z}).
n=0yeE
Damit ist p,, ein invariantes MafS. ]

Korollar 6.43. Ist x positiv rekurrent, so definiert

1

Tim e

1
E,[7V]
eine invariante Verteilung.
Satz 6.44. Eine irreduzible Markov-Kette besitzt hochstens eine invariante Verteilung.

Beweis. Seien m,v € M, (E) invariante Verteilungen. py,, := 3,2, 27"p,, ist eine stochastische Ma-
trix und aufgrund der Irreduzibilitit gilt p,, > O firalle z,y € E.

p = 7 — v ist ein signiertes Maf§ mit pp = p und p(E) = 0. Angenommen g ist nicht das
Nullmaf, dann gibt es z1, 22 € E mit p({x1}) <0 < p({x2}), somit

‘ﬂ({xl})ﬁmy + /L({xQ})ﬁxzy| < |N({x1})ﬁx1y| + |M({$2})Z§xzy| VyeFE

und
lupll oy = D220 ({2 })Bay| < D0 Do M{a D) By = Do n({z D) = [plpy = 1] -

Dies ist ein Widerspruch, p muss also das Nullmaf sein und somit gilt 7 = v. O]

Satz 6.4s. Eine irreduzible Markov-Kette X ist genau dann positiv rekurrent, wenn sie eine (notwen-
digerweise eindeutige) invariante Verteilung m besitzt. Diese ist dann gegeben durch

({2} = — >0, 2cF.

B[]

Beweis. Wenn x positiv rekurrent ist, so gibt es nach Korollar 6.43 eine invariante Verteilung, welche
nach Satz 6.44 eindeutig ist.
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Sei nun 7 eine invariante Verteilung. Wegen mp = 7 und der Irreduzibilitit von X gilew({z}) > 0

fiirjedes v € E. Setze P := Y, . p m({2} )P, das heiflt unter P ist Xy ~ 7. Fiir v € £ und n € N sei

ol = sup{m <n:X,, =z} mit Wertenin {0, 1,...,n} u{-oo}. Fiir k < m ist

P (0™ = k) =Po( Xy =7, Xps1 # 7, ..., X # 7)
=P, (Xg=2)P (X1 #2,...., X, +)
=7({a})P(TV > n-k+1),

wobei wir in der zweiten Zeile die Markov-Eigenschaft und in der dritten Zeile die Invarianz von 7
ausnutzen. Somit folgt

1=37 Po(o8" = k) + Br(08"” = ~c0)
Dr({e) S PAT 2=k + 1)+ P(TD 2 n+1).

Weiter gilt wegen der Irreduzibilitit und mit monotoner Konvergenz

PA(TM >n+1) = Y a({y)P(T" 2n+1) — 0,
Yy

das heif$t mit n — oo folgt aus (t)
L=r({z}) S0, Po(TY 2 0) = ({2 DE[TV].

Damit ist B, [T ] < o0 und folglich « positiv rekurrent. O

6.4.4 Konvergenz ins Gleichgewicht
Definition 6.46. Firz,y € E'sei N(x,y) = {n e N|pZ >0}.

i) d, = ggT(N(x,z)) heiit Periode des Zustands z.

ii) Fallsd, = d, = dfirallez,y € E, so heifit d die Periode der Markov-Kette X.
iii) X heiflt aperiodisch, wenn d = d, = 1 furallex € .

Beispiel.

@
@

@ @ @

aperiodisch Periode d = 2
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Lemma 6.47. 1) Firx € F gibtesein n, € N mat phs= > 0 fiir alle n > n,.
11) Im irveduziblen Fall gilt d,, = d,, fiir alle x,y € E.

Beweis. i) Setze N := %z’m), dann ist N ¢ Ny mit ggt(N ) = 1und N ist abgeschlossen unter
Addition.

Zeige: Es gibt ein n’ € Ny mitn/,n’ + 1 ¢ N. Seien dazu ng,ng + k € N. Falls k = 1, so ist
n' = ng. Ist k > 1, so gibtes ein ny € N mit k 4+ ny, das heifft n; = mk +r mitm € N
undr € {1,....k-1}.Esgile N 3 (m + 1)(ng + k) > (m + 1)ng +n, € N mit Differenz
(m+1)k —ny = k —r < k. Iteriere dieses Argument maximal & mal und erhalte n’.

Sei nun n, := (n')% Firn > n, schreibe n = (n')2 + n - (n'2) = (n')? + kn’ + r mitr €
{0,1,...,n' =1} und k € Ng, demnach istn = 7(n/ + 1) + (n/ = 7 + k)n' € N.

ii) Esgilt N(z,y) + N(y,2) ¢ N(z,z) firallex,y, z € E, denn pjz™ > p7ipit..

Wegen der Irreduzibilitit existieren m € N (x,y) und n € N(y,x). Sei k > n,, (das heilt kd, €
N(y,y)), dann folgt m + kd, € N(x,y) undm +n + kd, € N(x, ), also

dy | (m+n)+kd, furalle k > n,,.
———
eN(z,x)
Demnach gilt d, | d,, und mit vertauschten Rollen von = und y auch d,, | d, das heiflt d,, = d,,.
]

Bericht 6.48. Im irreduziblen Fall mit Periode d > 1 kann man F = Fy v Ey u - v Ey_; disjunke
zerlegen, so dass

Pay > ny € Ez = YE€ E(i+1) mod d

gilt (vgl. [KI, Satz 18.4]).

Satz 6.49. Sei X eine aperiodische, irreduzible Markov-Kette mit invarianter Verteilung w. Dann gilt
fiir jedes v € B

> [Po(Xn =y) - 7({y})] —= 0.
yeE
Beweis. Wir konstruieren eine Kopplung von P, und P;..

P(wr29),(y1,2) = Pa1ynPas,ys ist eine irreduzible stochastische Matrix auf E' x E' (die Irreduzi-
bilitit verwendet Lemma 6.47), 7({x,y}) := m({x})7({y}) ist zugehdrige invariante Verteilung.
Sei (X, Yy,)n eine p-Markov-Kette mit Startverteilung d,, ® 7. Nach Satz 6.45 ist (X, Y") rekurrent,
insbesondere ist 7" := inf{n e Ny : X, = ¥,,} < oo fis. und es gilt

P(Xn = yaT < TL)

Zn:Z ]P)(T:m7Xm:x7Xn:y)
m=0

T

=P(T=m, Xm=2)pi;™ =P(T=m,Ym=2)pit;™

M=

ZP(T:m,Ym:x,Yn:y) =P(Y,=y,T <n),
0 x

Yo=y,T<n)+P(X,=y,T>n)<P(Y,=y)+P(X,=y,T >n)

I
= 3

P(X, =y)
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und analog P(Y,, = y) <P(X,, =y) + P(Y,, =y, T > n), somit

S|P (Xn =y) - 7({yD)] = D |P(Xn = y) - P(Y,, = y)| < 2P(T > n) — 0.

yeF yeF

O

Beispiel (Erneuerungskette, vgl. Beispiel 6.29). Sei £ = Ny, v € M;(N) und X eine Markov-Kette
mit Ubergangsmatrix po ; = v({j + 1}) fiir j € No, p; ;.1 = 1 fiiri € Nund p;; = 0 sonst.
Sei po:= Y v av({2}) < cound ggT({z: v({z}) > 0}) = 1, dann ist X aperiodisch, irreduzi-

bel und positiv rekurrent mit (eindeutiger) invarianter Verteilung 7, gegeben durch
1
m({z})=—v({z+1L,z+2,...}), zeN
1
(falls m := sup{x : v({z}) > 0} < oo so muss man wértlich auf £’ := {0,1,...,m + 1} ein-
schrinken).

Bewess. Die Irreduzibilitit und Aperiodizitit von X sind klar. Weiter gilt

m({7+ 1)pjer; + 7({0})po, = %(V({j +2,..0) 1+ Lv({j+1})) = n({5}),

somit ist 7 die invariante Verteilung. O]

Satz 6.50 (Diskreter Erneuerungssatz). Mit der Darstellung
X, =inf {T}, - n | k e No, Ty > n}

mit &1, &, -+ ~ v unabhingig, E[&1] = 1, To = xo und Ty, i= xo+ & + -+ + &y, fiir m € N ergibt sich
aus Satz 6.49
1
P(3keN: Ty =n) =P, (X, =0) — 7({0}) = "

6.4.5 Markov-Ketten und Randwertprobleme

Definition 6.s1. Sci f: E — R, pf(z) := ¥ cp P2y f (y) (f sei derart, dass die Summe existiert). f
heil3t barmonisch (fiir p), wenn pf = f. f heildt subbarmonisch, wenn pf > f und superbarmonisch,

fallspf < f.

Bemerkung. Ist f harmonisch und (X, ), eine p-Markov-Kette, so ist ( f(X},)),, ein Martingal.

Definition 6.52. Sei @ #+ A c Fund g : A — R beschrinkt. f 16st das Dzrichlet-Problem (zu p — I)
auf I \ A mit Randwerten g (auf A), wenn gilt

(nf - f)(=)
f(x)
Beobachtung 6.53. Sei (X,,),, p-Markovkette, 74 := inf{n € Ny : X, ¢ A} (die Treffzeit von

Ac E)undesgelte P, (74 < 00) = 1 fiiralle x € £. Dann lost f(z) := E,[g(X,,)] das Dirichlet-
Problem mit Randwerten g.

0, xeFENA,
g(x), reA.
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Beweis. Offenbarist f(z) = g(z) fiir x € A, denn dann ist P, (74 = 0) = 1. Fiir x ¢ A gilt wegen
der Markov-Eigenschaft

9(y) = f(y), yeA,

Ely(Xr)lXa =yl = {Ey[g(XTA)] =f(y), yiA

Demnach ist fiir 2 ¢ A
f(x) = Y Po(Xa = B [9(Xr)| X0 = y] = X pay f(y) = pf ().

]

Bemerkung. Auch f(z) = Ex[g(XT D1 A<oo}] 16st das Dirichlet-Problem. Ist P, (74 = 00) > 0,

so kann es verschiedene Losungen geben.

Sei Py = 1 a(T)Pay + 1404y (Pist die Ubergangsmatrix von X,, := Xpur > der in A absorbierten
Kette). Wir treffen folgende Annabme:

Vre ENxAyeFE:3neNy:p, >0 und ingPZ(TA<OO)=1 (Irra)

Satz 6.54 (Maximumprinzip). Esgelte (Irra). Sei f: E — R mit (pf - f)(x) =0 fiirx € EN Aund
es gebe v € £\ Amit f(x*) = sup,.p f(2). Dann ist f konstant.

Beweis. Esgilt f(x) =pf(x) =+ =p"f(x), insbesondere
f@) =p"f(@") = 3 Pae, f (y) < f27),

alsogilt f(y) = f(z*) furalley e {z € £ | p"._ >0} =t A,. Nach Annahme ist Uy A, = E. [

Satz 6.ss. Unter der Annabme (Irra) ist fiir jede beschrinkte Funktion g: A — R das Dirichlet-
Problem mit Randwerten g eindentig lisbar durch f(x) = E,[g(X,,)].

Beweis. Seien fi und fo Losungen. Da g beschrinkt ist, sind gemif$ Satz 6.54 (Maximumprinzip)
auch f; und f beschrinkt mit || f1]| oo, ||/f2]]c0 < [|9]]co-

f=f1— foerfille (pf = f)|gea = 0und f|a = 0, also muss f = 0 sein, denn ein 2* € B\ A
mit f(2*) > 0 oder - f(2*) > 0 ergibe einen Widerspruch zum Maximumprinzip. O

Beispiel 6.56 (Einfache Irrfahrt auf Z mit Drift). Sei E = Z, 1 € (3,1) und
Pay =10y e + (L =7)0y 51

p(x) = (ﬂ)m ist harmonisch. Sei A := ((—oo,a] u [b, oo)) N Z mit —a,b € N und betrachte

T

g(a)=1,9(b) =0.Fira < x < bist

Po(Tiay < 7y) = Ex[9(Xr,)]

(=) (=)
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6.4.6 Beispiel Gibbs-Sampler und Isingmodell

Das Ising-Modell* ist ein einfaches thermodynamisches und quantenmechanisches Modell fiir

(Ferro-) Magnetismus von Kristallen.

Die Atome sitzen auf den Knoten des Gitters, wir denken an A = {0, 1,..., L — 1} fiir ein
LeN.

* Jedes Atom (37, j) € A besitzt ein magnetisches Moment x; ;) € {~1, +1} (Spin).

Atome wechselwirken (nur) mit ihren direkten Nachbarn auf dem Gitter, und sie bevorzugen
dieselbe (Spin-) Orientierung wie ihre Nachbarn zu haben.

Die Energicfunktion eines Zustands x € {1} ist gegeben durch
H(z)== 2 GpTe
(4.3)~(@".3")

wobei (7,7) ~ (', j') bedeutet, dass (7, j) und (7', j') benachbarte Gitterpunkte sind. Dem-
nach ist die Energie eines Zustands umso kleiner, je mehr ,gleichsinnige® Nachbarpaare (+/+

oder -/-) es gibt.

Wegen thermischer Fluktuationen ist der (,,mikroskopische®) Zustand eines Systems bei Tem-
peratur 1" > 0 zufillig.

Bei Temperatur 7" > 0 hat ein Zustand x die Wahrscheinlichkeit

po(e) = - exp (- BH())

mit 3 = % (¢nverse Temperatur) und Normierungskonstante (Zustandssumme)

Zg = Z exp( —BH(:L‘))

re{+1}A

g ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf {+1}4, die Gibbs-Verteilung (oft auch Boltzmann®-
Verteilung).

Um ,typische Konfgurationen im thermischen Gleichgewicht zu beschreiben, missen wir Er-

wartungswerte beziiglich 15 ausrechnen. Da Zj eine Summe iiber 214 Terme ist, kann man p5()

aber nur sehr schwer ausrechnen (zum Beispiel fiir ein Gitter der Gréfle 100 x 100 sind dies 210900 w
2- 10391 Summanden).

Losungsvorschlag: Finde eine Markov-Kette (X, ) neny,, die p5(x) als einziges Gleichgewicht be-

sitzt, denn dann hat (fiir n > 1) X, (ungefihr) Verteilung j15.

*Ernst Ising, 1924
SJosiah Willard Gibbs (1839-1903)
Ludwig Boltzmann, 1844-1906



Gibbs-Sampler. Fiir (i,7) € A, z € {£1}" sei 2(49)+ € {1} gegeben durch
(0.9)+ _ {+1’ (i,’jl) = (Z7])
“ ey (@15 % )

und analog 2:(#7):~. Definiere (A(z, Y))z,yefs1ya durch

Az, 2D+ o= 1 f1g (D))
| A (2D ) + pg(2@)m)
1 pg(zC")

A(:L‘,$(i’j)’_) =

A1 EOD) i (26
A(ZL‘, y) = 07 falls y ¢ U(,L'7j){l'(i’j)7+7 :L‘(imj)v_}

Beachte: A ist eine (irreduzible und aperiodische) stochastische Matrix und man braucht Zz nicht
zu kennen, um A zu bestimmen. Interpretation von A: Wihle zufillig einen Gitterpunke, flippe den
Spin dort gemif 114, bedingt auf alle anderen Spins. Es gilt

(W) A(Y, 2) = ng(2)A(z,y)  firalle y, 2 € {£1}*

(es geniigt hier, dies fiir y = 2(09)*, 2 = 29~ figralle - € {+1}4, (4, j) € A zu priifen) und somit

Do 1s(2)A(z,y) = pp(y)  firalle y e {1},

feg ist ein (reversibles) Gleichgewicht fur A.

(b) B =0.43

Abbildung 6.1: Simulationen eines Zustands gemifS fg fir L = 256

Fiir einen ,Mikro“-Zustand x{+1}" ist
1

m(x) = — T(ij
N
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die Magnetisierung (pro Spin) und

mgi= Y, pa(x)|m(z)|

x{£1}A

die mittlere (absolute) Magnetisierung bei inverser Temperatur f3.

1.0

Magnetisierung
0.6

0.4

0.2

0.0

mittlere (absolute) Magnetisierung als Funktion von 3
(basierend auf einer Simulation fiir L = 1000)
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Kapitel 7
Zur Brownschen Bewegung

Motivation Seien X; u.iv. mit P(X; = +1) = P(X; = 1) = 1, wir fassen die Irrfahrt mit solchen
Zuwichsen als einen zufilligen Pfad auf und reskalieren die (Zeit- und Raum-)Achsen:
Firn e Nundt > 0 sei

S " = —= Xz
v
(falls ¢ € L7, sonst linear interpoliert).

Simulationen (die wir beispielsweise im Stochastik-Praktikum betrachtet hatten) zeigen zumin-
dest dem Augenschein nach, dass die Verteilung des zufilligen Pfads (St(n) )t>0 kaum vom Wert von
n abzuhingen scheint, sofern nur n grof§ ist. Der zentrale Grenzwertsatz zeigt, dass fiir ¢; < ¢, gilt

n n) d
St(2 ) - St(1 ) —>N(O,t2 —tl)

(denn — bis auf Rundung, die im Limes keine Rolle spielt - ist St(:) - St(fl) = Zgiﬁil | X;/\/n eine
Summe von n(ty — t1) vielen unabhingigen und zentrierten Summanden mit jeweils Varianz 1/n).
Zudem sind die Zuwichse Gber disjunkte Zeitintervalle unabhingig: Seien ¢, < ¢y < t3 < t4, so
enthalten St(f) - St(; ) und St(: ) - St(ln) Summanden X; aus disjunkten Indexmengen, sind also nach

Konstruktion unabhingig (und analog, wenn man mehr als nur zwei Intervalle betrachtet).

Diese Eigenschaften verwendet man zur Definition der Brownschen Bewegung:

Definition 7.1. Ein stochastischer Prozess (B;)»o mit Werten in R heifit (Standard-)Brownsche

Bewegung, falls gilt
BO = 07
fiirn € N, 0= to <ty <.+ <ty sind Bt1 - Bto, Btg - Bt17 RN Btn - Bth unabhingig
mit By, - By, , ~N(0,t;—t;1) (7.1)

und ¢ = B, ist stetig.

Satz 7.2. Die Brownsche Bewegung (By) 10 im Sinne von Definition 7.1 existiert.
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Bewers. Einen stochastischen Prozess, der die Bedingungen (7.1) fur alle endlich-dimensionalen Ver-
teilungen erfiillt, hatten wir bereits mit Beispiel 6.18 konstruiert, siche auch Bericht 6.19. Diese Kon-

struktion lieferte aber keinerlei Information dariiber, ob der so erhaltene Prozess stetige Pfade hat.

Wir verwenden hier stattdessen eine ,explizite“ Konstruktion einer stetigen Version ausfiihren,
dieser Gedanke geht auf Paul Lévy zurtick (vgl. z.B. Kapitel 1 in dem Buch von Mérters+Peres [MP]
fir mehr Details.)

Betrachte zunichst nur ¢ € [0, 1], seien
k e8]
D, :={2—n |keNp,k<2"} und D:=JD,.
n=1

Fiir t € D seien Z; ~ N(0,1) unabhingig. Setze B(0) = By = 0 und B(1) = Z;. Sei B(d")
konstruiert fiir d’ € D,,_1 und setze fiird € D,, \ D,,_;

B(d) = %(B(d _9m) s B(d+2) + %

[Skizze an der Tafell

Es gilt (nach Konstruktion)
{Bs|deD,}und {Z; |t €D~ D,} sind unabhingig. (7.2)
Zeige:
B(d)-B(d-2™"), d € D, ~ {0} sind w.iv. mit B(d) - B(d-27") ~N(0,27") (7.3)

durch Induktion tiber n. Fiir n = 0 ist die Behauptung klar. Sei also (7.3) fiir n — 1 erfiillt. Betrachte
d= 2% tiir k ungerade, also d € D), \ D,,_;. Setze

1 1
A= =(B(d+27) = B(d-27)) ~ N'(0, 527D = A7(0, 27!
k= 5(B(d+27) = B(d=27)) ~ N(0, 7270) = N (0,277,
€Dp-1 €Dy
Zd4
1/2n+l

Nach (7.2) sind A,, ;, und B,, , unabhingig, also sind auch A, + B,, , = B(d) - B(d - 27") und
A,k — Bny = B(d+2™) — B(d) unabhingig und es gilt

B, k= ~ N(0,2771).

An,k + Bn,ka An,k - Bn,k ~ N(O7 2—71)

Demnach ist

(5()-5(55) 2(557) -2 (557)) . femeno )

.....

'P. Lévy, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, 1948.
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das heif$t (7.3) gilt auch fiir n.

Setze nun

0, =0
Fy(t) =12, -
linear interpoliert, ¢ € (0,1)

und fiirn € N

\/QZTfT, te Dn N\ Dn—l
Fn(t) = O, te Dn—l

linear interpoliert, sonst

und zeige fiir d € D,
B(d) =) Fi(d) = ) Fi(d) (7.4)
i=0 i=0

durch Induktion tiber n. Fiirn = O ist die Aussage klar. Seialso (7.4) fiir n—1 ertille. Fir d € D,\D,,_;
gilt nach Induktionsvoraussetzung

L E(d-2) + Fy(d+2™)
i=0 2

gﬂ(d) = = %(B(d—Q”)+B(d+2”)),

wobei wir im ersten Schritt die Linearitit von Fj auf [d — 27, d + 27" ] ausgenutzt haben.

Nach Konstruktion ist F},(d) = \/%, demnach ergibt sich zusammen mit der Definition von

B(d)
> Fi(d) = B(d),
i=0

das heif3t (7.4) gilt auch fir n.

Firc> 1undn e Ngilt

P(|Z4 > /1 z—f 6_7d$3/ :Ee_2dx=[—e_2] =e 2z,
(1l v =75 Jeom v v

das heif3t fir ¢ > /21og 2 gilt
) oo 5
S P(3deDy,:|Zg2c/n) <Y (2" +1)e 2 < oo,
n=1 n=1

Somit existiert nach Borel-Cantelli ein (zufilliges) Ny, sodass

firallen > Nogilt |F,|,, = sup [Fo(t)] < ev/n2%, (7.5)
te[0,1]
das heifdt insbesondere § | F% ., < 00. Demnach ist
n=0
B(t) =), Fu(t), te[0,1] (7.6)
n=0
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Abbildung 7.1: Skizze der Lévy-Konstruktion der Brownschen Bewegung

als Grenzwert einer gleichmifiig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen selbst stetig.

Wegen (7.3) gilt fiir ¢y < ... <t,, €D
ZL((Biy = Bigs- - Bi, = By, 1)) = N(0,t1 —t0) ® ... @ N(0, £, — t,1).

Der Fall allgemeiner ¢; folgt durch Approximation mit ¢; € D (vgl. [MP]).
Fiir t € [0, 00) betrachte nach obiger Konstruktion (B (t))se[0,17> (B1(t))te[0.1], - - - als un-

abhingige Kopien und setze

B(t) = Z B;(1) + By (t - [¢]).

]

Mit Lévys Konstruktion lisst sich relativ leicht einschen, ,wie stetig” die Pfade der Brownschen
Bewegung typischerweise sind (zumindest ,bis auf Konstante®): Es stellt sich heraus, dass ¢ = B,
Haolder-stetig der Ordnung 7 ist fiir jedes y < 1/2.

Satz 7.3. 1. Es gibt ein C < oo und ein (zufilliges) ho > 0, sodass

|B(t+h) - B(t)| < C\/hlog(1/h) (7.7)
fiiralle h € (0,hg) undt € [0,1 - h] gilt.
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2. Fiir jedes ¢ <\/2 und ¢ > 0 gibtes (fs.) ein h € (0,¢) und t € [0,t — h] mat
|B(t+ h) = B(t)| > ex/hlog(1/h). (7.8)

Beweis. 1. Schreibe B(t) = Yo7, F,,(t) wie oben in (7.6). F}, ist differenzierbar bis auf endlich viele

»Knickstellen®, es gilt

F, n-
177l < e < e

fur alle n > Ny mit Ny wie oben in (7.5).

Damit folgt ftr £ > Ny

) l )
[B(t+h) = B()| < ) |Fu(t+h) = F.(OI< Y b Follo + ) 20 Fl
n=0 n=0 n=l+1

-1 14 oo

N
<h Y |FLL+h Y Sey/m2i+ S 22k
n=0

n=No V2 n=l+1
————

=151 =:55 =153

Fiir h geniigend klein ist Sy < \/log(1/h). Wihle ¢ > Ny, sodass 27¢ < h < 2741 (dies ist méglich

tiir h gentigend klein). Dann gilt
/ I/ ]' 1
Sy < cHV 28 <y [ EIOgE

— 1
S3<C 2£<C” thgE

und

. : / /! / I — /!
tiir gewisse Konstanten cf, cj, ¢5, ¢§. Damit folgt fiir C:= 1 + ¢} + c§

|B(t+h)- B(t)|<h51+h52+53<h\/10g +heyy [ — log—+c3\/hlog—<0\/hlog

d.h. (7.7) gilt.

2. Sei
App = {B((k +1)e™) - B(ke™) > c\/ﬁe_”/Q},
es gilt (mit Z ~ N/ (0, 1))
P(Ag,) = IP’( 27 > e/ne™?) = P(Z > ¢/n)

/ 73:2/2 > — 1 C\/_ —c%n/2
N 27 VST 027’L + ]_

Folglich ist (beachte ¢ < V2)
G"P(Akm) — 00,

somit
e —1

( ﬂ AS ) (1- IP’(AOn)) <exp(—e”P(A0,n))—>0
dh. P(Ul‘f 1 A,m) ~ 1 und (7.8) gilt. 0

103



Beobachtung 7.4. 1. B = (Bi)o ist Standard-Brownsche Bewegung g.d.w. B zentrierter
Gauflscher Prozess (d.h. (B, ..., By, ) ist multivariat normalverteilt fiir jede Wahl von ¢; <
-+ < 1y, k € N) mit stetigen Pfaden und

Cov[Bs, Bi] =snat, s,t>0

2. (Skalierungsinvarianz) Fiir ¢ # 0 ist auch (Et)tzo mit B, := %Bczt Brownsche Bewegung.
Beweis. 1. Sei zunichst ( By )0 eine (Standard-) Brownsche Bewegung. Fiir 0 < s < ¢ gilt
Cov[Bs, Bt] = Cov[Bs, Bs + (B — Bs)]| = Var[Bg] + Cov[ B, By — Bs] = s +0=s=sAt.

Die Umkehrung folgt aus der Tatsache, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen eines (zen-
trierten) Gauf$schen Prozesses durch die Kovarianzen festgelegt sind, vgl. Def. 4.5 (oder z.B. [KI,
Kap. 15.6]).

2. Es gilt By =0, B hat stetige Pfade und fiir die Kovarianzen gilt

~ ~ 1 1
Cov[Bs, Bt] = C—QCOV[BC2S, Bpy] = 5(023 Ac*t) =sAt.

O

Bericht 7.5. Detaillierte Auskunft tiber das Verhalten der Pfade der (eindimensionalen) Brownschen
Bewegung geben (priziser als die Schranken aus Satz 7.3 und die Skalierungseigenschaft aus Beob. 7.4)

das Gesetz vom iterierten Logarithmus:

B,
limsup ————=1 fis., lim sup =1 fs.
t-oo +/2tloglogt o \/2tloglog(1/t)
und Lévys Stetigkeitsmodul der Brownschen Bewegung:
By, - B
limsup sup —2——L =1 fs. (7.9)

hx0  te[0,1] /thog%

(Siehe z.B. [MP, Chapter 1, Chapter s.1] oder [KI, Kap. 22].)
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Kapitel 8

(Etwas) Ergodentheorie

Definition 8.1. Ein stochastischer Prozess (X, ) nen, mit Werten in einem polnischen Raum E heifSt

stationdir, wenn fur alle m € N gilt

]P)((Xn)nENo € ) = P((Xn+m)nENo € - )
Beispiel. i) Sind X, X5, X3, ... unabhingig und identisch verteilt, so ist (X, )en, Stationir.

ii) Ist (X},)nen, eine Markov-Kette mit invarianter Verteilung 7 und X ~ 7, so ist (X, ) peny, stati-

ondar.

iii) Fir k € Z seien Y}, unabhingige und identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen. Seien m € Ny,
€05 €1, -+, Cm € Rund X, := 0% ;Y (,gleitendes Mittel). Dann ist (X, )nen, stationdr.

Definition 8.2. Sei (2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7: 2 - € messbar.

i) A e o heillt invariant, falls 71 (A) = A.
A € of heilSt guasi-invariant, falls P(171(A) & A) = 0.

T = {A € &/ | Ainvariant} heiflt die 0-Algebra der invarianten Ereignisse (auch invariante

o-Algebra).

ii) 7 heiflt mafSeren (auch maflerhaltend), talls P(771(A)) = P(A) fiiralle A € o7
(Q, o7, P, 7) heiflt dann (mafSerbaltendes) dynamisches System.

iii) (2, .o, P, 7) heiflt ergodisch', wenn T P-trivial ist, das heifft P(A) € {0, 1} fiiralle A € 7.
Bemerkung 8.3. i) Sei f:{) - R messbar. f ist genau dann Z-messbar, wenn f = f o 7.

ii) Ist A € Z mit P(A) € (0,1), soist (A, &4, P(- | A),74) ein maflerhaltendes dynamisches
System (.27 4 bezeichnet dabei die Spur-o-Algebra tiber A).

'Zur Etymologie des Worts ,ergodisch vgl. auch G. Gallavotti, J. Stat. Phys. 78, 1571-1589 (1995).
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Beispiel 8.4 (Rotation des Einheitskreises). Sei§2 = [0, 1) (mit ,periodischem Rand®), &7 = #(12),
IP das Lebesgue-Maf§ auf  und 7, : « = = + r mod 1 (alternative Parametrisierung via x = %),

Sei zunichst r = § € (0,1) mitp, g € N teilerfremd. Dann gilt
7d(x)=(r+qr)mod1l=(z+p)mod1l=xrmod1 =z,

das heifSt 7;. hat periodische Orbits. Sei Ay := [0, 2%1) und A := U2} 77(Ap). Dannist 771(A) = A

n=0 r
und P(A) = % ¢ {0,1}, alsoist (£2, o7, P, 7,.) in diesem Fall nicht ergodisch.
Seinunr € (0,1) \ Q. Zeige: Die Orbits liegen dicht.
Setze dazu x,, := 77(0). Es gilt z,, # x,, fiir n # m, denn sonst wire rm = rn+k, alsor = % €
Q, was zu einem Widerspruch fiihren wiirde. Fiir alle N € N existieren m, n € Ny mit |z, — | < %
(»Schubfachprinzip®), also existiert auch ein k € Nmit 0 < z, < % (wihle zum Beispiel k = |n—m)).

Fiir L := [ﬁ] haben 0 < ), < Zoy < ... < ), < 1 jeweils einen Abstand kleiner gleich +, folglich
liegen die Orbits dicht.

Sei A € Z mit P(A) > 0. Zunichst: Fallses ein 2 € A und eine > 0 gibt mit (z —£,2 +¢) c A,
so folgt

[0,1)= U ((z-e,x+¢)) c A,
n=0
also A =[0,1) und somit P(A) = 1.
Fiir den allgemeinen Fall benutzen wir den Dichtesatz von Lebesgue:

Bericht 8.5 (Dichtesatz von Lebesgue?). Sei A das Lebesgue-Maf8 auf R und A € Z(R) mit A\(A4) >
0. Dann gilt fiir A\(- n A)-fastalle x und B.(z) := (x —€,2 +¢)

MANB.(x))

li =1
NOTANB(@)
das heifst ( ()
.. MANB.(x ~
)\({I‘ € A| lllgl\loﬂfm < 1}) =0.
Es gibtein z € A mit % > 2 fiir 0 < & < &. Falls A° = @, so ist P(A) = 1. Andernfalls

seiy € A°. Zue > 0 gibtes ein n € N mit B.(77(2)) ¢ Ba.(y), demnach
P(A°0 Bac(y)) _ P(A°n77(Be(2))) | B(A° 0 (Ba(y) ~ 7' (B:())))

P(Bax(y)) de 4e
=32 P(77 (AN Be () <32 P(Bac ()N (Be(2))=35=5

1 1 12 2 5

<—P(A°nB o< —— 4+ — =,

45\;& 2 4e 4 4 8

<1P(B.(2))

P(ANB: (y))

Damit gilt liminf, . P(B:(v))

P(Ac) = 0 folgt.
Somitist (§2, o7, P, 7,.) fiirr € (0,1) \ Q ergodisch.

< 1 furjedes y € AS, wonach mit dem Dichtesatz von Lebesgue

*Siehe z.B. J. Elstrodt, MafS- und Integrationstheorie, Satz VII.4.9
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Beispiel und Definition 8.6. Sei X = (X,),en, €in stochastischer Prozess mit Werten in E, reali-
siert als kanonischer Prozess auf (2, 7, P) mit Q = EMNo, o7 = B(E)®No, P = Z((X,,)nen, ) mit
Xi:Q - FE, (rg,x1,...) » x; und

7:Q > Q, (xg,x1,...) ~ (21, 29,...).

Insbesondere gilt X, (w) = Xo(7"(w)). X ist genau dann stationir, wenn (€2, 27, P, 7) ein mafler-

haltendes dynamisches System ist. Ein stationirer stochastischer Prozess X heifSt ergodisch, wenn dies

fir (Q, o7, P, 1) gilt.

Beispiel. i) Sind X3, Xy, ...unabhingigund identisch verteilt, soist (X, ), ergodisch. (Dies folgt

z.B. mittels Kolmogorovs-o-1-Gesetz.)

ii) Wir werden sehen (siche Satz 8.13 unten): Aperiodische, irreduzible Markov-Ketten mit invari-
anter Verteilung sind ergodisch.

Satz 8.7 (Ergodensatz). Ser (2, o7, P, 7) ein mafSerbaltendes dynamisches System, f:Q1 — R
messbar, X, = f o T und S,, = ngol X;. Falls f € LP(P) fiir ein p > 1, 50 gilt

1 1 n-1 )
—Sp==> forl —E[Xo|Z] fs undinLP.
n n 3 n—>00

Die f.s.-Konvergenz-Aussage in Satz 8.7 heifit in der Literatur auch ,Birkhofts® individueller Ergo-

densatz®, die LP-Konvergenz ,,von Neumanns+ statistischer Ergodensatz.“

Lemma 8.8 (Hopfss Maximal-Ergodenlemma). Iz der Situation von Satz 8.7 sei X € LY und M, :=
maX{O, Sl, SQ, ceey Sn} D&Zi’lﬂgl]fE[Xo]_{Mn>0}] > 0.

Bewess. Furl <k <ngilt
Xo+ MyoT2Xg+SpoT =Sk,

sowie Xo > S1 — M,, o 7. Damit ist
Xo >max{Sy,...,S,} - M,or.
Weiterhin ist
{M, >0} ={M,=0}n{M,o7 >0} c{M,-M,or <0},
also

E[Xol{Mn>0}:| > E[(max{sl, Ce 7Sn} - Mn (¢} T)]-{Mn>0}:|
E[(M,, - My, 0 7)1 {as,50 ]
E[M,, - M, o] =E[M,]-E[M,] = 0.

v

3George David Birkhoff 1884-1944; 1931
*John von Neumann 1903-1957; 1931
SEberhard Hopf 1902-1983
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Beweis von Satz 8.7. Seiohne Einschrinkung E[ X, | Z] = 0 (ansonsten betrachte X, = X,-E[X, |
7] = X, — E[Xo | Z]). Sei
Z :=limsup %Sn,

e>0und F := {Z > ¢} € T. Weiter sei

n-1
X :=(X,-e)lp, S5:=> X; und M :=max{0,5;,...,5}.
k=0

Fir F, := {M¢ >0} gile F; c Fyc...und
o0 1 1
UFE. = {sup—S,i > 0} = {sup—S,i > O}OF =F,
n=1 kK p k
daher folgt mit Lemma 8.8 und monotoner Konvergenz
0<E[X{1p, ]| — E[X{1r] = E[X{].
Demnach gilt
0<E[X§]=E[(Xo-¢)1r] =E[E[(Xo-&)1r | T]] =E[17(E[X, | Z] - )] = —eP(F),

das heifft P(F') = 0 und mite 0 folgt limsup, -5, < 0 fs. Ersetze nun X, durch —X,, und
erhalte ]

-5, — Of.s.

n

n—oo

Seinunp > 1und Xo € LP. Zeige: {|1S,P | n € N} ist gleichgradig integrierbar. {| X[’}
ist gleichgradig integrierbar, also existiert nach Erinnerung 1.31 eine monoton wachsende, konvexe
Funktion ¢: [0, 00) — [0, 00) mit @ — o0, x - oo und E[p(|X(|P)] < oo. Nach der Jensen-

Ungleichung gilt \%Sn|p < % Z;»tol | X|P, also folgt wegen der Monotonie und Konvexitit von ¢
(L)< o1 S 1) < 15 o)
plI=SaP) <o | = Pl < = eX;

und somit

supE [ (|50 ) | € sup L[ Xol")] = B[p(1 )] < oo

Demnach ist {|1.5,|P | n € N} gleichgradig integrierbar. Dies zusammen mit 15, - 0,n — oo fis.
impliziert dies auch %Sn - 0,n — oo in LP. O

Beispiel 8.9. Sei X eine positiv rekurrente, irreduzible Markovkette auf einer abzihlbaren Menge
E. Sei 7 die eindeutige invariante Verteilung und P := . . m({z})P,. Dann ist X ein stationirer
Prozess (zum Beispiel auf © = ENo mit 7: (2,,), = (Z541)n) und (£, (2F)®No P, 7) ist ergodisch.
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Beweis. SeiAeTcT =M,0(Xn, Xni1,...). Esgilt Pr(X € A| 7)) =Px, (X € A) fiir jede fs.
endliche Stoppzeit 1, denn fiir B € .7, gilt

Eﬂ[l{XGB}l{XEA}] = Z ZPW(X € B,77 :n,Xn =, Xe A)
n=0zcE Xorren

= i pr(XEBW:”,Xan)Px(XeA)
n=0

zel
= ]EW[]-{XEB}]P)XW (X € A)]

Insbesondere ist mit 7" := inf{n > 0| X,, = 2} (< oo fs., da X irreduzibel und rekurrent) und der
Markov-Eigenschaft

Po(X € A) =E[Pr(X € A|.Z,0) | = Ex[Px (X € A)] = E,[Po(X € A)| =Py (X € A)
x Ta:
tiir jedes x € . Somit ist

P (XeA) =Py, (XecA)
:]P)ﬂ( XeA |X0,...,Xn) n_)—o:IP)ﬂ-(X e A | O'(Xo,Xl,...)) = 1{X€A}-
=Xo7t"eA
Fiir beliebiges A € Z gilt demnach P (X € A) € {0, 1}, das heif$t (€2, (2F)®No P, 7) ist ergodisch.
O

Bemerkung 8.10. Insbesondere gilt in der Situation von Beispiel 8.9 fiir jedes f € £1(7)
1 n-1
- > F(X5) —= Bx(f(Xo)) = D n({z})f(z) fs.

=

=0 el

Definition 8.11. Ein maflerhaltendes dynamisches System (€2, o7, P, 7) heildt mischend, wenn fiir
alle A, B € Agilt
lim P(An77"(B)) =P(A)P(B).

Ein stochastischer Prozess X = (X, )pnen, mit Werten in F heifdt mischend, wenn dies fiir seine Dar-
stellung als kanonischer Prozess auf EMo gilt, das heifSt

Hm P((Xon)meny € Ay (Xinin)men, € B) = P(X € A)P(X € B)

n—oo

(fiir alle messbaren Teilmengen A, B c ENo)
Beobachtung 8.12. Ist (€2,.o7, P, 7) mischend, so ist es auch ergodisch.

Bewets. Sei (2, o/, P, 7) mischendund A € Z. Firallen € Ngilt P(A) = P(An77"(A)), demnach
gilt
P(A) =P(An7(A)) — P(A)P(A) = P(A)?

und somit P(A) € {0,1}. O
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Bemerkung. Dieirrationale Rotation aus Beispiel 8.4 ist ergodisch, aber nicht mischend. Sei7:x +
z+rmodlfirz e [0,1)undr € (0,1) \ Q,soist 7% (0) € (4, 2) fiir eine Folge k,, # oo. Fiir

A:=10,7)ist AnT7*(A) = @, also liminf, P(An77(A)) =0 # 1z = P(A)2

Satz 8.13. Ist X = (X,,)nen, €ine positiv rekurrente, irreduzible und aperiodische Markov-Kette (anf
einer diskreten Menge ) mit invarianter Verteilung m, so ist X mischend.

Beweis. Stelle X dar als kanonischer Prozess auf ENo. Seien A, B € (2%)No und £ > 0. Nach dem

Approximationssatz fiir Mafle gibt es ein N € N und ein A € E{01--N} | sodass mit A, = A x
ENOLNYgile P (A A A) <.

Weiter gilt (fiir n > N)

IP)T('(AE N T_n(B)) = ]P)W((XO7 cee 7XN) € ‘Z? (Xm+”)m€N0 € B)
> Ea1a 1= L=y 18 (X X))

zyel

> Ex[la.1(xy-ay |0tV Py(X € B).

T, yel

Nach Satz 6.49 gilt pi, N — 7w({y}) fiir n — oo, demnach ist

lim B (A n77(B) = ) En[1a1ymn Jr({y))B, (X € B) = B (A)PA(B).

z,yel

Wegen |Pr(A. n7(B)) -P(An7(B))| <P, (A & A) < e folgt
P, (A)P.(B)-e <liminf P, (An77"(B)) <limsupP,(An7"(B)) <P, (A)P.(B) +¢

und P, (A.) - P (A) fiire \ 0, also folgt mite \ 0 die Behauptung. ]

Bemerkung. Wenn X periodisch ist mit Periode d > 0, so ist X nicht mischend: Wenn man X
kennt, so weiff man, in welcher ,,Periodenklasse (vgl. Bericht 6.48) der Pfad zu jedem Zeitpunkt ist.

Satz 8.14. Sei (X)) nen, ¢in stationdrer Prozess mit Werten in R% Sei So := 0 und S,, == Y51 X,
fiirneN. It R, = |{S1, ..., Sn}| (die ,,Grife des Range*) und A = {S,, + 0¥ n e N}, dann gilt

an — P(A|Z) fs
n n—00

Beweis. Wir realisieren ( X, ) nen, als kanonischen Prozess auf dem Produktraum, also X, = Xgo7".
Es gilt

Ro=[{1<k<n|Si#SVie{k+1,...n}}>[{1<k<n|S#SVI>k}=) 1407
k=1
Nach Satz 8.7 folgt demnach

lim inf an >liminf ) 14 07" =P(A]|Z).
n—oo [

n—00 n
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Sei A, :={S;#0V1=1,...,m} fiirm < n, dann gilt
Ry<m+{k<n-m|S#SVie{k+1,... . k+m}f|= 3 14,07k
k=1

somit folgt wieder nach Satz 8.7

lim sup an <0+P(A, |Z).
n

n—>00

Esgilt A, ™ A, dasheiSt P(A | Z) = lim P(A,, | Z), also folgt mit m — oo die Behauptung. [

III
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