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Aufgabe 0.1 Seien X1, X2, . . . u.i.v. „ Expp1q und Mn :“ maxtX1, . . . , Xnu für n P N. Können
Sie Folgen pdnqn Ă R und pcnqn Ă p0,8q finden, so dass pMn ´ dnq{cn für n Ñ 8 in Vertei-
lung gegen eine nicht-triviale Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R konvergiert? Falls ja, wie sieht die
Grenzverteilung aus?
Falls Sie Lust haben, gehen Sie derselben Frage auch für den Fall standardnormalverteilter Xi nach.
[Hinweis: PpMn ď xq “ PpX1 ď xqn.
(Zudem: Die Rechnung ist im Fall Xi „ N0,1 deutlich aufwendiger.)]

Aufgabe 0.2 Seien X1, X2, . . . , Xn u.i.v reellwertige Zufallsvariablen, Xi P L1. Was ist

ErXi | X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xns “ ?

Aufgabe 0.3 Angenommen, Sie nehmen an folgendem Glücksspiel teil: Zu Beginn befindet sich
ein Betrag von 100.000 Euro im Jackpot. Sie werfen nun (unter strenger Aufsicht des Spielleiters)
wiederholt eine faire Münze; bei jedem Münzwurf wird das Kapital im Jackpot um 10% vermindert.
Die Münze wird so lange geworfen, bis zum ersten Mal die gleiche Anzahl von „Kopf“ und „Zahl“
gefallen ist, woraufhin das Spiel beendet ist und Sie das verbliebene Kapital ausgezahlt bekommen.
Wie hoch ist Ihr erwarteter Gewinn in diesem Spiel?
[Hinweis: Falls Sie Inspiration brauchen, finden Sie auf der Rückseite eine Anleitung.]

Aufgabe 0.4 a) Seien X1, X2, ¨ ¨ ¨ ą 0 unabhängige reelle Zufallsvariablen mit Xi P L1 und
ErXis “ 1 für i P N. Wir setzen M0 :“ 1 und Mn :“ X1X2 ¨ ¨ ¨Xn für n P N.

(i) Zeigen Sie:
M8 :“ lim

nÑ8
Mn existiert fast sicher (1)

und es gilt PpM8 ą 0q P t0, 1u.

(ii) Zeigen Sie:
ErM8s “ 1 ðñ

8
ź

i“1

E
”

a

Xi

ı

ą 0 (2)

Zudem: Wenn die Bedingung (2) erfüllt ist, so ist M8 ą 0 f.s. und die Konvergenz in (1) gilt
auch in L1, andernfalls ist M8 “ 0 f.s. und lim infnÑ8 Er|Mn ´ M8|s ą 0.

[Hinweis: (i) Die Folge pMnqn ist ein Martingal, das Ereignis tM8 ą 0u ist terminal.

(ii) Betrachten Sie das Martingal ĂMn :“
?
X1

a1
¨ ¨ ¨

?
Xn

an
mit an :“ E

“?
Xi

‰

(ď
a

ErXis “ 1 gemäß
Jensen-Ungleichung), um folgendermaßen zu argumentieren: Falls

ś8
i“1 ai ą 0 gilt, so ist die Familie

tĂMn : n P Nu L2-beschränkt; mittels Doobs L2-Ungleichung folgt supnPNtMn{
śn

i“1 aiu P L1. Im
Fall

ś8
i“1 ai “ 0 verwenden Sie Mn “ ĂM2

n

`
śn

i“1 ai
˘2.]

b) Auf Ω :“ t0, 1uN mit Produkt-σ-Algebra sei P “ Berp1{2qbN und Q “
8

b
i“1

Berpp1 ` εiq{2q mit

|εi| ă 1. Dann ist Q ! P genau dann, wenn
ř8

n“1 ε
2
n ă 8.

[Hinweis: Was hat das mit Teil a) zu tun?
(Zudem: es handelt sich um einen Spezialfall von Kakutanis Kriterium für Äquivalenz von Produkt-
maßen.) ]
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Eine Anleitung zu Aufgabe 0.3: Fassen Sie das Spiel als einfache symmetrische Irrfahrt pSnqn auf Z
mit Start in S0 “ 0 auf. Es seien

rn :“ PpSn “ 0q, n P N0

die Rückkehrwahrscheinlichkeit zur 0 nach n Schritten sowie

b0 :“ 0, bn :“ PpSn “ 0, Sk ‰ 0 für 0 ă k ă nq, n P N

die Wahrscheinlichkeit, nach genau n Schritten zum ersten Mal zur 0 zurückzukehren. Mit Rpsq bzw.
Bpsq seien die Erzeugendenfunktionen der Folgen prnqn bzw. pbnqn bezeichnet, also

Rpsq :“
8
ÿ

n“0

snrn, Bpsq :“
8
ÿ

n“0

snbn, |s| ă 1.

(i) Berechnen Sie rn, n P N0. Wie verhält sich rn für n Ñ 8? Zeigen Sie, dass

Rpsq “
1

?
1 ´ s2

, |s| ă 1.

(ii) Zeigen Sie, dass zwischen den beiden Erzeugendenfunktionen die Beziehung

Rpsq “
1

1 ´ Bpsq

besteht. Folgern Sie, dass

Bpsq “ 1 ´
a

1 ´ s2, |s| ă 1

und leiten Sie hieraus eine Formel für die bn her. Wie verhält sich bn für n Ñ 8?

[Hinweis: Zerlegen Sie das Ereignis tSn “ 0u nach der Anzahl m der Besuche in 0 im Zeitin-
tervall t1, . . . , nu.]

(iii) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass das oben beschriebene Spiel in endlicher Zeit endet?
Wie lange muss man im Mittel auf das Spielende (und damit auf die Auszahlung des Gewinns)
warten?

(iv) Beantworten Sie die eingangs gestellte Frage nach dem erwarteten Gewinn.
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