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Blatt 1

Aufgabe 1.1 Seien F < G o-Algebren und X eine reellwertige Zufallsvariable mit E[ X 2] < co.
a) Zeigen Sie:

E[(X - E[X|])*] + E[(E[X|G] - E[X|F])*] = E[(X — E[X|F])?].

b) Zeigen Sie:
Var[X] = Var[E[X | G]] + E[Var[X | G]]

wobei

Var[X |6] := E | (X ~ E[X |g])’ |G| = E[X*|6] - (B[X |G])?

¢) Sind X und Y reellwertige Zufallsvariablen mit E[X |G] = Y und E[X?] = E[Y?] < o0, dann gilt
X =Y fs.

Aufgabe 1.2 Sei S = (S, )nen, eine symmetrische gewohnliche Irrfahrt auf Z mit Start in Sy = 0,
d.h. S, — Sp—1,n € Nsind w.i.v. ~ Unif({—1,1}).

a) Zeigen Sie: S und M = (Mp)nen, mit M,, = S% — n sind Martingale (beziiglich der von S
erzeugten Filtration).

b) Seien a,b € N, 7 := inf{n : S,, = —a oder S,, = b}. Verwenden Sie Teil a), um P(S; = b) und
E[7] zu berechnen.

Aufgabe 1.3 (6 Punkte) Sei (M,,)nen ein Martingal mit beschrinkten Inkrementen, d.h. |M,, —
M,,—1| < ¢, n € Nfiir ein festes ¢ < co0. Dann gilt P(C' U F') = 1 fiir die beiden disjunkten Ereignisse

C := {M,, konvergiert gegen einen endlichen Grenzwert},
F := {limsup M,, = 400, liminf M, = —c0}

[Hinweis: Um P({liminf M,, > —o0} n C°¢) = 0 zu zeigen, konnen Sie den gestoppten Prozess
(M a7y — Mp),, betrachten mit T, := inf{m € Ny : M,, < —K}. Dies ist ein nach unten be-
schrinktes Martingal.]

Aufgabe 1.4 (6 + 6 + 6 Punkte) Sei N € N, p € (0,1), Dy,..., Dy unabhingige {+1}-wertige
Zufallsvariablen mit P(D; = 1) =p =1—-P(D; = —1), F, := 0(D1,...,Dy) mit Fp := {F, Q}.
(Ein ,kanonisches* Szenario ist (Q,4,P,) mit Q@ = {—1,+1}¥, A = 29 P ({(w1,...,wn)}) =
prliwi=t1} (1 — py#liwi=—1tynd D; : Q — {~1, +1}, D;((w1, ..., wN)) = w;.)

a) (Ein diskreter Martingaldarstellungssatz) Priifen Sie, dass

n
Zy =0, ZnZZZ(Di_Qp‘i'l)a n=1...,N
=1

ein Martingal ist (beziiglich der Filtration 7 = (F,)n—0,1,..~N)- Sei (My)n—o,.. n ein (beliebiges)
Martingal beziiglich F. Zeigen Sie, dass es einen previsiblen Prozess (H,,) gibt, so dass gilt

My, =My+(HeoZ),, n=1,...,N



b) (Ein einfaches Marktmodell: das Cox-Ross-Rubinstein-Modell oder Mehr-Perioden-Binomialmo-
dell) Seien 0 < a <1+ < b, B, := (1 + r)" und mit einem festen Sy > 0

Sp = Sp_1 (&2 +52D,), n=1,...,N.

Wir denken bei B, an den Wert eines risikolosen Wertpapiers (“bond”) und bei S,, an den Wert
eines risikobehafteten Wertpapiers (“stock”) zur Zeit n. Offenbar hat R,, := S,,/S,,—1, die Rendite
(“return”) einer Investition in S iiber das Zeitintervall [n — 1,n), die beiden moglichen Werte a und
b.
Ein Paar previsibler Prozesse (V},)n, (W},)n, heiBt eine selbstfinanzierende Handelsstrategie, falls
gilt
Voc1Bno1 + Wy 1Sp-1 = VpBp1 + W,S5,—1, firn=1,...,N (D)

Dann ist
X, =V,B, +W,S,, ne€ {1, RN N} (mlt Xo:=V1iBy + Wlso)

der Wert des Portfolios eines Hindlers, der iiber das Zeitintervall (n — 1, n) jeweils V;, Einheiten des
bonds und W,, Einheiten des stock besitzt (und moglicherweise zwischen solchen Intervallen sein
Portfolio umschichtet, ohne Kapital hinzuzufiigen oder wegzunehmen). Verifizieren Sie, dass

Xp=Xo+ (VeB)y+ (WeS), firn=1,...,N
giltunddass Y, := X,,/(1+7)",n = 0,1,..., N ein Martingal ist, falls p = p* := (1+r—a)/(b—a).
(Ubrigens: was ist E,«[Sn/So]?)

¢) (Preis einer europiischen Call-Option im CRR-Modell) Sei K > 0 und C := (Sy — K)" der Wert

zur Zeit N einer Option, deren Inhaber das Recht (aber nicht die Pflicht) hat, eine Einheit des stock

zur Zeit N zum Preis K zu kaufen (eine européische Call-Option mit Ausiibungspreis K).
Beschreiben Sie eine selbstfinanzierende Handelstrategie mit Startwert

Xo =E«[C/(1 +1)V]

(mit p* = (1 +7 —a)/(b — a) aus Teil b)) und Endwert X,, = C'.
[Hinweise: a) Betrachten Sie zunidchst den ein-Perioden-Fall N = 1.
¢) Betrachten Sie Y, = E,«[C/(1 + r)V|.#,], verwenden Sie Teil a).]



