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Aufgabe 1.1 Seien F Ď G σ-Algebren und X eine reellwertige Zufallsvariable mit ErX2s ă 8.

a) Zeigen Sie:

E
“`

X ´ ErX|Gs
˘2‰

` E
“`

ErX|Gs ´ ErX|Fs
˘2‰

“ E
“`

X ´ ErX|Fs
˘2‰

.

b) Zeigen Sie:
VarrXs “ VarrErX |Gss ` ErVarrX |Gss

wobei
VarrX |Gs :“ E

”

pX ´ ErX |Gsq
2

ˇ

ˇ

ˇ
G

ı

“ ErX2 |Gs ´ pErX |Gsq2

c) Sind X und Y reellwertige Zufallsvariablen mit ErX|Gs “ Y und ErX2s “ ErY 2s ă 8, dann gilt
X “ Y f.s.

Aufgabe 1.2 Sei S “ pSnqnPN0 eine symmetrische gewöhnliche Irrfahrt auf Z mit Start in S0 “ 0,
d.h. Sn ´ Sn´1, n P N sind u.i.v. „ Unifpt´1, 1uq.

a) Zeigen Sie: S und M “ pMnqnPN0 mit Mn “ S2
n ´ n sind Martingale (bezüglich der von S

erzeugten Filtration).

b) Seien a, b P N, τ :“ inftn : Sn “ ´a oder Sn “ bu. Verwenden Sie Teil a), um PpSτ “ bq und
Erτ s zu berechnen.

Aufgabe 1.3 (6 Punkte) Sei pMnqnPN ein Martingal mit beschränkten Inkrementen, d.h. |Mn ´

Mn´1| ď c, n P N für ein festes c ă 8. Dann gilt PpC YF q “ 1 für die beiden disjunkten Ereignisse

C :“ tMn konvergiert gegen einen endlichen Grenzwertu,

F :“ tlim supMn “ `8, lim infMn “ ´8u

[Hinweis: Um Pptlim infMn ą ´8u X Ccq “ 0 zu zeigen, können Sie den gestoppten Prozess
pMn^TK

´ M0qn betrachten mit TK :“ inftm P N0 : Mm ď ´Ku. Dies ist ein nach unten be-
schränktes Martingal.]

Aufgabe 1.4 (6 + 6 + 6 Punkte) Sei N P N, p P p0, 1q, D1, . . . , DN unabhängige t˘1u-wertige
Zufallsvariablen mit PpDi “ 1q “ p “ 1 ´ PpDi “ ´1q, Fn :“ σpD1, . . . , Dnq mit F0 :“ tH,Ωu.

(Ein „kanonisches“ Szenario ist pΩ,A,Ppq mit Ω “ t´1,`1uN , A “ 2Ω, Ppptpω1, . . . , ωN quq “

p#ti:ωi“`1up1 ´ pq#ti:ωi“´1u und Di : Ω Ñ t´1,`1u, Dippω1, . . . , ωN qq “ ωi.)

a) (Ein diskreter Martingaldarstellungssatz) Prüfen Sie, dass

Z0 :“ 0, Zn :“
n

ÿ

i“1

pDi ´ 2p ` 1q, n “ 1, . . . , N

ein Martingal ist (bezüglich der Filtration F “ pFnqn“0,1,...,N ). Sei pMnqn“0,...,N ein (beliebiges)
Martingal bezüglich F . Zeigen Sie, dass es einen previsiblen Prozess pHnq gibt, so dass gilt

Mn “ M0 ` pH ‚ Zqn, n “ 1, . . . , N
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b) (Ein einfaches Marktmodell: das Cox-Ross-Rubinstein-Modell oder Mehr-Perioden-Binomialmo-
dell) Seien 0 ă a ă 1 ` r ă b, Bn :“ p1 ` rqn und mit einem festen S0 ą 0

Sn :“ Sn´1

`

b`a
2 ` b´a

2 Dn

˘

, n “ 1, . . . , N.

Wir denken bei Bn an den Wert eines risikolosen Wertpapiers (“bond”) und bei Sn an den Wert
eines risikobehafteten Wertpapiers (“stock”) zur Zeit n. Offenbar hat Rn :“ Sn{Sn´1, die Rendite
(“return”) einer Investition in S über das Zeitintervall rn ´ 1, nq, die beiden möglichen Werte a und
b.

Ein Paar previsibler Prozesse pVnqn, pWnqn heißt eine selbstfinanzierende Handelsstrategie, falls
gilt

Vn´1Bn´1 ` Wn´1Sn´1 “ VnBn´1 ` WnSn´1, für n “ 1, . . . , N (1)

Dann ist
Xn :“ VnBn ` WnSn, n P t1, . . . , Nu pmit X0 :“ V1B0 ` W1S0q

der Wert des Portfolios eines Händlers, der über das Zeitintervall pn ´ 1, nq jeweils Vn Einheiten des
bonds und Wn Einheiten des stock besitzt (und möglicherweise zwischen solchen Intervallen sein
Portfolio umschichtet, ohne Kapital hinzuzufügen oder wegzunehmen). Verifizieren Sie, dass

Xn “ X0 ` pV ‚ Bqn ` pW ‚ Sqn für n “ 1, . . . , N

gilt und dass Yn :“ Xn{p1`rqn, n “ 0, 1, . . . , N ein Martingal ist, falls p “ p˚ :“ p1`r´aq{pb´aq.
(Übrigens: was ist Ep˚rSN{S0s?)

c) (Preis einer europäischen Call-Option im CRR-Modell) Sei K ą 0 und C :“ pSN ´Kq` der Wert
zur Zeit N einer Option, deren Inhaber das Recht (aber nicht die Pflicht) hat, eine Einheit des stock
zur Zeit N zum Preis K zu kaufen (eine europäische Call-Option mit Ausübungspreis K).

Beschreiben Sie eine selbstfinanzierende Handelstrategie mit Startwert

X0 “ Ep˚rC{p1 ` rqN s

(mit p˚ “ p1 ` r ´ aq{pb ´ aq aus Teil b)) und Endwert Xn “ C.

[Hinweise: a) Betrachten Sie zunächst den ein-Perioden-Fall N “ 1.

c) Betrachten Sie Yn “ Ep˚rC{p1 ` rqN |Fns, verwenden Sie Teil a).]
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