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Aufgabe 2.1 Sei d P N. Eine Funktion h : Zd Ñ R heißt (diskret) harmonisch, wenn gilt

hpxq “
1

2d

ÿ

y : ||y´x||2“1

hpyq für jedes x P Zd

a) Sei pSnqn die symmetrische gewöhnliche Irrfahrt auf Zd und h : Zd Ñ R harmonisch. Zeigen Sie:
phpSnqqnPN0 ist ein Martingal.

b) Sei d ď 2, h : Zd Ñ R harmonisch und nach unten beschränkt. Zeigen Sie: Dann ist h konstant.

[Hinweis: Sie dürfen verwenden, dass pSnqn für d ď 2 rekurrent ist. Wenden Sie den Martingalkon-
vergenzsatz auf das Martingal aus a) an.]

Aufgabe 2.2 Können Sie ein L 2-Martingal pMnqnPN0 finden, so dass Mn Ñ M8 f.s. für n Ñ 8

gegen eine endliche Zufallsvariable M8 konvergiert, aber xMyn Ñ 8 f.s. divergiert?
[Hinweis: a) Experimentieren Sie beispielsweise mit Partialsummen einer Folge unabhängiger, aber
nicht stationärer Summanden.]

Aufgabe 2.3 (9+3 Punkte) Kann es eine Doob-L1-Ungleichung geben?
Sei pXnqnPN0 ein Submartingal und Xn :“ max0ďkďnX

`
k . Dann gilt mit log`pxq :“ maxtlogpxq, 0u

E
“

Xn

‰

ď
1

1 ´ 1{e

´

1 ` E
“

X`
n log`pX`

n q
‰

¯

(1)

b) Können Sie ein Martingal pXnqnPN0 finden mit ErX`
n s ą 0 für jedes n und

lim
nÑ8

ErXns{ErX`
n s “ 8 ?

[Hinweis: a) Adaptieren Sie den Beweis der Doobschen Lp-Ungleichungen (Satz B.40) geeignet,
verwenden Sie dabei die (triviale) Schranke PpXn ě λq ď 1 für λ ď 1 und eine Schranke aus
Lemma B.39 für λ ą 1. Falls Sie möchten, finden Sie mehr Hinweise auf der Rückseite.]

Aufgabe 2.4 (4+4+4 Punkte) a) Sei S endlich oder abzählbar, p “ ppx,yqx,yPS stochastische Ma-
trix auf S, µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf S und X “ pXnqnPN0 eine Markovkette auf S mit
Übergangsmatrix p und Startverteilung µ. Sei f : S Ñ R, λ ě 0 und es gelte

ÿ

yPS

px,yfpyq ď λfpxq für alle x P S (2)

(und implizit
ř

y px,y|fpyq| ă 8, so dass obige Summe wohldefiniert ist) sowie
ř

xPS µptxuq|fpxq| ă

8.
Zeigen Sie: Dann ist pλ´nfpXnqqnPN0 ein Supermartingal (bezüglich der von X erzeugten Filtration).
Falls (2) mit Gleichheit gilt, so ist es ein Martingal.

b) Das (neutrale zwei Typ-)Wright-Fisher-Modell mit Populationsgröße N P N ist eine Markovkette
auf S “ t0, 1, . . . , Nu mit Übergangswahrscheinlichkeiten px,y “

`

N
y

˘

px{Nqyp1 ´ x{NqN´y, d.h.
L pXk`1 | Xk “ xq “ BinN,x{N . Zeigen Sie:

pXkqkPN0 und
`

p1 ´ 1{Nq´kXkpN ´ Xkq
˘

kPN0
sind Martingale

b.w.

1



c) In der Situation von b) sei τ :“ inftk P N0 : Xk “ 0 oder Xk “ Nu. Folgern Sie aus b), dass
Pxpτ ă 8q “ 1 gilt und bestimmen Sie PxpXτ “ Nq für x P t0, 1, . . . , Nu. Berechnen Sie auch

Ex

”

2
Xk

N

N ´ Xk

N

ı

für k P N0

(Wenn man Xk als die Anzahl Individuen vom Typ 1 in einer Population der konstanten Größe N
interpretiert, in der es zwei verschiedene genetische Typen gibt, so ist dies die Wahrscheinlichkeit, bei
zweimaligem zufälligem Ziehen mit Zurücklegen aus der Population nach k Schritten in der Stich-
probe verschiedene Typen zu sehen.)

Eine Anleitung zu Aufgabe 2.3: Sei zunächst M P p0,8q. Wie folgt mittels Lemma B.39, dass

E
“

Xn ^ M
‰

ď 1 `

ż M

1
P

`

Xn ^ M ě λ
˘

dλ ď 1 ` E
“

X`
n log`pXn ^ Mq

‰

gilt?
Zeigen Sie, dass infxą0 x log x “ ´1{e gilt und folgern Sie, dass für a, b ą 0 gilt a log b ď

a log a ` b{e. Wenden Sie dies auf obige Ungleichung an, stellen Sie geeignet um und betrachten Sie
dann M Ñ 8.
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