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Aufgabe 6.1 a) Auf £ = R sei p, := %Z?:l Oi/ns 1 := Aljo,1] die Einschrinkung des Lebesgue-
Malfes auf das Einheitsintervall. Zeigen Sie: p = w-limg, o0 fin-

b) Auf E = R sei p, = N(0,n) die Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Varianz n, v, das 0-Ma$
(d.h. v1(A) = 0 fiir alle A € B(R)), vo = A das Lebesgue-MaB. Zeigen Sie: 1, —Y5 1y, aber (tn,)
konvergiert nicht schwach, sowie v/27n 1, — vo.

Aufgabe 6.2 a) Seien g, g1, 92, - € L}(R?, \) nicht-negativ mit § gd\ = § g, d)\ = 1 fiir alle n,
wobei \ das Lebesgue-MaB auf R? bezeichnet. Zeigen Sie:

gn — g A-fast iiberall — Gn A — g\

b) Seien X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen mit Werten in Z. Zeigen Sie:

X, 25X e  VzeZ: lim P(X, =2)=PX = 2).

n—o0

Aufgabe 6.3 (Skorohod-Kopplung im reellwertigen Fall, 8 Punkte) Seien g, u1, o, - - € Mi(R)
mit g = w-lim,,_, 4 1,,. Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.%,P) und darauf reelle
Zufallsvariablen X, X, X»,... mit £(X) = p, £(X,) = pn, und X, — X fast sicher fiir n — co.

[Hinweis: Sei F), die Verteilungsfunktion von p,, und F; }(t) := inf{z € R : F,(x) > t} deren
(verallgemeinerte) Inverse. Sei U uniform auf [0, 1] verteilt, so ist L(F, 1(U)) = p,.]

Aufgabe 6.4 (Die Prohorov-Metrik metrisiert die Topologie der schwachen Konvergenz. 9+7 Punkte)
Sei (E, d) metrischer Raum, fiir B < E, ¢ > 0sei B* := {y € E : d(y, B) < €}. Fur y,v € M;(FE)
sei

dp(p,v) :=inf {e > 0: u(F) < v(F°) + ¢ fiir alle abgeschlossenen F < E} (= 0).

Zeigen Sie:
a) dp ist eine Metrik, d.h.
i) dp(p,v) = dp(v, )
ii) dp(p,v) =0 gdw. p=v
iii) dp(v,v') < dp(v,p) + dp(p, V')
b) Sei E zusitzlich vollstindig und separabel, dann gilt 1, —> <= dp(pin, it) — 0.

[Hinweise: a) Beachten Sie: E\ F© ist abgeschlossen und (E\F*¢)¢ c E\F'; die abgeschlossenen Teil-
mengen sind ein N-stabiler Erzeuger von B(E); fiire,§ > 0 ist Fe' = oo,

b) Verwenden Sie das Portmanteau-Theorem; fiir ,,=“ benutzen Sie auch, dass eine schwach konver-
gente Folge straff ist.]



