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Aufgabe 6.1 a) Auf E “ R sei µn :“ 1
n

řn
i“1 δi{n, µ :“ λ|r0,1s die Einschränkung des Lebesgue-

Maßes auf das Einheitsintervall. Zeigen Sie: µ “ w-limnÑ8 µn.

b) Auf E “ R sei µn “ N p0, nq die Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Varianz n, ν1 das 0-Maß
(d.h. ν1pAq “ 0 für alle A P BpRq), ν2 “ λ das Lebesgue-Maß. Zeigen Sie: µn

v
ÝÑ ν1, aber pµnq

konvergiert nicht schwach, sowie
?
2πnµn

v
ÝÑ ν2.

Aufgabe 6.2 a) Seien g, g1, g2, ¨ ¨ ¨ P L1pRd, λq nicht-negativ mit
ş

g dλ “
ş

gn dλ “ 1 für alle n,
wobei λ das Lebesgue-Maß auf Rd bezeichnet. Zeigen Sie:

gn Ñ g λ-fast überall ùñ gnλ
w

ÝÑ gλ.

b) Seien X,X1, X2, . . . Zufallsvariablen mit Werten in Z. Zeigen Sie:

Xn
D

ÝÑX ðñ @ z P Z : lim
nÑ8

PpXn “ zq “ PpX “ zq.

Aufgabe 6.3 (Skorohod-Kopplung im reellwertigen Fall, 8 Punkte) Seien µ, µ1, µ2, ¨ ¨ ¨ P M1pRq

mit µ “ w-limnÑ8 µn. Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum pΩ,F ,Pq und darauf reelle
Zufallsvariablen X,X1, X2, . . . mit LpXq “ µ, LpXnq “ µn und Xn Ñ X fast sicher für n Ñ 8.

[Hinweis: Sei Fn die Verteilungsfunktion von µn und F´1
n ptq :“ inftx P R : Fnpxq ě tu deren

(verallgemeinerte) Inverse. Sei U uniform auf r0, 1s verteilt, so ist LpF´1
n pUqq “ µn.]

Aufgabe 6.4 (Die Prohorov-Metrik metrisiert die Topologie der schwachen Konvergenz. 9+7 Punkte)
Sei pE, dq metrischer Raum, für B Ă E, ε ą 0 sei Bε :“ ty P E : dpy,Bq ă εu. Für µ, ν P M1pEq

sei

dP pµ, νq :“ inf
␣

ε ą 0 : µpF q ď νpF εq ` ε für alle abgeschlossenen F Ă E
(

pě 0q.

Zeigen Sie:

a) dP ist eine Metrik, d.h.

i) dP pµ, νq “ dP pν, µq

ii) dP pµ, νq “ 0 g.d.w. µ “ ν

iii) dP pν, ν1q ď dP pν, µq ` dP pµ, ν1q

b) Sei E zusätzlich vollständig und separabel, dann gilt µn
w

ÝÑ µ ðñ dP pµn, µq Ñ 0.

[Hinweise: a) Beachten Sie: EzF ε ist abgeschlossen und pEzF εqε Ă EzF ; die abgeschlossenen Teil-
mengen sind ein X-stabiler Erzeuger von BpEq; für ε, δ ą 0 ist F εδ “ F ε`δ.
b) Verwenden Sie das Portmanteau-Theorem; für „ñ“ benutzen Sie auch, dass eine schwach konver-
gente Folge straff ist.]

1


