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Blatt 7

Aufgabe 7.1 (Eine reskalierte Koordinate eines uniform aus der Einheitssphiare im R™ gezogenen

Punkts ist approximativ standardnormalverteilt.) Sei X () = (X 1(n), Xén), . ,XT(Ln)) ein uniform
aus der (n — 1)-dimensionalen Einheitsspihre S~ = {(x1,...,2,) : 22 + -+ + 22 = 1} € R?

gezogener Punkt. Zeigen Sie, dass
VX" — N(0,1)
n—a0
[Hinweis: Seien Z1, Zs, ... wiv. ~ N(0,1), so ist

YA &)
N2t Z2 234422 N2+ 22 ]

Aufgabe 7.2  a) (Approximation auf [0, 1] via Bernstein-Polynome) Fiir f € C([0, 1]) gilt

— 0
n—00

VCEWOIWEERES

0<z<1

b) Die Voraussetzung im Satz von Stone-Weierstrall (Satz 3.23), dass E kompakt ist, ist notwendig.

[Hinweis: Konstruieren Sie z.B. auf ' = R eine abzihlbare Algebra C’ = Cy(R), die Punkte trennend
ist. Cp(IR) mit Supremumsnorm ist nicht separabel. ]

Aufgabe 7.3 (4+4+4 Punkte) a) Sei u, = N (an,b,) mita, € R, b, > 0. Zeigen Sie:

{pn : n € N}iststraff <= sup|a,| < oo und supb, < ©
neN neN

b) Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmal P € M ([0, 0)) mit mp := {2 P(dx) € (0, 0) definiert

P(A) = mlp LxP(dx), AeB(R,)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf 13(A) € M, ([0, 0)), die sogenannte grofSenverzerrte Verteilung von P.
Seien (X )es nicht-negative Zufallsvariablen mit E[X;] = 1 fiiralle i € I, P, := £L(X;). Zeigen
Sie:
{]3Z trel } straff — {Xz ciel } gleichgradig integrierbar.

¢) (E1,dy) und (Esq,ds) metrische Rdume, £ = FE; X E mit Produktmetrik d((z,z), (y,y')) =
dy(z,y)+da(2’,y'), 71 : E — Eyund 7y : E — FE, die Koordinatenprojektionen. Sei H < M (E),
dann gilt

Histstraff <= {pom;':peH}und {pomy e H} sind straff



Aufgabe 7.4 (4+4+4 Punkte) a) Seien X, X’, X” unabhingig und identisch verteilt und es gelte

XE(X 4+ X" V2

Dann ist X ~ N(0, 02) fiir ein 02 > 0.

[Hinweis. Betrachten Sie die charakteristische Funktion ¢x.]

b) Sei o > 2. Es gibt kein WahrscheinlichkeitsmaB auf R mit charakteristischer Funktion ¢ — e~
[Hinweis. Argumentieren Sie beispielsweise per Widerspruch: Nehmen Sie an, X hitte px(t) =

e~ 111” | und bestimmen Sie Mittelwert und Varianz von X N

¢) Eine Funktion f : R¢ — C heit positiv semi-definit, wenn gilt

n
Z OéiOij(ti*tj) =0 fUrallenEN,tl,...,tneRd,al,...,anE(C.
ig=1

Die charakteristische Funktion ¢, eines endlichen MaBes ;1 € M f(]Rd) ist positiv semi-definit.

[Bericht. Nach einem Satz von Bochner (siehe z.B. W. Feller, An Introduction to Probability Theory,

Vol. 2, 2. ed., Wiley, 1971) ist jede stetige und positiv semi-definite Funktion die charakteristische
Funktion eines endlichen MaBes auf R?.]



