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Aufgabe 8.1 (ein elementarer Blick auf den Poissonprozes auf R;) Sei cjy — n— oo 0 eine Null-

folge, A > 0, Zi(N), i € Nuiv. ~ Ber(Acy) (wir betrachten o.E. nur so groBe N, dass Acy < 1),
seien

7™M i=0, T™ =inft{i>T1™) :Zz™ =1}, reN
(TéN) ist der Zeitpunkt des ¢-ten Erfolgs in der Miinzwurffolge (Zi(N)),-eN), dann sind
N

wi.v., TZ(N) ~ geom(Acy ), d.h. P(TZ(N) =j) = enA(1 — ex AL fiir j € N und fiir 2 > 0 gilt

P(CNTE(N) > .1,‘) = ]P)(TE(N) > l%J) _ (1 - CN)\)lx/CNJNj;Oe_)w’

dh. eyt Ni> Exp(\)
—00

a) Beweisen Sie diese Aussagen.

Sei weiter
MIEN) ={1<i<k: ZZ.(N) = 1}| = max{¢ e Ny : TE(N) < k},

offenbar gilt fir 0 < kg < k1 < -+ - < ki

Méiv) - Migév)7 M;ﬁiv) - M;Eiv)7 ce M;E:) - M,ii\zl sind unabhéngig

N)

und fiir 0 < k < K ist M) — M ~ Bin(k’ — k, ex'\), somit gilt fir 0 < ¢ < ¢/

(N) (N) d . '
]\4116,/01\/J — Mlt/CNJ ]\:;OPOIS(A(t — t))

b) Beweisen Sie diese Aussagen.

Dies l4dt ein, folgendes Limesobjekt zu betrachten: Sei 71, 7o, . .. w.i.v.,, 7y ~ Exp(A), Ty := 0,1y :=
T+ -+ 1, LEN,
M; :=max{ie Ng: T; <t}, te[0,00)

der stochastische Prozess (M;);>o heiBt Poissonprozess mit Rate A. (Beachte: die Definition ist so
eingerichtet, dass ¢ — M, rechtsstetig ist, man sagt auch: (M, ), hat rechtsstetige Pfade.)

c) Argumentieren Sie: Aus obigen Uberlegungen folgt fiir jedes m € N

(enri™, o entiD) o (mise ),
(cNTl(N),...,cNT,;M)N—i;O(Tl,...,Tm)
somit ergibt sich fiir t; < to < t;, k1,...,km € Ny
N) N) (N (N) N) N)
P(MY) = MY =) = BT < [t fen| < T TR < (tmfen] < T

i’ ]P)(Tkl <t <Tgyv1ye ooy Iy <t < Tkarl) = P(Mtl = kl,...,th = km)7

N—o



d.h. die Folge von stochastischen Prozessen (M l(t]/VC)N J)t>0 konvergiert gegen den Prozess (M;);>¢ im
Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen.
Aus diesen Beobachtungen folgt

P(Mtl - Mto = j17 Mt2 - Mtl = j2 ceey th - th—l = ]m)

_ () ™ () ~
= i P(Myg, o) = Misgrens =90 Mg en) =™ Mgy jey) = Jm)
_ ) ™) () ™~
‘$ﬂ?(uk1A@wm—ﬁ)”“XMthr“@me—h)
:He—)\t—tl 1) (t — 1 1))

Ji! ’

d.h. die Inkremente eines Poissonprozesses (), ) sind Poissonverteilt [der Parameter ist Ax die Linge
des betrachteten Zeitintervalls] und Inkremente iiber jeweils disjunkte Zeitintervalle sind unabhingig.
Diese beiden Eigenschaften charakterisieren den Poissonprozess [ggfs. mit Forderung der Rechtsste-
tigkeit].

d) Zeigen Sie: Der Parameter A kann als Sprungrate interpretiert werden in dem Sinne, dass fiir ein
(kurzes) Zeitintervall (¢, ¢ + h] die Wahrscheinlichkeit, einen Sprung in diesem Zeitintervall zu sehen,
~ )\ x Intervalllinge ist, genauer

Ak

0 =M+ O(h?) firh |O0.

P(Mysp =k+1|My=k)=P(Myp—M;=1) =e¢

Aufgabe 8.2 a) Zeigen Sie: p1 := Unif[—a, a], die uniforme Verteilung auf [—a, a] hat charakteri-
stische Funktion ¢,,, (t) = sin(at)/at, die Dreiecksverteilung i := Tri, mit Dichte (1 — |z[/b)*
(fiir ein b > 0) hat charakteristische Funktion ¢, (t) = g lzcosbt),

b2¢2
1 I%SQ(M) auf R (manchmal Pélyas Verteilung genannt) hat charakteristische Funktion ¢, (1) =

(1 el/)*.
b) Seien X1,..., X, reelle Zufallsvariablen, A uv.a. von (Xi,...,X,) mit P(A = i) = p;, i =
L,....np; =0,p1+ - +p,=1),s0giltfiirY := Xy4

t) = > pivx;(t)
=1

Die Verteilung p3 mit Dichte

¢) Sei f : R — [0,0) eine symmetrische Funktion mit f(0) = 1, so dass der Graph von f|[g ) ein
konvexer Polygonzug mit endlich vielen ,,Knickstellen* ist. Dann gibt es eine reelle Zufallsvariable
X mitpx = f.

d) Folgern Sie Pdlyas Kriterium: Fiir jede symmetrische Funktion f : R — [0,00) mit f(0) = 1,
die auf [0, 00) konvex ist, gibt es eine reelle Zufallsvariable X mit ox = f. Insbesondere ist f(t) =
exp(—[t|%) fiir & € (0, 1] eine charakteristische Funktion.

[Hinweise: a) Sie konnen die Dreiecksverteilung als Faltung von zwei uniformen Verteilungen dar-
stellen.

¢) Stellen Sie f als geeignete Konvexkombination von endlich vielen Funktionen des Typs (1—¢|/b)*
dar.]

Aufgabe 8.3 Sei II,, eine uniform verteilte Permutation von {1, ...,n} und S,, die Anzahl Zyklen
von II,, (d.h. die Anzahl der Orbits von II,,, als Selbstabbildung von {1, ..., n} aufgefasst). Zeigen
Sie:

Sn D und Sn —logn D,

logn vl]ogn

— N(0,1).



[Hinweis. Sei A, ¢ := {(II,,)™(¢) > ¢ fiir alle m € N} das Ereignis, dass ¢ die kleinste Zahl in dem
Zyklus ist, der £ enthilt, X,, s := 1(A,, ¢). Zeigen Sie zunichst:

Xn1,Xn2,..., X,y sind unabhingig mit P(X,, , =1) = 1/4.

Hierzu kann es hilfreich sein, sich II,, auf folgende Weise generiert zu denken: Die Zahlen 1,...,n
betreten in aufsteigender Reihenfolge ein zunéchst leeres Restaurant mit vielen runden Tischen, 1
setzt sich an einen der Tische. Seien bereits 1, ...,¢ — 1 angekommen. Dann setzt sich ¢ rechts von
k an den Tisch, an dem k sitzt, wenn es ein k < ¢ gibt mit IT,,(k) = ¢. Wenn es kein solches & gibt,
setzt sich £ an einen neuen, bisher freien Tisch. Die Anzahl Zyklen ist dann die Anzahl der besetzten
Tische, nachdem n Platz genommen hat.]

Aufgabe 8.4 (3+3 Punkte) a) Seien Y7, ..., Y, gemeinsam n-dimensional normalverteilt, 1 < m <
n. Dann gilt
i) Yi,...,Y, unabhingig <= Cov(Y;,Y;)=0 firl <i#j<n, und
it) (Y1,...,Ys) unabhingigvon (Yp,11,...,Y,) <= Cov(¥;,Y;)=0 firl<i<m<j<n.

b) Seien X1, ..., X, wiv. N(p,02), M := % >, X; ihr empirisches Mittel und S? := ﬁ D (Xi—
M)? die (korrigierte) Stichprobenvarianz. Dann sind M und S? unabhingig.
[Hinweis: Betrachten Sie den zufilligen Vektor (M, X1 — M, Xo — M, ..., X,, — M).]

Aufgabe 8.5 (Explizite Fourier-Inversion in Spezialfillen, 6+6+6 Punkte) a) Sei X eine Z?-wertige
Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion ¢ x . Dann hat oy Periode 27Z%, d.h. px (t +27m) =
ox (t) fiir t € RY, m e Z9. Es gilt die Fourier-Inversionsformel

1

P(X =2) = J K@D p () dt, e Z°
( ) (27T)d (—m,m]d )

(Ubrigens: Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion px. X heiBt git-
terverteilt, wenn es a, d € R gibt mit P(X € a + dZ) = 1. Es gilt

X gitterverteilt <= Ju#0: |px(u)| =1

Wenn Sie mochten, beweisen Sie das auch.)

b) Sei u € M;(R) mit charakteristischer Funktion ¢, und es gelte ¢, € L£'()\), wobei A das
Lebesgue-MaB auf R bezeichnet. Dann hat y eine stetige beschrinkte Dichte f = Z—’/{, gegeben durch

f(z) ! JR e*imcpu(t) dt.

T o
¢) Fiir 1 € M1 (R) mit charakteristischer Funktion ¢, und —c0 < a < b < o0 gilt

1 (T e-ita _ g—ith

o) - gou(t)dtTj;OM((a’b))+%M({a75})

[Hinweise: a) Zeigen Sie, dass fiir 2 € Z¢ gilt S(_ﬁ Jd e M@ dt = (2m) 1y ().

b) Betrachten Sie zunéchst den Fall der Normalverteilung, N'(0,¢), ¢ > 0, dann pe := p = N (0, ¢€).
Zeigen Sie, dass u. eine Dichte f. besitzt, die punktweise gegen f konvergiert.



c¢) Die zentrale Beobachtung ist, dass

T _—ita _ ,—ith T _ T _
f e e emdt:f sin(t(z — a)) dt—f sin(t(z — b)) i@t

-T ’Lt =T t =T t
T_—>0)07r(1{a} + 21(a,b) + l{b})(l‘)

gilt. Mit sgn(u) := 1(g o) (1) — 1(_g 0 (u) fiir u € R gilt ndmlich

T Tlu| o o

t

f sin(fu) dt = 2sgn(u) J sin(r) dr — 2sgn(u) f sin(r) dr = mwsgn(u)
-T t 0 T T—0 0 T

Details finden sich beispielsweise in Section 3.3 des Buch von R. Durrett, Probability: Theory and
Examples, 5th ed., Cambridge University Press, 2019.]

Frohe Weihnachten 2024 und einen ;3,‘(’15\\
guten Rutsch ins neue Jahr! 4 ‘)\J



