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Aufgabe 8.1 (ein elementarer Blick auf den Poissonprozes auf R`) Sei cN ÝÑNÑ8 0 eine Null-
folge, λ ą 0, ZpNq

i , i P N u.i.v. „ BerpλcN q (wir betrachten o.E. nur so große N , dass λcN ď 1),
seien

T
pNq

0 :“ 0, T
pNq

ℓ :“ inf
␣

i ą T
pNq

ℓ´1 : Z
pNq

i “ 1
(

, ℓ P N

(T pNq

ℓ ist der Zeitpunkt des ℓ-ten Erfolgs in der Münzwurffolge pZ
pNq

i qiPN), dann sind

τ
pNq

ℓ :“ T
pNq

ℓ ´ T
pNq

ℓ´1 , ℓ P N

u.i.v., τ pNq

ℓ „ geompλcN q, d.h. Ppτ
pNq

ℓ “ jq “ cNλp1 ´ cNλqj´1 für j P N und für x ě 0 gilt

PpcNτ
pNq

ℓ ą xq “ P
`

τ
pNq

ℓ ą t
x

cN

\˘

“
`

1 ´ cNλ
˘tx{cN u

ÝÑ
NÑ8

e´λx,

d.h. cNτ
pNq

ℓ
d

ÝÑ
NÑ8

Exppλq

a) Beweisen Sie diese Aussagen.

Sei weiter
M

pNq

k :“
ˇ

ˇt1 ď i ď k : Z
pNq

i “ 1u
ˇ

ˇ “ maxtℓ P N0 : T
pNq

ℓ ď ku,

offenbar gilt für 0 ď k0 ă k1 ă ¨ ¨ ¨ ă km

M
pNq

k1
´ M

pNq

k0
,M

pNq

k2
´ M

pNq

k1
, . . . ,M

pNq

km
´ M

pNq

km´1
sind unabhängig

und für 0 ď k ă k1 ist M pNq

k1 ´ M
pNq

k „ Binpk1 ´ k, cNλq, somit gilt für 0 ď t ă t1

M
pNq

tt1{cN u
´ M

pNq

tt{cN u

d
ÝÑ
NÑ8

Pois
`

λpt1 ´ tq
˘

.

b) Beweisen Sie diese Aussagen.

Dies lädt ein, folgendes Limesobjekt zu betrachten: Sei τ1, τ2, . . . u.i.v., τℓ „ Exppλq, T0 :“ 0, Tℓ :“
τ1 ` ¨ ¨ ¨ ` τℓ, ℓ P N,

Mt :“ maxti P N0 : Ti ď tu, t P r0,8q

der stochastische Prozess pMtqtě0 heißt Poissonprozess mit Rate λ. (Beachte: die Definition ist so
eingerichtet, dass t ÞÑ Mt rechtsstetig ist, man sagt auch: pMtqt hat rechtsstetige Pfade.)

c) Argumentieren Sie: Aus obigen Überlegungen folgt für jedes m P N
`

cNτ
pNq

1 , . . . , cNτ pNq
m

˘ d
ÝÑ
NÑ8

`

τ1, . . . , τm
˘

,

`

cNT
pNq

1 , . . . , cNT pNq
m

˘ d
ÝÑ
NÑ8

`

T1, . . . , Tm

˘

somit ergibt sich für t1 ă t2 ă tm, k1, . . . , km P N0

P
`

M
pNq

tt1{cN u
“ k1, . . . ,M

pNq

ttm{cN u
“ km

˘

“ P
`

T
pNq

k1
ď tt1{cN u ă T

pNq

k1`1, . . . , T
pNq

km
ď ttm{cN u ă T

pNq

km`1

˘

d
ÝÑ
NÑ8

P
`

Tk1 ď t1 ă Tk1`1, . . . , Tkm ď tm ă Tkm`1

˘

“ P
`

Mt1 “ k1, . . . ,Mtm “ km
˘

,
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d.h. die Folge von stochastischen Prozessen pM
pNq

tt{cN u
qtě0 konvergiert gegen den Prozess pMtqtě0 im

Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen.
Aus diesen Beobachtungen folgt

P
`

Mt1 ´ Mt0 “ j1,Mt2 ´ Mt1 “ j2 . . . ,Mtm ´ Mtm´1 “ jm
˘

“ lim
NÑ8

P
`

M
pNq

tt1{cN u
´ M

pNq

tt0{cN u
“ j1, . . . ,M

pNq

ttm{cN u
´ M

pNq

ttm´1{cN u
“ jm

˘

“ lim
NÑ8

P
`

M
pNq

tt1{cN u
´ M

pNq

tt0{cN u
“ j1

˘

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P
`

M
pNq

ttm{cN u
´ M

pNq

ttm´1{cN u
“ jm

˘

“

m
ź

i“1

e´λpti´ti´1q pλpti ´ ti´1qqji

ji!
,

d.h. die Inkremente eines Poissonprozesses pMtq sind Poissonverteilt [der Parameter ist λˆ die Länge
des betrachteten Zeitintervalls] und Inkremente über jeweils disjunkte Zeitintervalle sind unabhängig.
Diese beiden Eigenschaften charakterisieren den Poissonprozess [ggfs. mit Forderung der Rechtsste-
tigkeit].

d) Zeigen Sie: Der Parameter λ kann als Sprungrate interpretiert werden in dem Sinne, dass für ein
(kurzes) Zeitintervall pt, t`hs die Wahrscheinlichkeit, einen Sprung in diesem Zeitintervall zu sehen,
« λ ˆ Intervalllänge ist, genauer

P
`

Mt`h “ k ` 1
ˇ

ˇMt “ k
˘

“ P
`

Mt`h ´ Mt “ 1
˘

“ e´λhλh

1!
“ λh ` Oph2q für h Ó 0.

Aufgabe 8.2 a) Zeigen Sie: µ1 :“ Unifr´a, as, die uniforme Verteilung auf r´a, as hat charakteri-
stische Funktion φµ1ptq “ sinpatq{at, die Dreiecksverteilung µ2 :“ Tria mit Dichte 1

b p1 ´ |x|{bq`

(für ein b ą 0) hat charakteristische Funktion φµ2ptq “ 21´cospbtq
b2t2

. Die Verteilung µ3 mit Dichte
1
π
1´cospbxq

bx2 auf R (manchmal Pólyas Verteilung genannt) hat charakteristische Funktion φµ3ptq “

p1 ´ |t|{bq`.

b) Seien X1, . . . , Xn reelle Zufallsvariablen, A u.a. von pX1, . . . , Xnq mit PpA “ iq “ pi, i “

1, . . . , n (pi ě 0, p1 ` ¨ ¨ ¨ ` pn “ 1), so gilt für Y :“ XA

φY ptq “

n
ÿ

i“1

piφXiptq.

c) Sei f : R Ñ r0,8q eine symmetrische Funktion mit fp0q “ 1, so dass der Graph von f |r0,8q ein
konvexer Polygonzug mit endlich vielen „Knickstellen“ ist. Dann gibt es eine reelle Zufallsvariable
X mit φX “ f .

d) Folgern Sie Pólyas Kriterium: Für jede symmetrische Funktion f : R Ñ r0,8q mit fp0q “ 1,
die auf r0,8q konvex ist, gibt es eine reelle Zufallsvariable X mit φX “ f . Insbesondere ist fptq “

expp´|t|αq für α P p0, 1s eine charakteristische Funktion.

[Hinweise: a) Sie können die Dreiecksverteilung als Faltung von zwei uniformen Verteilungen dar-
stellen.

c) Stellen Sie f als geeignete Konvexkombination von endlich vielen Funktionen des Typs p1´|t|{bq`

dar.]

Aufgabe 8.3 Sei Πn eine uniform verteilte Permutation von t1, . . . , nu und Sn die Anzahl Zyklen
von Πn (d.h. die Anzahl der Orbits von Πn, als Selbstabbildung von t1, . . . , nu aufgefasst). Zeigen
Sie:

Sn

log n
D

ÝÑ 1 und
Sn ´ log n

?
log n

D
ÝÑN p0, 1q.
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[Hinweis. Sei An,ℓ :“
␣

pΠnqmpℓq ě ℓ für alle m P N
(

das Ereignis, dass ℓ die kleinste Zahl in dem
Zyklus ist, der ℓ enthält, Xn,ℓ :“ 1pAn,ℓq. Zeigen Sie zunächst:

Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,n sind unabhängig mit PpXn,ℓ “ 1q “ 1{ℓ.

Hierzu kann es hilfreich sein, sich Πn auf folgende Weise generiert zu denken: Die Zahlen 1, . . . , n
betreten in aufsteigender Reihenfolge ein zunächst leeres Restaurant mit vielen runden Tischen, 1
setzt sich an einen der Tische. Seien bereits 1, . . . , ℓ ´ 1 angekommen. Dann setzt sich ℓ rechts von
k an den Tisch, an dem k sitzt, wenn es ein k ă ℓ gibt mit Πnpkq “ ℓ. Wenn es kein solches k gibt,
setzt sich ℓ an einen neuen, bisher freien Tisch. Die Anzahl Zyklen ist dann die Anzahl der besetzten
Tische, nachdem n Platz genommen hat.]

Aufgabe 8.4 (3+3 Punkte) a) Seien Y1, . . . , Yn gemeinsam n-dimensional normalverteilt, 1 ď m ă

n. Dann gilt

iq Y1, . . . , Yn unabhängig ðñ CovpYi, Yjq “ 0 für 1 ď i ‰ j ď n, und

iiq pY1, . . . , Ymq unabhängig von pYm`1, . . . , Ynq ðñ CovpYi, Yjq “ 0 für 1 ď i ď m ă j ď n.

b) Seien X1, . . . , Xn u.i.v. N pµ, σ2q, M :“ 1
n

řn
i“1Xi ihr empirisches Mittel und S2 :“ 1

n´1

řn
i“1pXi´

Mq2 die (korrigierte) Stichprobenvarianz. Dann sind M und S2 unabhängig.

[Hinweis: Betrachten Sie den zufälligen Vektor pM,X1 ´ M,X2 ´ M, . . . ,Xn ´ Mq.]

Aufgabe 8.5 (Explizite Fourier-Inversion in Spezialfällen, 6+6+6 Punkte) a) Sei X eine Zd-wertige
Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion φX . Dann hat φX Periode 2πZd, d.h. φXpt`2πmq “

φXptq für t P Rd, m P Zd. Es gilt die Fourier-Inversionsformel

PpX “ xq “
1

p2πqd

ż

p´π,πsd
e´ixx,tyφXptq dt, x P Zd

(Übrigens: Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion φX . X heißt git-
terverteilt, wenn es a, d P R gibt mit PpX P a ` dZq “ 1. Es gilt

X gitterverteilt ðñ Du ‰ 0 : |φXpuq| “ 1

Wenn Sie möchten, beweisen Sie das auch.)

b) Sei µ P M1pRq mit charakteristischer Funktion φµ und es gelte φµ P L1pλq, wobei λ das
Lebesgue-Maß auf R bezeichnet. Dann hat µ eine stetige beschränkte Dichte f “

dµ
dλ , gegeben durch

fpxq “
1

2π

ż

R
e´itxφµptq dt.

c) Für µ P M1pRq mit charakteristischer Funktion φµ und ´8 ă a ă b ă 8 gilt

1

2π

ż T

´T

e´ita ´ e´itb

it
φµptq dt ÝÑ

TÑ8
µppa, bqq `

1

2
µpta, buq

[Hinweise: a) Zeigen Sie, dass für x P Zd gilt
ş

p´π,πsd
e´ixx,ty dt “ p2πqd1t0upxq.

b) Betrachten Sie zunächst den Fall der Normalverteilung, N p0, εq, ε ą 0, dann µε :“ µ ˚ N p0, εq.
Zeigen Sie, dass µε eine Dichte fε besitzt, die punktweise gegen f konvergiert.
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c) Die zentrale Beobachtung ist, dass

ż T

´T

e´ita ´ e´itb

it
eitx dt “

ż T

´T

sinptpx ´ aqq

t
dt ´

ż T

´T

sinptpx ´ bqq

t
dt

ÝÑ
TÑ8

π
`

1tau ` 21pa,bq ` 1tbu

˘

pxq

gilt. Mit sgnpuq :“ 1p0,8qpuq ´ 1p´8,0qpuq für u P R gilt nämlich

ż T

´T

sinptuq

t
dt “ 2sgnpuq

ż T |u|

0

sinprq

r
dr ÝÑ

TÑ8
2sgnpuq

ż 8

0

sinprq

r
dr “ π sgnpuq

Details finden sich beispielsweise in Section 3.3 des Buch von R. Durrett, Probability: Theory and
Examples, 5th ed., Cambridge University Press, 2019.]

Frohe Weihnachten 2024 und einen
guten Rutsch ins neue Jahr!
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