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Aufgabe 9.1 Die negative Binomialverteilung mit Parametern r ą 0, p P p0, 1q hat Gewichte
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“ p´rqp´r ´ 1q ¨ ¨ ¨ p´r ´ k ` 1q{k! ; für r P N is b´
r,p die Verteilung der Anzahl

Misserfolge in einer p-Münzwurffolge vor dem r-ten Erfolg). Stellen Sie b´
r,p als CPoirν mit ν P

Mf pNq, νpℓq “
p1´pqℓ

ℓ dar und folgern Sie, dass b´
r,p unendlich teilbar ist.

Aufgabe 9.2 Sei Φpxq :“ 1?
2π

şx
´8

e´y2{2 dy die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
und F für x P R definiert durch

F pxq :“

#
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˘

, für x ą 0,

0 , sonst.

Zeigen Sie: F ist die Verteilungsfunktion einer strikt stabilen Verteilung µ zum Index 1{2, insbeson-
dere ist µ unendlich teilbar.
[Hinweis. Bestimmen Sie die Dichte von F und zeigen Sie, dass die Laplace-Transformierte die Ge-
stalt λ ÞÑ e´

?
2λ hat.]

Aufgabe 9.3 (6+6 Punkte) a) (Beweisdetails für Beobachtung 5.10 der Vorlesungsnotizen) Sei µ
unendlich teilbar mit kanonischem Tripel pb, σ2, νq. Dann gilt

ν “ v-lim
nÑ8

nµ˚ 1
n |Rzt0u.

[Hinweis. Stellen Sie µ˚ 1
n wie in der Vorlesung als Verteilung von
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ˇ

ˇ
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beispielsweise mittels der Chebyshev-Ungleichung

ab und verwenden Sie P
`

|Z| ě zq ď z´4ErZ4s “ 3{z4.]

b) Sei X eine reellwertige, unendlich teilbare Zufallsvariable mit Pp|X| ď Kq “ 1 für ein K P

p0,8q. Zeigen Sie, dass X dann fast sicher konstant ist.

[Hinweis. Betrachten Sie o.E. den Fall ErXs “ 0. Nach Voraussetzung gibt es zu n P N u.i.v. Zu-
fallsvariablen Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,n mit X “dXn,1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn,n. Folgern Sie, dass dann PpXn,1 ă

´K{nq “ 0 und PpXn,1 ą K{nq “ 0 gilt und nutzen Sie diese Information, um die Varianz von X
abzuschätzen.]

b.w.
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Aufgabe 9.4 (Lévy-Khinchin-Formel im nicht-negativen Fall, 6+6 Punkte) a) Sei µ P M1pr0,8qq

unendlich teilbar. Zeigen Sie: Dann gibt es α ě 0 und ein σ-endliches Maß ν auf p0,8q mit
ş

p0,8q
px^

1q νpdxq ă 8, so dass

´ log
´

ż

e´λx µpdxq

¯

“ αt `

ż

`

1 ´ e´tx
˘

νpdxq, t ě 0 p˚q

gilt.
[Hinweis. Approximieren Sie µ mittels geeigneten CPoiνn analog zum in der Vorlesung behandelten
Fall.]

b) Seien α und ν wie in a) gegeben, dann gibt es ein unendlich teilbares µ P M1pr0,8qq mit Log-
Laplacetransformierter p˚q.
[Hinweis. Sie können µ als Verteilung der Summe der Konstante α und einer f.s. konvergenten Reihe
von positiven compound Poisson-Zufallsvariablen gewinnen.]
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