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Blatt 10

Aufgabe 10.1 Arbeiten Sie den Beweis von Satz 6.5 der Vorlesungsnotizen aus:
Sei (E,d) ein separabler, vollstindiger metrischer Raum. Dann gibt es B € Z(R) und eine Bi-
jektion ¢ : E — B, sodass ¢ und ¢! beide messbar sind.

Aufgabe 10.2 a) Seien X, X9, -+ > 0 und X > 0 nichtnegative Zufallsvariablen mit zugehdoriger
Laplace-Transformierter
Y(A) =E[eM], A=0

und analog 1), die Laplace-Transformierte von X,,. Zeigen Sie

Y (A) — P(A) firA =0 — X, 4, X

n—00 n—0o0

b) Sei (S),),, eine einfache symmetrische Irrfahrt auf 7 mit Start in .Sy = 0,
Rp:=inf{neN:#{0<j<n:85,=0}>k}, keN
der Zeitpunkt der k-ten Riickkehr zur 0, Ry := 0. Zeigen Sie:

R 4
Rl y
k2 k—0o0

wobei Y = 0 stabil mit Index 1/2 ist.

[Hinweis. a) Zeigen Sie, dass die Folge (X,,),, straff ist und argumentieren Sie dann wie im Beweis
von Satz 3.27 der Vorlesungsnotizen. Beachten Sie: 1), ist nicht-wachsend und 1 ist stetig in 0 mit
(X)) = 1, folgern Sie, dass es zu jedem £ > 0 ein ng € N und ein Ag > 0 gibt mit ¢, (\) > 1 — ¢ fiir
n=nound 0 < A < )\g. Dann ist

1—e <E[e %] <P(X, <1/X) + e 'P(X, =1/X) =1 — (1 —e HP(X,, = 1/)o)

fiir n = nyg.

b) Esist R, = Z?:I(Rj — Rj_1) mitui.v. R; — Rj_;. Verwenden Sie z.B. die Anleitung zu Aufga-
be 0.3, um die Laplace-Transformierte von (R; — R;_1) zu bestimmen.
Ubrigens: Wenn Sie mochten, kénnen Sie zudem Aufgabe 9.2 verwenden, um die Dichte von Y

zu bestimmen. ]

Aufgabe 10.3 (6 Punkte) Sei X symmetrisch stabil mit Index « € (0, 2] und E[e?*] = exp(—|t|¥),
davon unabhéngig Y ~ p mit 4 € M7 (R, ). Dann ist

7 Jex o
E[etXY"] = j exp(—ylt*) u(dy), teR
[0,00)

Wenn weiter Y > 0 einseitig strikt stabil mit Index 8 € (0, 1) ist, so ist XY/ symmetrisch stabil
mit Index af.



Aufgabe 10.4 (6+6+6 Punkte) a) Sei X reelle ZV mit charakteristischer Funktion ¢ x. Argumentie-
ren Sie wie im Beweis von Satz 3.27 der Vorlesungsnotizen um zu zeigen, dass

. 1/
< - _
P(X|> z) < 1_Sm(1)f0 1~ Re(px () dt, z>1

gilt.
b) Sei X stabil mit Index a € (0, 2), d.h. X hat kanonisches Tripel (b, 0, /), wobei
v(dr) = c_l{x<0}]a;|*a*1 dx + c+1{x>0}\x|*a*1 dx

mit cy,c— = 0und ¢y + c— > 0. Verwenden Sie a) und Bericht 5.17 der Vorlesungsnotizen, um zu
zeigen, dass es eine Konstante C' < oo gibt, so dass fiir x > 1 gilt

P(X| > 2) <

$Oé
Folgern Sie, dass E[|X|%] < oo fiir 0 < 8 < « gilt.
c) Zeigen Sie: Es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir die stabile ZV X aus b) gilt

C
P(|X = —
(1X] > 2) > =

und folgern Sie, dass E[| X |*] = oo.

[Hinweis. ¢) Verwenden Sie eine Darstellung wie in Beobachtung 5.7 der Vorlesungsnotizen.]



