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Aufgabe 10.1 Arbeiten Sie den Beweis von Satz 6.5 der Vorlesungsnotizen aus:
Sei pE, dq ein separabler, vollständiger metrischer Raum. Dann gibt es B P BpRq und eine Bi-

jektion φ : E Ñ B, sodass φ und φ´1 beide messbar sind.

Aufgabe 10.2 a) Seien X1, X2, ¨ ¨ ¨ ě 0 und X ě 0 nichtnegative Zufallsvariablen mit zugehöriger
Laplace-Transformierter

ψpλq “ Ere´λXns, λ ě 0

und analog ψn die Laplace-Transformierte von Xn. Zeigen Sie

ψnpλq ÝÑ
nÑ8

ψpλq für λ ě 0 ùñ Xn
d

ÝÑ
nÑ8

X

b) Sei pSnqn eine einfache symmetrische Irrfahrt auf Z mit Start in S0 “ 0,

Rk :“ inf
␣

n P N : #t0 ă j ď n : Sn “ 0u ě k
(

, k P N

der Zeitpunkt der k-ten Rückkehr zur 0, R0 :“ 0. Zeigen Sie:

Rk

k2
d

ÝÑ
kÑ8

Y

wobei Y ě 0 stabil mit Index 1{2 ist.

[Hinweis. a) Zeigen Sie, dass die Folge pXnqn straff ist und argumentieren Sie dann wie im Beweis
von Satz 3.27 der Vorlesungsnotizen. Beachten Sie: ψn ist nicht-wachsend und ψ ist stetig in 0 mit
ψpλq “ 1, folgern Sie, dass es zu jedem ε ą 0 ein n0 P N und ein λ0 ą 0 gibt mit ψnpλq ě 1 ´ ε für
n ě n0 und 0 ď λ ď λ0. Dann ist

1 ´ ε ď Ere´λ0Xns ď PpXn ă 1{λ0q ` e´1PpXn ě 1{λ0q “ 1 ´ p1 ´ e´1qPpXn ě 1{λ0q

für n ě n0.

b) Es ist Rk “
řk

j“1pRj ´Rj´1q mit u.i.v. Rj ´Rj´1. Verwenden Sie z.B. die Anleitung zu Aufga-
be 0.3, um die Laplace-Transformierte von pRj ´Rj´1q zu bestimmen.

Übrigens: Wenn Sie möchten, können Sie zudem Aufgabe 9.2 verwenden, um die Dichte von Y
zu bestimmen.]

Aufgabe 10.3 (6 Punkte) Sei X symmetrisch stabil mit Index α P p0, 2s und EreitXs “ expp´|t|αq,
davon unabhängig Y „ µ mit µ P M1pR`q. Dann ist

EreitXY 1{α
s “

ż

r0,8q

expp´y|t|αqµpdyq, t P R

Wenn weiter Y ą 0 einseitig strikt stabil mit Index β P p0, 1q ist, so ist XY 1{α symmetrisch stabil
mit Index αβ.
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Aufgabe 10.4 (6+6+6 Punkte) a) Sei X reelle ZV mit charakteristischer Funktion φX . Argumentie-
ren Sie wie im Beweis von Satz 3.27 der Vorlesungsnotizen um zu zeigen, dass

Pp|X| ą xq ď
x

1 ´ sinp1q

ż 1{x

0
1 ´ RepφXptqq dt, x ą 1

gilt.

b) Sei X stabil mit Index α P p0, 2q, d.h. X hat kanonisches Tripel pb, 0, νq, wobei

νpdxq “ c´1txă0u|x|´α´1 dx` c`1txą0u|x|´α´1 dx

mit c`, c´ ě 0 und c` ` c´ ą 0. Verwenden Sie a) und Bericht 5.17 der Vorlesungsnotizen, um zu
zeigen, dass es eine Konstante C ă 8 gibt, so dass für x ě 1 gilt

Pp|X| ą xq ď
C

xα

Folgern Sie, dass Er|X|βs ă 8 für 0 ď β ă α gilt.

c) Zeigen Sie: Es gibt eine Konstante c ą 0, so dass für die stabile ZV X aus b) gilt

Pp|X| ą xq ě
c

xα

und folgern Sie, dass Er|X|αs “ 8.

[Hinweis. c) Verwenden Sie eine Darstellung wie in Beobachtung 5.7 der Vorlesungsnotizen.]
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