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Kapitel 1

Austauschbarkeit

Literaturhinweise Die Themen dieses Kapitels finden sich beispielsweise in [KI, Kap. 12], [Du,
Ch. 4.7], weitergehend in [Ka, Ch. 27 und 28], sehr viel weitergehend z.B. in [Kos].

1.1 Grundsitzliches

Sei I eine Indexmenge und X, ¢ € I Zufallsvariablen mit Wertebereich £. I sei ein polnischer Raum
(d.h. E ist ein topologischer Raum, der so metrisiert werden kann, dass (£, d) ein vollstindiger und

separabler metrischer Raum ist, beispielsweise E abzihlbar, E = R, E = R, E = C([0,1])).

Definition r.x. (X;);er heildt anstauschbar, wenn gilt

L((Xi)ier) = L ((Xn(i) )ier)
fiir jede endliche Permutation 7 : I — I (d.h. 7 ist bijektiv und | {7 | 7(¢) # i} | < o0).

Bemerkung 1.2. (X;);e; ist genau dann austauschbar, wenn fiir alle n € N und paarweise verschie-

dene iy, .. .1, € I, sowie paarweise verschiedene ji, ..., j, € I gilt
L((Xiys -, X)) = 2L((X5,,---, X))

Bewets. Ist (X;)ier austauschbar, so gilt Z((X,,,...,X;,)) = ZL((Xj,,...,Xj,)) nach Defini-
tion mit (%) = jk. Andererseits ist 2 ((X;);er) festgelegt durch { Z((X;)jes) | J ¢ I endlich},
denn ,endliche Zylindermengen® B;, x...x B;, x X, ;. (i1} F; erzeugen die Produkt-o-Algebra
auf X, ; L. O

Insbesondere haben X; und X dieselbe Verteilung fiir alle 7, j € 1. Die Umkehrung gilt im All-

gemeinen nicht.
Beispiel 1.3. i) Sind X, 7 € I unabhingig und identisch verteilt, so sind sie auch austauschbar.

ii) Teilfamilien austauschbarer Zufallsvariablen sind austauschbar.



iii) (Ziehen ohne Zurticklegen) Es seien N Kugeln in einer Urne, M schwarze und N — M weifle.
Ziehe ohne Zurticklegen. Sei X; := 1i_c kugelistschwarz}- FUr 1, ..., 2x € {0, 1} mitzy + ... +
xn = M gilt

1

(i)

P(Xl =:L‘1,...,XN =ZEN) = =P(X1 =:L’7T(1),...,XN =:L‘7T(N)),

also sind die X austauschbar.

iv) (Miinzwurf mit zufilliger Erfolgswahrscheinlichkeit) Sei Y eine ZV mit Werten in [0, 1]. Gege-
benY = yseien X1, X5, ... ~ Ber(y) unabhingig und identisch verteilt (zum Beispiel realisier-
bar als X; = 1{y,<yy mit Uy, Us, ... ~ Unif([0, 1]) w.iv. und unabhingig von Y)).

Firn e Nundzy,...,2, € {0,1} mitz; +...+2, = sund jede Permutation 7 von {1, ..., n}

gilt:
]P)(Xl:xl,...,Xn:xn>:E[]P(X1:iL'l,...,Xn:l'n’Y)]

-k llﬂ[ sz(l _ Y)l—xi:| — E[Ys(l _ Y)n—s]

i=1

=E [H Y* o (1 - Y)l‘””wl(n]
i=1

= ]P(Xl = .1'71.—1(1), A ,Xn = xﬂ.—l(n))
= ]P)(Xﬂ(l) =T1y... ,Xﬂ(n) = xn)

Schreib- und Sprechweisen. S, := {Permutationenvon {1,2,...,n}}. Ein 7 € S, fassen wir
auch auf als (endliche) Permutation von N via () = j fiir j > n.

Firx = (21,...,2,) € E™ definieren wir 2™ := (Zr(1), - - -, Tr(n))-

Fiir x = (21, %2, ...) € EN definieren wir 2™ := (Zr(1), Tr(2), - - -)-

Fir f : E" - E’ (mit irgendeinem Wertebereich £’) definieren wir f™((z1,...,2,)) = f(z™).

Gegebenenfalls setzen wir (manchmal implizit) f : E® — E’in naheliegender Weise zu f : EN — £
fort, indem wir fiir x = (1,29, ...) € EN definieren f(x) = f(x1,22,...,2Z,).

Definition 1.4. f: E™ — E’ heifit (n-) symmetrisch, wenn f = f7 fiiralle 7 € S, gilt. f: EN - E’
heifdt n-symmetrisch, wenn f = f7 fiiralle 7 € S,,. f heifft symmetrisch, falls f n-symmetrisch ist ftir

jedesn € N.

Beispiel 1.s. i) Ist £ = R, £’ = R, so sind die Funktionen

+...+T

f((z1,29,...)) :==limsupx, und f((x1,x2,...)) = limsup o =~ symmetrisch.

n—oo

n
i) a, :R*® >R, a,(x) =— Z x; ist n-symmetrisch, aber nicht m-symmetrisch fiir m > n.
i1

[ee)
iii) s:R® >Ry, s(x) = > |, ist symmetrisch.

n=1



iv) Fiirz € E=ist{(x) = — ) d,, n-symmetrisch (n-te empirische Verteilung).
N

Beispiel 1.6 (n-tes symmetrisiertes Mittel). Seik € N, p: E¥ > Rund A,(¢) : EN - R mit

A(Q)(@) =~ 3 ().

n' TeSH
Dann ist A, (p)(z) = A, (p)(z™) fiiralle 7’ € S,,, d.h. A,, ist n-symmetrisch.

Definition 1.7. Sei X = (X,),, ein stochastischer Prozess mit Werten in E.
&, =0 (F o X | F: EY - R messbar und n-symmetrisch)
ist die o-Algebra der unter Permutation der ersten 1 Koordinaten invarianten Ereignisse.

&:= () & =0(FoX|F:EY - R messbar und symmetrisch)

neN

heif$t die 0-Algebra der austauschbaren Ereignisse fiir X (kurz: die austauschbare o-Algebra).

Bemerkung. & = {X1(B)|BeZA(E)® mit B" = Bfiraller € S,,n € N}, wobei B™ =

{z™ | x € B}.

Beobachtung 1.8. Es sei .7 = M,y 0 (X, Xps1, .. .) die terminale o-Algebra fiir X. Dann gilt

T ¢ E.

Beweis. Esgilto(X,,, Xp41,...) € &, also T 8.

Betrachte |E| > 1 und wihle B € Z(E) ~ {@,E}. S = Y7, 15(X,,) ist &-messbar, aber

{S=s}¢T firseN.

Lemma 1.9. Essei X = (X,,),, eine Folge anstauschbarer Zufallsvariablen mit Werten in E und

@: EF — R messbar mit E[|p(X)|] < 0o. Dann gilt fiir allen > k und 7 € S,,:
1) E[p(X) [ 6.] = E[p(X™) [ &, fs

) Elo(X) | 6] = 2 3 o(X7) = A,(p)(X)

* meSn

Beweis. ) Betrachte zunichst A € &, der Form
A={F(X)€eDB,...,Fy(X) e B}

fiir n-symmetrische, messbare Funktionen Fi, ..., Fj, : EN - Rund By, ... By € Z(R), ke N.
Sei € §,,. Dann ist

E[1ap(X)] = E[15, (F1(X))-1p, (Fr(X))p(X)]

E[1p, (F1(X7™))1p, (FL.(X™))p(X™)]
E[1p, (F1(X))1p, (Fp(X))p(X™)] = E[140(X7)].



Solche As bilden einen N-stabilen Erzeuger von &, daher gilt

E[p(X) [&n] =E[p(XT) [ &:]  fs.

77) Damit gilt auch (f.s.)

o) |£]- % 3 Ble(X) | 81-E| L ¥ o016 - Bla(0)00|4)
- A2,

da A, () als n-symmetrische Funktion &,-messbar ist. O

1.2 Riickwirtsmartingale

Definition r.10. Sei . = (F_,)nen, cine absteigende Filtration, dh. %y > #_; o F_5, o ...
X = (X_5)nen, heiflt ein .F -Riickwirtsmartingal (unter P), wenn

i) X_, ist. #_,-messbar und E[|X_,|] < oo fiiralle n € Nj,.
i) E[X_, | Z_n1] =X fs fiirallen e N.
Beispiel r.ax. Sei X = (X7, X5, ...) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit Werten in R

und E[|X;]] < 00.Sei #_,, := &, und Y., := - 37, X, n e N. Esgilt:

n-1 n-1
B[V | 7 0] - E[# S X, @@] - L S 4]
£ n—-1 4

n_17,=1 11—1
1 =1
= — )(Wl
= Z;ng; @
LS ) (X4 X r e X)) =S X, =Y
_Tl— iZIn! n 1 2 n —nj:1 jg—1L-n

(wobei wir in der zweiten Zeile Lemma 1.9 verwenden).

Bemerkung r.x2. Wegen X_,, = E[ X | .%_, ], n € Nist ein Riickwirtsmartingal stets gleichgradig
integrierbar (vgl. Lemma B.26).

Satz r.x3. Sei (X_,,),, ein Riickwértsmartingal beziiglich (F_,, ). Dann existiert ein X _ oo mit X_,, —
X_co fos. und in LY(P). Es gilt X_o = E[ Xy | F_oo ]| mit F_o := Ny, F .

Beweis. Sei —o0 < a < b < oo und UEZ’b) die Anzahl abgeschlossener Aufkreuzungen von unter a
nach tiber b im Zeitintervall —=n, -n +1,...,-1,0. Nach Lemma B.20 gilt:
1 1

—E[(X - a) ] <

E[U4"] < (ol + E[IX o]]) < ;= ((al + E[|Xo])).

Also existiert U (@) := lim,, U,(Z’b) mit E[U(“vb)] < o0



Analog zum Beweis von Satz B.21 existiert damit auch X_o, := lim,, X_,, f.s. Mit Bemerkung .12
folgt X_,, > X_o in LY(P).

X_o ist F_-messbar (denn fiir jedes k£ € Nist limsup,,_,,, X_,, = inf,,5; sup,,,», X, nach
Definition .%_;-messbar).

Sei A € #_,. Dann gilt

E[14X0] = E[14E[X, | Z.,]] = E[14X_,] — E[14X_&].

n—oo

]

Korollar r.1g4. Sei X = (X1, Xy, ...) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit Werten in
R und E[|X1]] < oo. Sei F_,, = &p, T = Ny 0( Xy Xnis1, - . ) die terminale 0-Algebra und & =
Ny, F_n, die austauschbare o-Algebra. Dann gilt

E[X) | €] =E[X1 | 7] fs und % X, —— E[X, | €] fs. und in L'(P).
i=1 nee

Beweis. Y_,, = % Y iz1 X istein Riickwirtsmartingal (vgl. Bsp. 1.11). Es gilt
Y., >Y =E[X;|&] fs undinL'(P)

nach Satz 1.13 (wobei wir aus Notationsbequemlichkeit den Index um 1 verschoben haben).

Y. ist 7 -messbar, denn es ist ein Grenzwert. Also gilt
E[X:| &)=Y 0 =E[Y.o | 7] =E[E[X; | ]| 7] =E[ X1 | T].

(fiir das letzte Gleichheitszeichen verwende Beobachtung 1.8 und die Turmeigenschaft der bedingten
Erwartung). ]

Korollar 1.15 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen). Seien X1, Xo, ... unabhingige und identisch ver-
teilte, reelle Zufallsvariablen mit E[|X1|] < oo. Dann gilt

S|

X, —— E[Xy] fs undin L'(P),
-1

n—oo

(2

denn gemdf§ Kolmaogorovs o-1-Gesetz (z.B. [St1, Satz 2.9] oder [K, Satz 2.37]) gilt P(A) € {0,1} fiir
alle Ae T, demnach E[ X, | 7] =E[X1] fs.

Satz 1.16. Sei (X,,),, austauschbar mit Werten in E und ¢ : E¥ — R eine messbare Funktion mit

Elle(Xi,...,Xk)|] < 0o. Dann gilt
lim Au(9)(X) = B[p(X) | 8] = E[@(X) | 7] fio undin £'(P)
Bewers. Nach Lemma .9 gilt A, (¢)(X) = E[p(X) | &,]. Esgilt

E126,0...08 =&,



also ist (A, (¢) (X)), ein Riickwirtsmartingal. Dann gilt nach Satz r.13:
T A, (9)(X) = B[o(X) | €]

Zeige, dass lim,, A,,()(X) 7 -messbar ist: Sei £ € N und

1
Spe={meS, |n(1),...,m(k) >}, A,i(p) ::m Z "

° ﬂ'ESnJ

Esist Sy N Spy = UMy {7 e S, | 7(i) < 1} und somit |S,, \ Spy] < k(1= 1)(n - 1)L Daher gilt

Bl A0 i) (X) = An(@) (O] € 118, 3 Sl B[l (X)) — 0

das heifSt A, 1 () (X) = A, () (X) = 0in L}(P) und damit auch stochastisch.

Wihle eine Teilfolge n,,, / oo mit

Ani(0)(X) = An()(X) = 0 fs.

Dann ist lim,, A,,(¢)(X) = lim,, A,,,, (©)(X) 0(Xj, Xis1, . . .)-messbar fiir jedes [ € N, also .7-
messbar. Mit der Turmeigenschaft (und .7 ¢ & nach Beob. 1.8) folgt

lim A, ()(X) =E[ lim A, (p)(X) | 7| = E[E[p(X) | £]| T] = E[¢(X) | 7]
[
Korollar v.x7. Sei (X,,),, austauschbar. Dann gibt es fiir alle A € & ein B € T mit P(A A B) =0,
Beweis. Sei Ae & co(Xy,Xs,...). Wihle Ay € 0( X7, ..., X}) mit
P(A D A) — 0

Dies ist moglich nach dem Approximationssatz fiir Maf3e (vgl. [KI, Satz 1.65])
Sei C); ¢ E* messbar, sodass Ay, = {(Xi,...,Xs) € Cy} und setze . := 1¢, «g~. Dann gilt

gpk(X)k—> 14 fs.

(ggf. wihle eine Teilfolge k,, mit ), P(A A Ay, ) < o0). Dominierte Konvergenz fiir bedingte Er-

wartungen liefert
L= B[L4 | €] = B[ Jim pu(X) | €] = im El(X) | 6] = i Blpu(X) | 7] =0 £

(im letzten Gleichheitszeichen verwende Satz 1.16).

1 ist 7 -messbar mit ) = 14 f.s.und B := {¢) = 1} € 7 leistet das Gewiinschte.
(Mit N :={tp #14}ist P(N) =0undesfolgt P ({p =1} & A) <P(N) =0. O

Korollar 1.18 (0-1-Gesetz von Hewitt und Savage'). Sezen X1, Xs, ... unabbingig und identisch ver-
teilt, so gilt P(A) € {0, 1} fiiralle A € &.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 1.17 zusammen mit Kolmogorovs o-1-Gesetz. O

'Edwin Hewitt, 1920-1999 und Jimmie Leonard Savage, 1917-1971

8



1.3 Struktur unendlicher austauschbarer Familien

Eine Heuristik. Sei £ = {1,2,...,k} und seien X1, X5, ... austauschbare, E-wertige Zufallsva-
riablen und sei

1 N
=— ) 0,
o
die N-te empirische Verteilung.
Gegeben &y sind (X1, Xo, ..., X)) verteilt wie Ziige ohne Zuriicklegen aus einer Urne. Fiir

my=|{1<i<n|z;=1}|mitm; +...+my = nund Notation (a), :=a(a-1)...(a-n+1)
gilt
(NENH1}))my - - (NEN (EK}) Jomy

(N)n
(NEn({13))™ .. (NEv ({k}))™

N™
(I o € ()
(Coo({11))™ - (Coa ({K}))™,

tiir N > 1, wenn wir fiir den Moment annehmen, dass sich die empirische Verteilung fiir N — oo

P(X1=$1,.--,Xn:xn|£1\’):

~

Q

stabilisiert mit Grenzwert £, (was aus Satz 1.21 folgen wird).

Demnach: Gegeben £ sollten X, X», ... u.iv. (mit Verteilung £ ) sein.

Definition r.19. Es sei ({2,.%,[P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢4,%; ¢ #,i € I Teil-o-
Algebren. Die Familie (%;);e; heilst unabhingig gegeben &4, wenn fiir alle endlichen J c I, A; €
;.7 € Jgilt:
P(ﬂAj |§§) =[IP(4;1¥9) fs.
jeJ jed

Analog heifSen Zufallsvariablen (X; ) ;e #unabbingig gegeben 4, falls (0 (X;) ) ;e unabhingig gegeben
. Zufallsvariablen (X;);er heifen unabhingig und identisch verteilt gegeben ¢, wenn die bedingten
Verteilungen gegeben ¢ gleich sind.

Bemerkung 1.20. i) (%) ist stets unabhingig gegeben ¢, wenn &; ¢ ¢ fiiralle i € 1.
ii) Unabhingigkeit gegeben {@, (2} ist die ,gewdhnliche” Unabhingigkeit.

iii) Sind . ¢ F, ¢ F3 o-Algebren und ist (¥;);e; unabhingig gegeben .#; und unabhingig
gegeben 73, so folgt nicht notwendigerweise die Unabhingigkeit gegeben .%;.

Betrachte zum Beispiel X, X5 unabhingige, reelle Zufallsvariablen, ¢; = o(X;),% = 1,2 und
«321 = {@,Q}, yg = O'(X1 + XQ) und JOZg = O'(Xl,XQ).

Satz 1.21 (Satz von de Finetti?). Sez (X,,),, eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in E. (X,,),
ist genau dann austauschbar, wenn es eine o-Algebra G gibt, sodass (X,,),, unabbingig und identisch
verteilt gegeben G ist. In diesem Fall kann man § = & oder 9 = T wiiblen.

*Bruno de Finetti, 1906-1985



Beweis. Sei zunichst (X,),, austauschbarund 4 = & oder 4 = 7.
Seien f;: E — R beschrinkt und messbar und setze o, (X) = I, £:(X;). Gilt

Eloe(X) [9] = Elor1(X) [Z]-E[fe(Xi) |#] firallek €N, (1)

so folgt induktiv

B

k
E[T]fi(X:) | 9] =TIELfi(X:) |¥¢] firallekeN,
=1

i=1
d.h. (X,,),, sind bedingt unabhingig gegeben ¢ (lese f; = 1,, um wértlich an Definition 1.19 anzu-

schliefen).
Zeige also (1.1): Betrachte

1»
An(pr-1)(X) - An(fe)(X) = — Z F1(Xray) = fr1(Xremy) EZ 1w (X;)
' TeSy =1
1 n-k+1 n
- ) < 7(X)
(n)k:—l i1y ik_%:{l 77777 n} ﬂ : ! n— ]{I +1 j; F J
p-w. verschieden Jé{i1,esip—1}
1
T e
Je{it,eyin_1}

_n-k+1 1 Z Hfl(le)J’R”k( )

n (n)k i1,enyig=1

p-w. verschieden

— A (1) (X)——E[pi (X))

mit [R,, 1 (X)] < &L fi] o -+ [ fell .. — 0, also (mit Satz 1.16) folgt (r.1).
Seien nun (X, ), unabhingig und identisch verteilt gegeben ¢ und ¢ : E¥ — R beschrinkt und

messbar. Es gilt fiir m € S,,:

E[p(X)] = E[E[¢(X) | 9]] = E[E[¢(X™) | ]] = E[¢(X™)],

das heif$t (X,),, ist austauschbar.

10



Kapitel 2

Ein Intermezzo zur Brownschen Bewegung

Motivation Seien X; u.iv. mit P(X; = +1) = P(X; = 1) = 1, wir fassen die Irrfahrt mit solchen
Zuwichsen als einen zufilligen Pfad auf und reskalieren die (Zeit- und Raum-)Achsen:
Firn e Nundt > 0 sei

S " = —= Xz
v
(falls ¢ € L7, sonst linear interpoliert).

Simulationen (die wir beispielsweise im Stochastik-Praktikum betrachtet hatten) zeigen zumin-
dest dem Augenschein nach, dass die Verteilung des zufilligen Pfads (St(n) )t>0 kaum vom Wert von
n abzuhingen scheint, sofern nur n grof§ ist. Der zentrale Grenzwertsatz zeigt, dass fiir ¢; < ¢, gilt

n n) d
St(2 ) - St(1 ) —>N(O,t2 —tl)

(denn — bis auf Rundung, die im Limes keine Rolle spielt - ist St(:) - St(ln) = Zgiﬁil | X;/\/n eine
Summe von n(ty — t1) vielen unabhingigen und zentrierten Summanden mit jeweils Varianz 1/n).
Zudem sind die Zuwichse tiber disjunkte Zeitintervalle unabhingig: Seien ¢; < ty < t3 < t4, so
enthalten St(f) - St(; ) und St(: ) - St(ln) Summanden X; aus disjunkten Indexmengen, sind also nach

Konstruktion unabhingig (und analog, wenn man mehr als nur zwei Intervalle betrachtet).

Diese Eigenschaften verwendet man zur Definition der Brownschen Bewegung:

Definition 2.1. Ein stochastischer Prozess (B;);»o mit Werten in R heifit (Standard-)Brownsche

Bewegung, falls gilt
BO = 07
fiirn € N, 0= to <ty <.+ <ty sind Bt1 - Bto, Btg - Bt17 cee Btn - Bth unabhingig
mit Bti - BtFl ~ N(O, tz - ti—l) (Z.I)

und ¢ = B, ist stetig.

Satz 2.2. Die Brownsche Bewegung (By) s im Sinne von Definition 2.1 existiert.

II



Beweis. Wir verwenden hier eine ,explizite® Konstruktion einer stetigen Version ausfiihren, dieser
Gedanke geht auf Paul Lévy zurtick' (vgl. z.B. Kapitel 1 in dem Buch von Mérters+Peres [MP] fiir
mehr Details.)

Betrachte zunichst nur ¢ € [0, 1], seien
k (o)
D, = {27 |keNp,k<2"} und D:=|JD,.
n=1
Fiir t € D seien Z; ~ N(0,1) unabhingig. Setze B(0) = By = 0 und B(1) = Z;. Sei B(d")
konstruiert fiir d’ € D,,_; und setze fiird € D,, \ D,,_;
Zq
R /2n+1 '

[Skizze an der Tafel, siehe auch Abbildung 2.1]

B(d) := %(B(d ~2™) + B(d+2™)) +

Es gilt (nach Konstruktion)
{By|deD,}und{Z;|teDD,} sind unabhingig. (2.2)
Zeige:
B(d)-B(d-2""), d € D, ~ {0} sind w.iv. mit B(d) - B(d-2™") ~N(0,27™) (2.3)

durch Induktion tiber n. Fiir n = 0 ist die Behauptung klar. Sei also (2.3) fiir n — 1 erfiillt. Betrachte
d= 2% tiir k ungerade, also d € D,, \ D,,_;. Setze

1 1
A =—(B ny _ _9n ~ —o—(n-1)y _ -n—1
wi = 5(B(d+27") = B(d=27)) ~ N (0,72 D) =N (0,277),
€Dp-1 €D,
Zq
\/on+l
Nach (2.2) sind A,, , und B,, ;, unabhingig, also sind auch A, ;, + B, = B(d) - B(d - 27") und
An i — By = B(d+2™) — B(d) unabhingig und es gilt

Bn,k = ~ N(O, 2—n—1).

An,k + Bn,k; An,k - Bn,k ~ N(O7 2—n)

Demnach ist

(5(2)-5(25) p(5)-5(252) | furmexarny

das heifit (2.3) gilt auch fiir n.

Setze nun

0, -0
Fo(t) = Zl7 t=1

linear interpoliert, ¢ e (0,1)

'P. Lévy, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, 1948.
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Abbildung 2.1: Skizze der Lévy-Konstruktion der Brownschen Bewegung

und fiirn € N

\/QZT:T7 te Dn N\ Dn—l
Fn(t) = Oa le Dn—l

linear interpoliert, sonst
und zeige fiir d € D,
B(d) =3 F(d) = 3 Fi(d) (24)
i=0 i=0

durchInduktion tiber n. Fiirn = 0ist die Aussage klar. Seialso (2.4) fiir n—1 erfiille. Fir d € D,\D,,_;
gilt nach Induktionsvoraussetzung

wobei wir im ersten Schritt die Linearitit von Fj auf [d — 27", d + 27" ] ausgenutzt haben.

Nach Konstruktion ist F},(d) = m, demnach ergibt sich zusammen mit der Definition von
B(d)

iFi(d) - B(d),

das heif$t (2.4) gilt auch fiir n.
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Firc > 1undn e Ngilt

P(|Z4 > /1 z—/ e_Td:vsf ase_2d:)3=[—6_2] =e 2z,
(> v = 75 Jeom v v

das heifit fiir ¢ > \/21log 2 gilt
oo o 5
S P(3deDy,:|Za 2 c/n) <Y (27 +1)e 2 < oo,
n=1 n=1

Somit existiert nach Borel-Cantelli ein (zufilliges) Vo, sodass

firallen > Nogile |[F,|., = sup |F, ()] < ev/n2™ "7, (2.5)
te[0,1]
das heifdt insbesondere § | Fll., < o0. Demnach ist
n=0

B(t) - ZFn(t), te[0.1] (2.6)

als Grenzwert einer gleichmifig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen selbst stetig.

Wegen (2.3) gilt fiirtg < ... < t, € D
ZL((Biy = Bigs- - Bi, = By, ) = N(0,t1 —t0) ® ... @ N(0, £, — t,1).

Der Fall allgemeiner ¢; folgt durch Approximation mit ¢; € D (vgl. [MP]).

Fiir t € [0, 00) betrachte nach obiger Konstruktion (B (%) )se[0,17> (B1(t))ie[0.1], - - - als un-
abhingige Kopien und setze

lt]-1
B(t) = Z:O Bi(1) + By (t - [t]).
0

Mit Lévys Konstruktion lasst sich relativ leicht einsehen, ,wie stetig” die Pfade der Brownschen
Bewegung typischerweise sind (zumindest ,bis auf Konstante®): Es stellt sich heraus, dass t — B,
Holder-stetig der Ordnung 7y ist fiir jedes v < 1/2.

Satz 2.3. 1. Es gibt ein C' < oo und ein (zufilliges) ho > 0, sodass

|B(t+h) - B(t)| < Cy/hlog(1/h) (2.7)
fiiralle h € (0,hg) undt € [0,1 - h] gilt.
2. Fiirjedes c < \/2 und & > 0 gibt es (fs.) ein h € (0,€) und t € [0,t — h] mat

IB(t+h) - B(t)| > e/hlog(1/h). (2.8)
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Beweis. 1. Schreibe B(t) = Yo7 F,(t) wie oben in (2.6). F}, ist differenzierbar bis auf endlich viele

yKnickstellen®, es gilt
| £

27n

= < 01\/52%4

|7l <

fir alle n > Ny mit Ny wie oben in (2.5).

Damit folgt ftr £ > Ny

) 4
B(t+h) - B < LBt +h) - B < S hIEL L+ 3 2]F.
n=0 n=0 n=0+1

0 o0

No-1
<h Y |E+h Y Lymie S 2vm2s.
n=0

n=No V2 n=t+1
| ——

=51 =:So =:S3

Fiir h geniigend klein ist Sy < \/log(1/h). Wihle ¢ > Ny, sodass 27¢ < h < 271 (dies ist mdglich

tir h gentigend klein). Dann gilt
/ I 1 1
Sy < chV 28 < ¢ %logﬁ

1
S3 < V027t < ¢y [ hlog 5

und

. - / A / /! 3 . o— /! /!
tiir gewisse Konstanten cf, cj, ¢4, ¢f. Damit folgt fiir C':= 1 + ¢ + ¢}

|B(t+h) - B(t)|<hSl+th+Sg<h\/1og—+hc \/%log%Jrcg’\/hlog%SC’\/hlog%,

d.h. (2.7) gilt.
2. Sei

Apn = {B((k +1)e™) - B(ke™) > c\/ﬁe’"/Z} ,
es gilt (mit Z ~ N'(0, 1))

P(Apn) = IP( 27 > ev/ne™?) = P(Z > e\/n)

/ _$2/2 1 C\/_ -%n/2
\/271' \/27r62n+1

Folglich ist (beachte ¢ < \/2)
e"P(Ag,) — o0,

somit

le™-1]

( ﬂ Af )=(1 P(Aon)) <exp( (AOn))
dh. P(Ul‘f 1 A,m) ~ 1 und (2.8) gilt. 0
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Beobachtung 2.4. 1. B = (Bi)o ist Standard-Brownsche Bewegung g.d.w. B zentrierter
Gauflscher Prozess (d.h. (B, ..., By, ) ist multivariat normalverteilt fiir jede Wahl von #; <
-+ < 1y, k € N) mit stetigen Pfaden und

Cov[Bs, Bi] =snat, s,t>0

2. (Skalierungsinvarianz) Fiir ¢ # 0 ist auch (Et)tzo mit B, := %Bczt Brownsche Bewegung.
Beweis. 1. Sei zunichst ( By )0 eine (Standard-) Brownsche Bewegung. Fiir 0 < s < ¢ gilt
Cov[Bs, Bt] = Cov[Bs, Bs + (B — Bs)]| = Var[Bg] + Cov[ B, By — Bs] = s +0=s=sAt.

Die Umkehrung folgt aus der Tatsache, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen eines (zen-
trierten) Gauf$schen Prozesses durch die Kovarianzen festgelegt sind, vgl. Def. 4.5 (oder z.B. [KI,
Kap. 15.6]).

2. Es gilt By =0, B hat stetige Pfade und fiir die Kovarianzen gilt
5D 1 Loy 2
Cov[Bs, Bt] = C—QCOV[BC2S, Bpy] = 0_2(C SACt)=sAt.
O
Bericht 2.5. Detaillierte Auskunft tiber das Verhalten der Pfade der (eindimensionalen) Brownschen
Bewegung geben (priziser als die Schranken aus Satz 2.3 und die Skalierungseigenschaft aus Beob. 2.4)

das Gesetz vom iterierten Logarithmus:

limsup ————=1 fs lim sup B =1 fs
t-o +/2tloglogt ’ tlo = /2tloglog(1/t) N
und Lévys Stetigkeitsmodul der Brownschen Bewegung:
B,.,-B
limsup sup Zth T o £ (2.9)

h~0 - tef0.1] \ /2h log %

(Siehe z.B. [MP, Chapter 1, Chapter s.1] oder [KI, Kap. 22].)
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Kapitel 3

Schwache Konvergenz und
charakteristische Funktionen

Literaturhinweise Die Themen dieses Kapitels finden sich beispielsweise in [KI, Kap. 13 und 1s],
[Du, Ch. 3], mit etwas anderem Fokus in [Ka, Ch. 5 und 6], weitergehend in [Bi].

3.1 Vorbemerkungen/Erinnerungen zur mengentheoretischen
Topologie

Sei I ein topologischer (meist metrischer) Raum.
Folgende Begriffe werden in diesem Kapitel vorausgesetzt: kompaket, relativkompake, folgenkom-
pakt, lokalkompakt, totalbeschrinkt. Es bezeichne

* C(E) die Menge der stetigen Funktionen von F nach R,
* Cy(F) die Menge der stetigen, beschrinkten Funktionen von E nach R,
* C.(F) die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger von £ nach R.

Offenbar: C.(E) c Cy(E) c C(F)

Eine Teilmenge A c E heifit o-kompakt, wenn es kompakte Mengen B,, ¢ E gibt mitU,, B,, =
A.

Definition 3.1. Sei i1 ein o-endliches Maf3 auf (E, #(F)).

i) p heildt lokal-endlich (oder Borel-MafS), wenn fur alle x € E eine offene Umgebung U von x
existiert mit 1(U') < oo.

ii) p heilt regulir (von innen), wenn p(A) = sup {u(K)| K c A, K kompakt} fiir alle A €

w heille reguliir (von anfSen), wenn p(A) = inf {u(U) | Ac U, U offen} fiiralle A € A(E).

(e heifdt regulir, wenn es von innen und von auf8en regulir ist.
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iii) pt heiflt Radon-Mafs, wenn es lokal endlich und von innen regulir ist.
Es bezeichne

* M(E) die Menge der Radon-Mafie auf ,

* M;(E) die Menge der endlichen Radon-Mafe auf E,

* M;(F) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf E,

* M (F) die Menge der Subwahrscheinlichkeitsmafle auf E.

Beispiel. i) Ist f:R? — [0, oo] messbar mit f € £} (R?) und ist A das Lebesguemaf auf R?, so
ist = fA ein Radon-Mafl mit u(B) = [ 15(x) f(2)A(x).

ii) Ist E = R, dann ist u(dz) = 1r oy (@)

von auflen.

A(dz) + do(dz) nicht lokal endlich und nicht regulir

||

iii) Ist £'= R, dannist 1 = 3 g 04 zwar o-endlich, aber nicht regulir.

Beobachtung 3.2. Sei F polnisch und y1 € M;(E). Dann gibt es zu jedem € > 0 eine kompakte
Menge K ¢ Emitpu(E N K) <e.

Beweis. Wegen der Separabilitit von E gibt es fiir jedes 1 € N eine Folge (:L‘l(n) ); € E mit
UBi(z™) = E.
’L:]_ n

Sei e > 0, wihle k,, mit

n 5
w0 )25

Die Menge A := ﬂ U B (.CE( )) ist totalbeschrinkt, also ist A kompakt (man sieht leicht mit einem

n=1i=1
Diagonalfolgenargument, dass A folgenkompakt ist, was fiir metrische Rdume Kompaktheit impli-

ziert) und es gilt

;j,(E\A)<,u(E\A)<Z,u(E\L_JB ($(n)))S§::2i: .

]

Definition 3.3. Sei 7 ¢ M(E) und sei C eine Menge von messbaren Funktionen von £ nachR.C
heif$t trennende Familie (kurz trennend) fiir F, talls fur alle p, v € F gilt:

erC:[fduszdy = U=

18



Beispiel 3.4. f: ' — R heildt Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante ¢y < oo existiert, sodass fiir alle
z,y € Egile|f(x) - f(y) <cr-d(z,y).

. () = F )l

= su
g QU*?JEE d(.ﬁl], y)

ist die Lipschitz-Konstante von f. Es bezeichne Lip(£) die lipschitz-stetigen Funktionen auf £ und

Lip,(E) = {f e Lip(E) | Ly < 1}.
Lip, (£) trennend fiir M (E), falls £ lokalkompakt auch Lip, (E) n C.(E).

Beweis. Sei A € I/ abgeschlossen und sei € > 0.

pac(x)=1- (%d(m,A) A 1)

erfilllt py . = 1auf Aund pao(x) = 0, wenn d(x, A) > €. Esist pa . € Lip(E) mit L,, < 1.
Seien ji1, pi2 € M(FE) mit

[ = [ fdue faralle feLip(E)a £ (n)n £ ().
Wir zeigen
p1(K) = po(K)  fiir alle kompakten K c E, (3.1)

dies impliziert 111 = 1o wegen der Regularitit.

Zu x € F existiert eine offene Umgebung U, mit 111 (U,) < oo und p12(U,) < oo, denn die ;
sind lokal endlich. Sei K kompakt,

n
KcU:= U U,, furgeeignetexy,...,oy,.
i=1

Dann st /11 (U) < oo und p5(U) < oo und es gilt 6 := d(U<, K') > 0.
Falls € < 0, dann gilt
]-K < PK e < 1U

und
pK.e = 1k punktweise fure 0,

also folgt mit dominierter Konvergenz auch
/ prce dpyi = 1 () punkeweise fiire N 0.

Wegen [ pre dpn = ¢ [ epre dpn = ¢ [ epre dpa = [ pre dps folge i (K) = po(K), dh. (3.1)
gilt.

Falls E lokalkompakt ist, kann man die U, so wihlen, dass U, kompaket ist, damit ist auch U
kompakt und somit gilt dann pg . € C.(E). O
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3.2 Schwache und vage Konvergenz

Definition 3.5. Essei F ein metrischer Raum.

i) Seien i1, fi2, ..., € My(E). Man sagt, fu,, konvergiert schwach (engl. weakly) gegen p1, wenn
firalle f € Cy(E) gilt [  dpty, — / Fdu firn - oo.

Man schreibt auch jt,, = p schwach oder pt,, — 1 oder j = w — lim fu,,.

ii) Seien fi1, fi2, ..., € M(E). Man sagt, j, konvergiert vage (auch vag, engl. vaguely) gegen 1,

wenn

firalle f € C.(E) gilt f Fdpy — f Fdu fiirn — oo.
Man schreibt auch p,, — 1 vage oder fi,, 5 poder = v - lim fu,.

Bemerkung 3.6. Wenn E ein polnischer Raum ist, so ist der schwache Limes einer Folge 1, eindeu-
tig. Falls E zudem lokalkompaket ist, so ist auch der vage Limes eindeutig (dies folgt aus Beispiel 3.4).

Beispiel. Betrachte £/ = R.

1. Esgiltds — 5 8o, aber

n MN—>00

5%((0, ©))=1+0= 50((0, oo)) und 5%((—00,0]) =0+ 1=6o((-00,0]).
2. 0, — 0-MaR, aber (6n)n konvergiert nicht schwach.

Beobachtung 3.7. Sei E lokalkompakt und polnisch. Ist () © M;(E) mit y,, — g, so gilt
w(E) <liminf, g, (F).

Beweis. Wihle fy € C.(E) mit fy ~ 1. Dann gilt

u(E):fl d,u:]\llim /fN d,u:]\lfim lim ffN d,unSAlfim lim 0, (EF) < liminf p, (E).
O]

Satz 3.8 (Portmanteau-Theorem). Sei E ein metrischer Raum und pu, ji1, fia, . . . € M (E). Dann
sind dquivalent:

7) p=w-1lim pu,.
i) [ fdu, — [ f dufiiralle f € Co(E) nLip(E).

iit) [ f dun, — [ f dp fiir alle beschréinkten, messbaren f mit u(Uy) = 0, wobei Uy ¢ E die Unste-
tigkeitsstellen von f bezeichne (d.h. f ist p-f.i. stetig).

iv) liminf ju,(E) > p(E) und lim sup pu, (F) < p(F) fiir alle abgeschlossenen F c E.

v) limsup pu,(E) < p(E) undliminf p,(G) > u(G) fiir alle offenen G c E.

n—o0
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vi) pin(A) = u(A) fiiralle A € B(E) mit ;1(0A) = 0.

Wenn E zudem lokalkompakt und polnisch, so sind auch dquivalent:
vir) p=v-lmp, und p(E) = lim p, (E).
viiz) p=v—Nlm p, und p(E) > limsup pu, (E).

Beweis. iv) <= v)v (Fistabgeschl. & G = E \ F offen (und 1(G) = p(E) — p(F)), E ist
zugleich offen und abgeschlossen)

w)&v)=—vi)/ (AN0A= Aistoffen, AUOA = Aist abgeschlossen,
liminf j1,,(A) > iminf p1,, (AN 0A) > p(AN9A) = u(A),
lim sup g, (A) < limsup p, (AU 0A) < p(AudA) = u(A).)

i1i) == i) == i)/ (f stetig= Uy = @ und Lip(£) c C(E))
ii)==1v): f =1 € Lip(E) nCy(E), also u(E) = [ 1 dp = lim p,, (E).
Sei I’ ¢ F abgeschlossen,

pre(r) =1~ (éd(w,F) A 1)

erfilllt pp. € Cp(E) nLip(E) und 15 < pp . (vgl. Bsp. 3.4). Mit monotoner Konvergenz folgt

lim sup 1, (F') < inf lim /st d,un—lnffpps dy = fl dy = flp dp = p(F).

n—o00 e>0 n—o0

vi) = 1i) : Sei f beschrinkt und messbar mit ;1(Uy) = 0. Beobachte zunichst: Stets gilt fir D €
AB(R)
of (D) < f7H(dD) v Uy

Seidazuz € Of1(D) und f stetig in x. Zeige: Dann gilt x € f~1(9D).

Sei 0 > 0, da z Stetigkeitspunket ist, existiert ein € > 0 mit f(B.(z)) c Bs(f(x)).

Wegen x € 0fH(D) gibteseiny € f~1(D) n B.(x) undein z ¢ f71(D),z € B.(x), dh.
ze f[7Y (RN D)n B.(x). Somit ist

£(5) € Bs(f(2)) 0 D und £(2) € Bi(f(2)) 0 D"

Da § > 0 beliebig ist, folgt x € f~1(9D).
Sei nun
A={yeR:p(f({y)) > 0}
(dies sind die Atome des BildmafSes yo o f~1). A ist hochstens abzihlbar, also gibt es

N ENundyo < - ||f||oo <Y1 <Y <...<Yn-1 < ”f”oo <YN mltyZ ¢ Aund|yi+1 —y7,| <E.
Sei B; = f~'([yi1,:)) fiiri = 1,..., N, dannist E = UY, E; und es gilt

u(OE) < p({f (i) }) + w({ /" (i) }) + (Uy) = 0.
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Also folgt

n—oo n—oo n—oo

N N N
limsup [ f dp, < limsup[ Y yilp, dp, = limsup Y (Ei)y; = Y, pn(E:)y; < €+/ fdp.
=1 =1 =1

Das analoge Argument fiir — f und € v 0 zeigt 7ii).

)= vii)/ (C.(FE)cCy(E)undleCy(F))

vii) = viii)

viit) == viz) : Es gelte p = v — lim yu,, und p(£') > limsup p,, (E'). Nach Beobachtung 3.7 gilt aber
auch p(F) < liminf, u,(E), d.h. p(E) = lim p,,(E).

vii) == v): Sei G c I often und € > 0. Wihle (mit Beobachtung 3.2) ein

K c G kompakt mit (G \ K) <.

Da F lokalkompakt ist, gibt es eine kompakte Menge L mit K c LcLcG.Esisté:= d(K,L°)>0
und fiir pge 5(x) =1 - (%d(x, K) A 1) gilt 1x < prs <1, <1gundpgs € C.(£). Damit folgt

liminf 1, (G) 2 lignioglff K5 ditn = f prcs dp > p(K) > p(G) - €.
Mite i 0 folgt nun v). O

Definition 3.9. Seien X, X1, X, ... Zufallsvariablen mit Werten im metrischen Raum E. X, kon-
vergiert in Verteilung gegen X , wenn die Verteilungen £(X,,) € M (E) schwach gegen £(X') kon-

vergieren. In diesem Fall schreibt man X, D X oder X, = X furn — oo. Gelegentlich schreibt

man X, > pbzw. X, = p, wenn p = £(X') und X unspezifiziert bleibt. .

Sind X, X, X5, ... Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum mit Werten in ei-
nem separablen metrischen Raum E, so sagt man X,, - X stochastisch, falls d(X,,, X') - 0 stocha-

stisch. In diesem Fall schreibt man X, 5x.
Gilt X,, - X stochastisch, so giltauch X,, = X, denn fiir f € C,(E) n Lip(E) gilt
ELA(Xn) = FCONSE[Lg - d(Xn, X) A2[ ] 0] =0

(dann verwende Portmanteau-Theorem, Satz 3.8, 77).)
Die Umkehrung gilti.A. nicht.

Beispiel. Seien X, X, X5, ... unabhingig und identisch standardnormalverteilt. Dann gilt X,, =
X, aber nicht X, 5x.

Beobachtung 3.10 (Lemma von Slutsky). Seien X, X, Xy, ..., Y], Y5, ... Zufallsvariablen mit Wer-
ten im separablen metrischen Raum E. Gilt X,, = X und d(X,,,Y;,) = 0 stochastisch, dann gilt
auch Y, = X.
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Beweis. Sei f € Cp(E) nLip(E). Danngilt [f(z) - f(y)| < Lg-d(z,y) A2 f] - Also gile
[ELf (V)] - ELf ()] <E[lf(Ya) - f(Xo)]] + [ELf(Xn)] - ELf(X)]]
SE[Ly-d(Xn, Yn) A 2] fllo]+ ELf (Xn)] - ELf(X)]] — 0.
[

Lemma 3.1 (Continuous mapping theorem). Sezen (E1,dy) und (Ey,dy) metrische Riume, ¢ -
Ey — Ey messbar, U, die Menge der Unstetigkeitsstellen von .

i) Sind i, jir, pra, - . . € My (Ey) mit pi, > prund p(U,) = 0, s0 gilt ji, 0 o7 <> jo 7L,

iz) Sind X, X1, Xo, ... Ey-wertige Zufallsvariablen mit P(X € U,) = 0 und X,, = X, so gilt
p(Xn) = o(X).

Beweis. i) Sei f € Cy(Es),dannist fog : By - R beschrinkt und messbar und es gilt Uy, ¢ U,
d.h. 11(Ufeyp) = 0. Also gilt nach Satz 3.8 4it)

ffd(unosa‘l):ffosodunw—;ffosodu=ffd(uoso‘1)-

ii) Setze p, = £(X,,) und pr = £(X'). Dann folgt die Aussage mit ).
[

Bemerkung 3.12 (Der Fall £ = R). € M (R) ist durch seine Verteilungsfunktion F),(z) =
p((—o0, z]) festgelegt (siche z.B. [Str, Satz 1.27] oder [K], Satz 1.60]).

Seien F, I, F, ... Verteilungsfunktionen von W’mafen. (F,),, konvergiert schwach gegen F,
geschrieben F, 2 Foder F,, = F, <>

F(x) = 711_{({10 F,(x) fiiralle Stetigkeitsstellen z von F'.

Falls F, Fy, I, . .. Verteilungsfunktionen von Sub-W’maf3en sind, fordern wir zusitzlich F'(oo) >
lim sup,, £},(o0) (wobei F'(o0) = lim,_,o F'(x)). Seien p, pi1, fta, -+ € M<1(R) mit zugehdrigen
Verteilungsfunktionen F', Fi, Fy, ..., dann gilt

uniw — FniF.

»= 1 = Stetigkeitspunkt von F, soist u({z}) = p(9(-o0, x]) = 0, also
Fn(x) = un((—oo,x])njo:,u((—oo,x]) = F(x)

nach Satz 3.8, v7).
»<=":Sei f € Lip(E) n Cy(E), nach Satz 3.8, iz) geniigt es zu zeigen, dass

[t = [ ran (2)
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Seie > 0, wihle yp < y1 < -+ < yn Stetigkeitsstellen von F' mit F'(yo) < ¢, F'(yn) > F(o0) —¢,

Yi = Yi-1 <E.
Also (L sei die Lipschitz-Konstante von f)

[ Fdn <1l (Falo) + Fu(o0) = Fuly)
#3350+ Lye) () - Fali))

Nach Vor. gilt F,,(v;) = F(y;), F.(00) - F(o0) fiir n - o0, demnach

N
limsup [ fdu, < 5(2||f||oo + Lf) + Zf(yz)(F(yz) - F(yi-1)

<22+ Le)+ [ fn.

mit e | 0 folglich
limsup [ fdu, < / fdu.

n—o0

Dasselbe Argument angewendet auf — f zeigt 1i111n inf / fdu, > f fdp, d.h.(3.2) gilt.

3.3 Straffheit

Definition 3.13. Sei E ein metrischer Raum. K ¢ M ;(E) heifit straff (engl. tight), falls fiir jedes
¢ > 0 eine kompakte Menge K c E existiert mit

suppu(EN K) <e.
el

Beispiel 3.14. i) Ist £ polnisch, so ist {y} fiir jedes 1 € M ;(E) straff nach Beobachtung 3.2.
Genauso ist jede endliche Menge { i1, pta, . . ., pin} € M(E) straff.

ii) Ist £ kompakt, so sind M;(E) und M (E) straff.

iii) Sind Xj,i € I reelle Zufallsvariablen mit sup E[|X;|] =: ¢ < oo, soist {L(X;) | i € I} straff,
denn mit der Markov-Ungleichung gilt

P(1Xl> <) < SB[ <
fiir alle ¢ € I und fiir jedes € > 0.
iv) Auf £ = Rsind {9, | n € N}, {N(0,n) | n e N}, {Unif([-n,n]) | n € N} nicht straff.
Satz 3.15 (Satz von Prohorov'). Sei E ein metrischer Raum und K ¢ Mo (E). Dann gilt:

1) Ist K straff, dann ist K relativ (folgen-)kompakt beziiglich schwacher Konvergenz.

"Yuri Vasilyevich Prohorov, 19292013
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i1) Ist E gudem polnisch, so gilt auch die Umkebrung, d.b. ist K relativ (folgen-)kompakt bzgl. schwa-
cher Konvergenz, so ist K straff.

Korollar 3.16. Ist E kompakt, so sind My (E) und My (E) schwach (folgen-) kompakt.

Beweis von Satz 3.15. 1) Sei KC straff. Wihle kompakte Mengen K; ¢ Ky c ... c F, sodass fur alle
J € Ngilt

1
suppu(ENKj) <=,
nell J

Uj2; K ist o-kompakt und es gilt i1 (E U Kj) = O fiir alle € K. Wir nehmen also o.E. an, dass
FE selbst o-kompakt (insbesondere separabel) ist, ansonsten schrinke die y1 ein auf £’ := U2, Kj.

Sei 1, 9, . .. eine Aufzihlung einer dichten Teilmenge von F£.

H = {UKji NB.(x,)|meN, j;eN [;eN >0, ¢ e@}
=1

ist ein abzihlbares System von kompakten Teilmengen von E. Sei (f,) © K und sei H =
{Hi, Hs, ...} eine Aufzihlung von H. Wihle eine Teilfolge nj, # oo, sodass

lim 1, (H) = a(H)

tir alle A € H existiert (mdglich durch Diagonalargument).

Fir G c F offen sei

p(G)=sup{a(H) |HeH,Hc G}, p*(2):=0,
tir B c E beliebig sei
p*(B) :=inf{u*(G) | G offen, G > B}

(beachte: ist ;1* wohldefiniert, fiir offenes G fallen die beiden Setzungen zusammen).

Zeige nun: 1* ist ein dufleres Maf3.

Nach Definition und Konstruktion gilt

p (2)=0 und p*(B)<p*(B') firBcB'.
Zur o-Subadditivitit: Seien G, G, ... ¢ E oftene Mengen, H 3 H c U;>; G),. H ist kompakt,
daher existieren 7 € N, j; € N, ¢; € (0, 00) N Q und paarweise verschiedene m; € N mit
Hc|JB.(zj;) und B (zj)cGy, firi=1,...,r
i=1

und nach Konstruktion ist H c K fiir ein (geniigend grofSes) jo € N.

Sei

T

Hy o= K5y 0 (B | B ;) < G
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Esist H,, cG,,und H c H,,,, ... U H,, ,also
a(H) <a(Hp,)+ ...+ (Hp, ) <" (Gy) + oo+ 117 (G, ) <0 15 (G-
n=1

Nehme das Supremum tber alle H ¢ G, so folgt

M(G Gn) <)

Seien nun B, By, ... ¢ E beliebig. Wihle G, often mit B,, ¢ GG, und
1 (Ba) 2 1 (G) - 23” fiire > 0.

Dann gilt

p (QBn) <pt (G Gn) < Z/L*(Gn) < i::l(,u*(Bn) + 2%) <e+ i::lu*(Bn).

Mite \ 0 folgt die o-Subadditivitit von 1.

Zeige weiter, dass
jede offene Menge G ¢ E 11 -messbar ist,

d.h. fiiralle B c Egile p*(B) = p*(BnG) + p* (B n G°).
Seien dazu G c E offen, B ¢ E beliebig und € > 0. Wihle

O > B offene Obermenge mit ;1*(O) < p*(B) +¢,
HieHmit HHcONGund p*(OnG) <a(Hy) +e,
Hy e Hmit Hy c On Hf und p* (O n HY) < a(Hy) + €.

Dann gilt H; n Hy = @,0nG° c O n Hf und Hy U H, ¢ O. Mit Monotonie von p* folgt nun

W (B)+e2p*(0)>2a(Hyu Hy) =a(H) +a(Hy) 2 p*(OnG) + u (OnG®) - 2¢
>p*(BnG)+p (BnG®) -2¢
> p*(B)-2e

Mite v 0 folgt nun die ;1*-Messbarkeit von G p1* ist also ein dufferes Maf$ und die Erzeugermen-
gen von B(FE), die offenen Mengen, sind f¢*-messbar. Nach dem Satz von Carathéodory (z.B. [St1,
Satz 1.22] oder [KI, Satz 1.41/1.53]) 1* ein Maf§ auf B(E).

Zeige nun, dass (1* = w — limy_,c0 fi, . Es gilt firalle j € N
. . 1

also p*(E) > limsup p,, (E).
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Sei G ¢ E offen und H € H mit H ¢ G. Dann gilt
a(H) = kl:im fn, (H) < liininfunk(G).

Nehme nun das Supremum tber H ¢ G, H € H, dann folgt p*(G) < liminf u,, (G). Mit
Satz 3.8 v) folgt nun die Behauptung.

7z) Sei E polnisch und 1, 22, . . . eine Aufzihlung einer dichten Teilmenge von F. Setze

N
An,N = UBL(Iz)a
=1 "

esgilt Ay v /' Nooo I fiirjedesn € N.
Sei £ ¢ M (E) schwach relativ (folgen-) kompakt und
0 :=sup inf su AS ).
sup inf ngu( )
Zeige, dass 0 = 0. Sei n so grof3, dass es fiir jedes IV € N ein € K gibt mit ,uN(Af%N) > g. Sei Ny,
eine Teilfolge mit IV}, # oo und py, S M (E).Da A;y  abgeschlossen ist, gilt mit Satz 3.8

)

e ) c ) c )
(A7, ) 2 limsup p, (A5, ) > limsup py, (A5 5, ) 2 3

k—o0 k—oo
Mit N — oo folgt 0 = fi(@) = limy 0 f1( AS, y), also auch § = 0.
Zue > 0 wihlen, N, € Nmitsup,c (A5, y ) < 57 A= N2y Ap,n, ist totalbeschrinke, d.h.
wegen der Vollstindigkeit von E ist A kompakt. Dann gile fiir alle i € K:

R S &) [ c
u((A)°) < p(A%) = (U AZ,N,L) <Y MALN,) <Y 5 = e
= n=1 n=1
also ist /C straff. L]

Beobachtung 3.17. Sei E ein polnischer Raum und seien fu, f11, 12, . . . € M<1(E). Dannsind iqui-
valent:

i) p=w-limpu,.

ii) {fts, | n € N} ist straff und fiir eine trennende Familie C ¢ C,(E) gilt
/f dji, — /f dy firalle feC.

Beweis. 1) => ii). Sei p = w — lim yu,,. Nach Definition gilt [ f du,, - [ f dpfiiralle f € C,(E),
insbesondere also auch fiir alle f € C fiir jede trennende Familie C ¢ C(E). Die Straftheit von
{1tn | n € N} folgt mit Satz 3.15 77).

i1) = 1). Angenommen p # w — lim j1,,. Dann gibt es ein g € Cy,(E), ein € > 0 und eine Teilfolge

|fgdunk—fgdu
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Nach Satz 3.15 7) gibt es eine Teilfolge (ny;); und ein v € M;(E) mit p1,, —— v. Dann gilt fiir
J g0

alle feC
[fdl/:hm/fd,unk,:[fdu.
J—o0 J

Da C trennend ist, gilt 1t = v. Andererseits ist aber auch

Ugdv—fgdu

was zu einem Widerspruch fihrt. Es muss also y¢ = w — lim 4., gelten. [

>,

Bemerkung 3.18. Sei £ lokalkompakt und polnisch und seien ju, p11, p12, . .. € M (E). Dann sind
dquivalent:

i) p=w-limp,.
i) p=v-1limu, und u(F) > limsup p,(E).
iii) p=v—1imp, und {p, | n € N} ist straff.

Beweis. i) < i7) gilt nach Satz 3.8.

1) = 117) folgt aus Satz 3.15 (eine schwach konvergente Folge ist selbst schwach relativ folgenkompakt).

117) = 1) : Sei L ¢ E kompakt mit sup,, ft,(E' N L) <1, h € C.(E) mit h > 1. Dann gilt
sup pn(E) <1 +Supf hdu, < oo,

demnach ist auch ¢ := p(E) v sup,, j1,(F) < 00. Dann sind

u’—l

1
= s iy, = —pin € M (E),
C C

also p1!, = 1.
Da E lokalkompakt ist, ist C.(£) trennend fiir M (E), also folgt p/ = w — lim g/, mit Beob-
achtung 3.17 und damit auch 1 = w - lim 4,,. ]

3.4 Charakteristische Funktionen
Vorbemerkung. Sei £ ein messbarer Raum. Eine Funktion
fiE—>CzR? aw Ref(x)+ilmf(z)

ist genau dann messbar, wenn Ref und Im f messbar sind (beachte Z(R) ® #(R) = #A(R?) =
AB(C)). Ist pein MaB auf E, dann heiflt f p-integrierbar (schreibe auch £§()), wenn Ref, Imf €
L1(1). Es gilt

feLh(un) < |fl=\/fFel'(n),
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denn |Ref|,|Imf| <|f| = ((Ref)? + (Imf)2)% < V2 ([Ref| + |Imf|). Man setzt

ffdu::fRefdu+z’fImfdu.

Das Integral ist C-linear (Ubung) und es gilt

‘ffdu Sflfldu.

Definition 3.19. Sei ;1 € M ;(R?). Die Funktion

0 R'>C, tr / ety (da)

(3.3)

heiflt die charakteristische Funktion von . (Wir notieren das Skalarproduke als (¢, z) = Z;lzl tjz;.)

Fiir eine Rd-wertige Zufallsvariable X schreiben wir

px(t) =E [ ] = o) (1).

(3-4)

Bemerkung. In der Analysis ist auch die Bezeichnung Fourier- Transformierte Gblich, zum Teil mit

anderen Vorzeichenkonventionen.

Beispiel 3.20. i) Ist X diskret, so gilt o x (¢) = 3., P(X = 2)e¥t®), insbesondere ist

PBer(p) (t) = peit +1- b,

S n n—-k 1 7 n
PBin(np) () = ). (k)pk(l -p)"Fe™ = (pe' +1-p)",
k=0

k
|

o AN i it
gpPOi()\) (t) = Z (& /\k—e tk = e>‘( 1)'
k=0 :

ii) Esist Qpr(p02)(t) = eit1=3"" Betrachte ohne Einschrinkung (vgl. Lemma 3.21, 7)) den Fall

p=0,02=1.Esgilt

0 1 22 .2 o ] (o-it)? 2
SDN(M,UQ)(t) = f e e zdr=¢72 f e_% dr=e"7.

L rt o, 1 !
iil) pumit(-1,17)(t) = 5 [1 e da = 3 [1 cos(tx)dx =

V2r = /21

=1

Lemma 3.21. Seien X und Y Ré-wertige Zufallsvariablen, a € R und b € R Dann gilt:

) lox(t)| <1 =0x(0)und px ist gleichmiifSig stetig.

ii) Paxsp = €0 oy (at).

iii) o_x(t) = px (t). Insbesondere ist px reell, wenn X symmetrisch verteilt ist.
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v) Sind XY unabhiingig, so ist px.y(t) = ox(t)oy (t). Analog ist 0w, = puipy fiir p,v €
M (R9).
v) 0<1-Repx(2t) <4(1-Repx(t)).
Beweis. i) Offenbar gilt|px ()] < 1= ¢x(0).
Zur gleichmifligen Stetigkeit von ¢ x : Seie > 0 und K so grof3, dass

P(X ¢ [-K.K]") < 7.

Dann gilt (beachte |¢? — 1| < |y|, y € R) fiir t, ¢’ € R mit |t - /| < 0 := T

lox (t) = px ()] <E[[eHtX) - eit"X)]

ii) Esgilt:
SOaX+b(t) - [ei(t,aXer)] -F [6i(t,b)ez(at,X):| — el(t’wgpx(at).

iii) Es gilt:

SD—X(t) -F [ei(t,—X)] -E [e—i(t,X)] = [6i(t,X)] — @X(t)~
iv) Da X und Y unabhingig sind, gilt:

oxsy =E [ei(t,X+Y):| -FE [ei(t,X)ei(t,Y)] -E [em,x)] .E [€i<t:Y>] = px(t)ey(t).

v) Mit Hilfe der Additionstheoreme des Kosinus gilt:

0<1-cos(2(t, X)) =2(1-cos*({t, X))) =2(1 +cos({t, X)))(1 - cos({t, X)))
<4(1-cos((t, X))).

DaRepx(t) = E[cos((t, X))], folgt damit die Behauptung.

Definition 3.22. SeiK € {R,C}.C c C,(E, K) heiflt eine Algebra, wenn gilt
i) 1eC.

i) f+g, fgeCfiralle f,g€C.

iii) af e Cfiralle feC, acK.

C heiflt Punkte trennend, wenn fiir alle  # y € E ein f € C existiert mit f(z) + f(y).
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Satz 3.23 (Satz von Stone-Weierstraf8?). Sez E' ein kompakter, topologischer Raum, K € {R, C} und
C c Cy(E,K) eine Punkte trennende Algebra. Falls K = C sei zudem C abgeschlossen unter komplexer
Konjugation. Dann liegt C beziiglich der Supremumsnorm dicht in C,( E, K).

Beweis. Bemerke zunichst: Der Abschluss C von C beziiglich der Supremumsnormtopologie ist
selbst eine Algebra. Betrachte zunichst den Fall K = R.
Wir zeigen zuerst, dass
f,geC = fnAag, fvgeC.
Sei dazu p,(t) eine Folge von reellen Polynomen mit sup;.(q 1) [Pn (%) - V| = 0,n - oo (wihle zum

Beispiel die Bernstein-Polynome p,(t) = Yo (3)t* (1 - t)”’k\/g). Sei( # f € C. Dann gilt

— )2 eichmifsi —
Cs 1 pa( L) 2255 e

IF1e e
Somitsindauch fvg=2(f+g+|f-g|)eCund fAag=3(f+g-|f-g|) eCfir f,geC.
Seinun f € Cy(E,K), 2 € Eunde > 0. Zeige, dass es ein g, . € C gibt mit
Gre(x) = f(z) und g,.<f+e. (35)
Da C Punkte trennend ist, gibtes zujedem z € ¥, z # x
ein H, e Cmit H,(z) + H.(z) =0.
Setze

f(z) - fx)

Dannist i, € C und es gilt

H.(y), ha(y)=f(z).

firallez € E: h,(x) = f(x) und h.(2) = f(2).

Also existiert eine offene Umgebung U, von z mit h,(y) < f(y) + ¢ fiiralle y € U,. Da E kompakt
ist, ldsst sich &/ mit endlichen vielen solcher Umgebungen iiberdecken, d.h. Ec U, u...uU,, fir
geeignete 21, . . ., Z,,. Somit erfiillt

Gee=min{h,,,....h, }eC (3.6)

die geforderten Bedingungen in (3.5).

Seinunz € F'und € > 0. Wihle g, . gemif? (3.6) und wihle eine offene Umgebung V,, von = mit

gx,s(y) > f(y)—e firalley e V.

Da E kompaktist,ist £ c V,, u...uV,  furgeeignete x1, ..., Z,. Setze

g = max {gxl,aa cee 7gxm,£} .

*nach Marshall Harvey Stone, 1903-1989 und Karl Theodor Wilhelm Weierstraf3, 1815-1897 benannt
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Danngilt f —¢ < g < f + ¢, also liegt C dichtin C, (£, R).

Betrachte nun den Fall K = C. Fiir f € Cist Ref = 3(f + f), Imf = 2(f - f) e C.C" =
{Ref | f €C} c Cy(E,R) ist eine Punkte trennende Algebra. Es gilt

Re(fg) = Re(f)Re(g) - Im(f)Im(g) und Im(f) =Re(-if),
also ist C = C’ +4C’ und liegt damit nach dem ersten Fall dicht in Cj,( E, C). [
Korollar 3.24. Sind j1,v € M(R?) mit p, = p,, so gilt j1 = v.

Bewers. Wir zeigen
ffW:ffw fiir f € C.(RY),
dies impliziert ;1 = v nach Beispiel 3.4.

Sei f € C.(R%),0.E. f #0.Sei 0 < € < 1 und K so grof3, dass

supp(f) c [-K, K19, p (R~ [-K, K]9) < und v (RN [-K, K]9)

__° <=
2[flee+1 C2|fle+ 1
Firm = (my,...,mg) € Z¥und x = (21, ...,24) € R sei

fmx(z) =exp (i%(m, x))

Die von { f, x | m € Z?} erzeugte Algebra C trennt Punkte von RY/2K 7. Nach Satz 3.23 gibt es
ein g € C mit |f — g| < € auf [-K, K']? und es gilt (beachte: g € C ist 2K -periodisch, insbesondere

gilt||glleo = SUpP,er_k k71 [9(2)])
/Wf—ﬂduS&KPKSKV)+@Wﬂw+1ﬂde\PﬂlKV)SaKPKSKV)+€
<ep(R?) +e.

Die analoge Abschitzung gilt ebenso fiir v. Zusammen folgt daher

|ffdu—ffdv <| [ gdu- [ gav|+ [If-gldus [ 1f-gldv < =(u(®)+v(®D)+22.
=0dapu=pv
Mit e \ 0 folgt damit die Behauptung. O

Korollar 3.25. ;1 € M ([0, 00)) ist durch seine Laplace- Transformierte

L,(\)= / eru(dr), A>0
eindentiyg festgelegt.
Beweis. Betrachte E = [0, 0o ]. E ist kompake. Fiir A > 0 sei

0, A>0

fuE—[0,1], z+=e? x<o0, o0
v E=[0.1] 1, A=0

C={Yiiaifr, |neN, a; eR, \; >0} ist eine Punkte trennende Algebra, also folgt die Behaup-
tung mit Satz 3.23. O
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Korollar 3.26. Ser X eine Zufallsvariable mit Werten in [a,b]. Dann ist ibre Verteilung durch ihre
Momente m,, := E[X"]|,n=0,1,... festgelegt, denn die Polynome liegen dicht in Cy,([a, b]).

Bemerkung. Die Aussage des Korollars gilt nicht, wenn der Wertebereich von X unbeschrinkt ist.
Betrachte dazu folgendes Gegenbelsplel: Sei X ~ N (0,1) undsetze Y := eX.Y istlog-normalverteilt
mit Dichte fy (y) = 1 5 ez(089)* 45 0, Esgile:

o 1 1 1 1 1
~E[Y"]=E[e¥] - [ o AR I

=1

2

Sei b > 0.Y}, habe die Verteilung P(Y;, = be*) = Clbb‘ke_%kg, keZmitCy:=Y,, bke~3% Dann
gilt fiir die Momente von Y:

1n2 Y] -1ip2 n bkem3 b-(k=n) g=3 (k=n)? Ch
e 2 E[Y)]=e2 Z( ) C, —Z Ch —a)—l.

keZ keZ

Esgiltalso E[Y"] = E[Y,"] = 65”2, aber Y und Y}, haben offensichtlich nicht dieselbe Verteilung.

Satz 3.27 (Lévys® Stetigkeitssatz). Seien P, Py, Ps,. .. € My (R?) mit charakteristischen Funktionen
¥, P1, P25 - - -

i) Ist P = w—1im P, so gilt p,, —  lokal gleichmdifSig.

ii) Es gelte o, — [ punktweise gegen ein in 0 stetiges f:R? — C, dann gibt es ein QQ € My (R?) mit
f=pqundQ=w-1limP,.

Lemma 3.28. Sei F ¢ M, (R?) straff. Dann ist {p,, | u € F} gleichgradig gleichmiifSig stetig, das
beifSt fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir alle t, 1" € R4 mit |t — t'| < 0 gilt

sup lpu(t) —@u(t')] <e.
peF

Beweis. Es gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

2

|(,0N(t) B 90#(3)|2 < /l%d (ei(tfs,z) _ 1) (ei(s,:v>) ,u(dx)

< / |€i(t—s,m) 3 1|2 u(dz) - / ‘6i(s,x)‘2u(dx)
Rd Rd y

[ (eitt=5) 1) (e7t-52) 1) pu(dr)
/2 (1-Re (') pu(dz)

2(1 - Re(g,(t - ))).

*nach Paul Lévy, 18861971
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Wihle K so grof, dass sup . 1 (R? \ [- K, K]?) < % und wihle § so klein, dass
firalle [u| < d gilt  sup |1 - el(“’””)‘ <=
we[-K, K14 6

Dann gilt fiiralle o € F, ¢, " € R mit [t - t/| < J:

’ / i(t—t' x g? g2
y%(t)-%(t)\Q32(1-Re(%(t-t)))szf\1-e<t v, >\u(dx)g2(g+2g):52.

]

Beweis von Satz 3.27. 1) Die punktweise Konvergenz ¢,, — ¢ ist klar, lokal gleichmiflige Konvergenz
folgt damit aus Lemma 3.28:

Sei K c R kompakt, € > 0, wihle § > 0 so klein, dass

€
[t =5 <0 == suplpn(t) —pn(s)| v [o(t) - p(s)] < 5.

Wihle tq,...,t,, € K mit K c U Bs(t;), ng so grof, dass

i=1

max |on,(t;) —p(ti)] < % fiir n > ng.

i=1,....m

Firt € K,n > ngwihle? < m mit |t — ¢;| <, so ist

[pn(t) = ()] < |pn(t) = pulti)] + lon(t:) = p(t:)] + |p(t:) - p(t)] < 3% =e.

11) Zeige
{P, | n € N} iststraff. (3.7)

Dazu gentigt es zu zeigen, dass P,Ek) =P, o 7T];1, wobei 7;: R? — R die k-te Koordinatenprojektion
ist, fur jedes k = 1, ..., d eine straffe Familie sind, denn es gilt

P, (RIN[-K,K]%) < zdj P([-K, K]°).

Fiir s € Rist ¢,y (5) = 0n (5" €x), wobei e, der k-te Einheitsvektor im R? ist. Nach Voraussetzung
gilt ) (s) > f(s-ex) und s = f(s-ey) iststetigin O mit f(0- ex) = 1.

Setze

h(x)
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h ist stetig differenzierbar mit @ := inf {h(z) | |z| > 1} = 1 —sin(1) > 0. Fir M > Oist
P ([-M, M <—f h( )P(k) d
<t [ (L))

f / 1—cos( ) dtP(k)(dx)
M,M]¢
== 1-cos(t— | B (da) dt
a ./0 /[—M,M]c COS( M) (dz)
e (L))
< — - n| =—e :
a Jo AV
(wir verwenden den Satz von Fubini fiir die zweite Gleichheit). Dann ist

limsup P* )([ M, M]°) < —hmsup 1 Re (cpn(iek)) dt
a

. o M
L T R( (t ))dt
= im su elo, | —e
msup P\ 31k

/ e (o) a

wenn M so grof gewihlt wird, dass inf},<; Re (f (ﬁek)) > 1 - £ gilt, d.h. (3.7) ist erfillt.
Nach Satz 3.15 gibt es eine Teilfolge (P, ); mit P,, —— @ und mit ) gilt f = ¢g. Somit folgt
]—)00
Q = Q' fiir jede konvergente Teilfolge (P, ), mit P,, — Q. ]

Beobachtung 3.29. ) Sei X eine reelle Zufallsvariable mit E[|.X'|"] < co. Dann ist ¢ x n-mal stetig
differenzierbar mit

o ox () =E[(X)e],

denn Restgliedabschitzung der Taylorentwicklung von e liefert

o i el 2l
= (n+1) n!
und somit
(zh)ka

i(t+h) X _ gitX Z

E[e furt, h e R;
[nxz

#7) Falls E[| X|"] < oo fiir alle n € N und

<E |h|n+1|X|n+1 . 2|h|n|X|n
. (n+1)! n!

kxky o
(Zh) X ]: Z Z_ [ (iX)ketX ] ist (offenbar) differenzierbar in h.

|hI”E[|X| ]

=0 (3.8)
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firein h € R\ {0} gilt, so ist

(denn dann gilt |<,0X(t +h)-Yr, (ZZ—,)kE [Xk’e"tX]| < 2|p|"E[|X|*] — 0 fiirn — o0); insbeson-
dere ist ¢ x analytisch.

Korollar 3.30 (Momentenproblem). X reelle Zufallsvariable mit

1 1/n
a = lim sup —(]E[\X|”]) < 00.

n—oo N

dann ist o x analytisch und L( X ') durch die Angabe aller Momente E[ X™ ], n € N eindentig festgelegt.

Beweis. Mit Stirling-Approximation (n! ~ v/2wn+1/2e=") ergibt sich fiir || < 1/(3a)

: " E[X]] ng €\ 1 n
limsup ———— = limsup ——|( (E[| X|" h|—] <limsu e/3) =0,
msup = — | msup ———((B[X1"]) " [hl-) " <limsup ———(e/3)
d.h. (3.8) ist erfiillt. ]

Wir haben in Korollar 3.24 ein ,abstraktes“ Argument verwendet, um zu zeigen, dass die charakte-
ristische Funktion ein Ma8 festlegt. In vielen Fillen (speziell in R! oder in Z4 oder falls 2 eine Dichte
besitzt), erhilt man die Eindeutigkeit auch (relativ leicht) durch ,explizite“ Fourier-Inversion:

Bericht 3.31. Sei ;1 € M;(R), so gilt
1 T e-ita _ o—ith 1
— _— t)dit b -
— [ et dt — (e ) + u{a,b)
fiir —oo < a < b < o0 (z.B. [Du, Thm. 3.3.11] oder [St1, Satz 8.4]);
wenn /o = fAmit f € L1(A), f > 0auf R mit g, € L1(N), so gilt

() - (271r)d [ e,y (v

wenn g € My (R?) auf Z< konzentriert ist, gilt

1 —i(t, T B
p({z}) = @n) f(mr]d e 2 (1) dt  firx e 27,
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Kapitel 4
Zentrale Grenzwertsitze

Literaturhinweise Die Themen dieses Kapitels finden sich beispielsweise in [KI, Kap. 15], [Du,
Ch. 3.4], mit breiterem Fokus in [Ka, Ch. 6] und in [Fe, Vol. 2, Ch. XV.5s-XV.7].

Erinnerung 4.1 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X1, X», ... unabhingige, identisch verteilte, reelle
Zufallsvariablen mit p1 := E[ X} | und 02 := Var[ X; ] < oo. Sei

! Zn;(Xj —J1).

no? j

Sy, =
Dann gilt S = N (0,1), n — oo, denn es gilt (verwende Taylorentwicklung von ¢, )

(t) ( (t))n ) lvot Lt (—t2 ) ’
* = - = — = - =0 (0]
AN o\ Ve 2 20 no? " \no?

1e2\"
N(l___) — s eat = pn(o1)(t) fiirjedest € R.

2n) noow
Die aus der Einfithrung in die Stochastik bekannte Version des Zentralen Grenzwertsatzes
b 1 22
P(a<S;<b) —> —e z dr firjedes —co <a<b< oo

folgt aus £(S;7) = N (0, 1) zusammen mit Satz 3.8 vi).

Satz 4.2 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Dreiecksschemata). Fiir n € Nser k, € N und X, 1,
Xngz-oos Xng, € L2(P). (X | € =1,2,...,ky, n € N) beifst ein Dreiecksschema von Zufallsva-
riablen. Fiirn € Nseien X1, X2 . .., Xy i, unabbingigmit E[ X, ] = 0und Z?jl Var[ X, ] =1

(das Schema ist \zentriert“ und jpormiert”). Setze

kn
Sn = Z Xmg.
l=1

Es gelte die Lindeberg'-Bedingung

— 2 . - _ 2. _
Ln(g) T Z; E |:Xn,€ 1{X72z,4>€2}:| Var[Sn] ; E [Xn,l 1{Xi,l>£2Var[Sn]}:| n—>00 0 (41)

fiiralle e > 0. Dann gilt S,, = N(0,1), n — oo.
'nach Jarl Waldemar Lindeberg, 1876-1932
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Bemerkung 4.3. i) Falls (X,, /) die Lyapunov*-Bedingung

n

Xn 246 2
T S =

fir ein 0 > 0 erfiillt, so gilt auch die Lindeberg-Bedingung (4.1), denn
-5 5
E [X2£ 1{X372>62}] <e’E [|XM|2+ ] :

ii) Die Lindeberg-Bedingung (4.1) impliziert

Jim max P (| X, > <) =0, (4-3)
denn
Q%POKM>@<ZP@&A>@<—ZE[ s ) | 720

Man sagt auch: Das Schema ist ,asymptotisch vernachlissigbar®. Es gilt auch die Umkehrung:
Gilt (4.3) und S,, = N (0, 1), so gilt auch (4.1) (vgl. [Ka, Theorem s.12]).

Beweis von Satz 4.2. Bemerke zunichst: Sind 21, ..., 2,, 21, ..., 2, € {z e C||z| < 1}, s0gilt

n n n
[T# =115 < 2l -
Jj= J=1 J=1

Q\

denn firn = 2 gilt

|2122 = 21 29| < [2120 = 21 20| + |2122 — 21 29| = |22]|21 — 21] + |21 |22 — 23] <21 = 29[+ [22 = 29
und der allgemeine Fall folgt induktiv.

Sei ¢, 0 := E[X?2,] = Var[X,, /] und ¢, ¢(t) := E [¢/Xne]. Es gilt

limsup max ¢, =0,
n—oo 1< <k

denn es gilt wegen (4.1) fiir alle e > 0

LI LR TR P

[ 1 n—oo

Damit folgt

|E [6itSn] 3t

P e(t) = e a0met”

kn kn
_ H @n,z(t) _ H efécn,ztz
/=1 /=1
kn
<2
/=1

*nach Alexandr Mihailovich Lyapunov, 1857-1918

En
<2
(=1
En
+2

(=1

1 1
One(t) -1+ Ecn’th e3onet 1 4 Ecn’th‘ )
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Mit Beobachung 3.29 lisst sich das Argument der ersten Summe durch das Restglied der Taylor-
entwicklung abschitzen:

1 E X el
Pne(t) =1+ §Cn,€t2 <E ['tXn,€|2 A %] <eftPE[XG ]+ °E [XELL/ ' 1{X2 2}] '
) ) n,@>€

Weiterhin gilt

1 1/1 2 1
6*5% o1y §cn,gt2 < 5 (—cwtz) =—c, 4t4

2 8

Zusammen ergibt sich

kn

> 2l

#
<elt? chﬁt L (5)+—( max Cng/)ZCng

1<l <k,

‘IE [eitSn] _e5t?| <

1
One(t) -1+ cn ot? —zenet’ ] 4 §Cn’£t2‘

=1 =1
t4
= e|t]P + 2L, (e) + —( max c, o) = eltf 40+ 0 = el
Also gilt
lim sup |]E ”S"] et <e
Mite N 0und Levys Stetigkeitssatz (Satz 3.27) folgt die Behauptung. ]

4.1 Der mehrdimensionale Fall

Beobachtung 4.4. i) Sei X = (X7,..., X)! eine Re-wertige Zufallsvariable. Die Kovarianzma-
trix C' = (¢45)ijo1,..a mit ¢;; = Cov[X;, X;] ist symmetrisch und positiv semi-definit, denn
¢ij = Cov[X;, X;] = Cov[X;, X;] = ¢cjiund fiira = (a1, ...,aq)t € R¥ist

a'Ca = Z a;ci;a; = Z a;a;Cov[X;, X;] = Cov [Za X,,Zaj ] Var[(a, X)] > 0.

4,j=1 2,j=1

ii) Sind Zy, ..., Z; unabhingig und standardnormalverteilt, so hat Z = (Zy, ..., Z;)* die Dichte

1 1
fz(2) = (27)7% exp(‘g (ef 4+ zi)) = (2m)sezll, 2 eRY
L(Z) heif§t die d-dimensionale Standardnormalverteilung.

iii) Sei p € R?und A = (a;;) € R™4 Dann hat X := p + AZ den Erwartungswert(-vektor)
E[X] = (E[X:],...,E[X4]) = pt und die Kovarianzmatrix C' := AAt, denn

d d d
Cov[ X}, X¢] = Cov [,uk + ZakiZi, iy + Z angj] = Z agiar; Cov[ Z;, Z;]
i=1 J=1 i,5=1
d
= Z aéj ij Zakzaéz = AAt)
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Falls A vollen Rang d hat, so hat X die Dichte

o) = ——— exp (_1<x O (- u))) . zeRY

V (27)ddet C 2

denn fiir g(z) :== p+ Az gilt g7 * () = A=Y (x — pt) und (%gj(z))ij =Dg(z) = A. Also folgt
mit der Dichtetransformationsformel und mit det C = det (AAt) = (det A)*:

-1 1
fc@) = 200" 0) e (T

Falls A nicht vollen Rang hat, so besitzt X keine Dichte beziiglich \?.

Was ist jedoch in dem Fall, in dem A (und damit auch C') nicht vollen Rang haben? Betrachte fiir
u e R4:

E[¢] = B [t iAD] < (il [ Thomr veaneZe] = i)

d
l=1

E [ei e, Ukakzze]

d
= eifwi) T &3 (Zh ukare)” _ gilup) -3 TE ((WFA)0)? _ piunn) o= 5 (ut At A)

Dies legt folgende Definition nahe:

Definition 4.5. Sei 1 € RY, C' € R%4 symmetrisch und positiv definit. X heiflt d-dimensional

normalverteilt mit Erwartungswert i und Kovarianzmatrix C, falls

CPX (u) = €i<uvu)6_%<uvcu> .

Man schreibt auch £(X) =2 N (i, C).

Bemerkung 4.6. Sei X ~ N (p,C), Ae R4 undY := AX.DannistY ~ N (Au, ACAY), denn
E [ei(u,Y)] -k [ei(u,AX)] -k [ei(Atu,X)] _ ei(Atu,,u)e—%(Atu,CAtu) _ ei(u,Au)e—%(u,AC’Atu) )
Lemma 4.7 (Cramér-Wold device). Fiirn € Nu{oco} seien X, = (X1, ..., Xn )t Zufallsvariablen

mit Werten in RY. Dann sind dquivalent:

7) X, = X, n — o0
i) LN X)) —— L\ Xo)) fiiralle ) € R,

Beweis. Es gelte zunichst X,, = X, n — oo. Betrachte f(2) = e¥M*) Esist f € C(R?, C), also
giltfiirallet € R, \ e R4
E I:eit()\,Xn):I E [eit(A,X.x,)] )

n—oo

Somit folgt %) aus Satz 3.27 (Lévys Stetigkeitssatz).

Es gelte nun ¢7). Nach Voraussetzung gilt fiir alle A € R¢
E [ei()\,Xn)] E [ei()\,Xoo)]

n—-oo

und somit folgt 7) mit Satz 3.27. O]
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Satz 4.8 (Zentraler Grenzwertsatz im R?). Seien (X, )nen unabbingige, identisch verteilte, d-
dimensionale Zufallsvariablen mit B[ X1 ] = p und Cov[X,] = C. Setze S} := W Dann
gilt S = N(0,C), n— oo.

Beweis. Sei A € R%, X = (A, X,,) und S := (A, S;:). Betrachte ohne Einschrinkung 1 = 0. Mit
dem Zentralen Grenzwertsatz in R gilt S = N'(0, Var[ X7']) = M(0, (X, C\)), also gilt
E [ei()\,S;;)] e e

Somit folgt die Behauptung mit Lemma 4.7. O]
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Kapitel 5
Unendlich teilbare Verteilungen

Literaturhinweise Die Themen dieses Kapitels finden sich beispielsweise in [KI, Kap. 16], [Du,
Ch. 3.8-3.9], [Ka, Ch. 7], [Fe, Vol. 2, Ch. XVII].

Definition s.1. Eine reelle Zufallsvariable X heifdt unendlich teilbar (auch unbegrenzt teilbar), wenn
es zu jedem n € N unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen X, 1, ..., X, ,, gibt mit

d
X=X, 1+ + X,

Analogheiflt 1 € My (R) unendlich teilbar, wenn es zu jedem n € Nein f1,, gibt mit po = f,, %% i, =
™

Eine charakteristische Funktion ¢ eines Wahrscheinlichkeitsmafles po auf R heifSt unendlich teil-
bar, wenn es zu jedem n € N eine charakteristische Funktion ¢,, eines Wahrscheinlichkeitsmaf$es gibt

mit @ = Q.
Beispiel. i) 0, ist unendlich teilbar, denn ¢, = (5 e )m.
ii) N (u,0?) ist unendlich teilbar, denn A (p1, 02) = N/ (‘;ﬁ, %2)*”

iii) Die Gammaverteilung Gamma(r, ) mit Formparameter 7 und Skalenparameter A mit Dichte

flx)= F/X“) 27 1e72%1 o) () ist unendlich teilbar, denn Gamma(r, \) = Gamma (%, A)*n.

iv) Die Cauchyverteilung Cauchy(a) mit Parameter a und Dichte f(z) = L ﬁ ist unendlich
teilbar, denn Cauchy (@) = Cauchy (%)m
v) Poi(\) ist unendlich teilbar, denn Poi(\) = Poi (%)m

Beispiel und Definition s.2. Zuv € M;(R) \ {0} heiflt

1
CPoi(v) =e™® " —v
{n!

n=

mit v*0 := 0y die zusammengesetzte Poisson-Verteilung (engl. compound Poisson distribution) mit In-

tensititsmaifd v.
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Sind X1, X», ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ 7 := ﬁ fir
i € Nundist N ~ Poi(v(IR)) unabhingig von X1, Xy, ..., so hat

N
S = Z Xj
j=1
die Verteilung CPoi(r) und die charakteristische Funktion ist

PCPoi(v) (t) = exp (‘/R (eitx _ 1) V(d(B)) .
Es gilt CPoi(v + v") = CPoi(v) * CPoi(v'), insbesondere ist CPoi(v) unendlich teilbar.

Beweis. Sei A € Z(R). Dann gilt:

P(SeA)=Y P(N=k,SeA)=> P(N =k, X; +-+ X, € A)
k=0 k=0

) oo &
:ZP(N:k)'P(XlJF'“"-XkEA):ZeV(R)%'D*k(fl)
k=0 k=0 !

(R V(]R)k y*k(A) X R l . ) .
_;;Je R v(R)F _,;)6 #7 -V (A) = CPoi(v)(A).

Fiir die charakteristische Funktion betrachte

(E[e™])"-P(N = k)

M3

peroi) () = E ] = ;E [ e ] = 6
- g}e‘”(R) U(E)k (‘/R et ﬁ(daz))k = exp (/R e y(dr) - V(R))
= exp ([R (e -1) I/(dx)) :

]

Satz 5.3. Ein ;1 € My (R) ist genan dann unendlich teilbar, wenn es eine Folge (vy,),, € M ;(R)\ {0}
gibt mit CPoi(v,,) s

Lemma s.4. Sei (), eine Folge von charakteristischen Funktionen von WabrscheinlichkeitsmafSen.
Dann sind dguivalent:

) o(t) = lim,, pn(t) existiert fiir alle t € R und  ist stetig in 0.
iz) P(t) =lim, n (¢, (t) — 1) existiert fiir alle t € R und ) ist stetig in 0.

Dann gilt ¢ = €Y (inbesondere o(t) # 0 fiir alle t) und @ ist die charakteristische Funktion eines
WahrscheinlichkeitsmaSes.
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Beweis. Fiiralle z € C mit |z — 1| < $ gilt mit Taylorentwicklung

fog(z) - (= -] < Z2 1

Insbesondere gilt fiir eine Folge (z,) c C:

limsupn|z, —1]<oo <« limsupnlog(z,) < cc.

n—oo n—oo

Sofern einer der Limiten existiert, gilt also

lim n(z, - 1) = lim nlog(z,). (5-1)

i1) = 1): Wihle 2, = ¢,,(t), dann folgt mit (s.1), dass lim,, log (7 (t)) = log (lim,, ¢7(t)) existiert
furallet € R.

i) = 4i): Wir nehmen zunichst an, dass ¢(t) # 0 fiir alle ¢t € R gilt. Dann kénnen wir (den kom-
plexen) log(-) auf die Voraussetzung () = lim,, ¢ (¢) anwenden (wir verwenden fiir gegebenes ¢
einen Zweig, der in einer Umgebung von ¢(t) # 0 analytisch ist) und erhalten mit z,, = ¢, (¢) aus
(s.1) die Behauptung ii).

Offensichtlich gilt die Beziehung (p(t) = e¥(*),

Um ¢(t) # 0 sicherzustellen, zeigen wir, dass ein 7y > 0 existiert mit
1
lp(t)| > 56_7t2 fiir jedes ¢ € R. (5.2)

Nach Satz 3.27 (Lévys Stetigkeitssatz) ist ¢ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeits-
maf3es. Ebenso sind auch |¢|? = ¢@ und |p,|? charakteristische Funktionen von Wahrscheinlich-
keitsmaflen, daher gilt |, (¢)[?" — |¢(t)|? lokal gleichmifig nach Satz 3.27. Es existiert ein € > 0 mit
infyc. [¢(t)| > 3, denn p(0) = 1 und ¢ ist stetig. Es gilt also

limsupsupn (1 - |, (t)[?) < co.

n—oo  |t|<e
Nach Lemma 3.21 v) gilt fiir jede charakteristische Funktion ¢ eines Wahrscheinlichkeitsmafes
0<1-Re@(2t) <4(1-Rep(t)).

Damit gilt also auch sup,, 7 (1 - |¢,,(2t)|?) < o0 und
.. 4
[p(2t) > liminf exp (4n(|oa(t)[* - 1)) = (L))"
k
Alsoist |p(1)] > 1 fir |t] <&, |p(1)] > (1) fiir [t < 2e, ..., |o(t)] > ()" fiir |¢] < 2e, dh.
1 < 1\
o(t)] > 21l <) + (_) 1(e281 < [t] < £2F)
2 Z\2
und dies impliziert (5.2). ]
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Korollar s.s. 7) Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.4 ist ©" = €™V fiir jedes v > 0 die cha-

rakteristische Funktion eines WabrscheinlichkeitsmafSes. Insbesondere ist o = ((p%> unendlich
teilbar.

11) Sei p:R — Cstetig in 0. Dann ist p genan dann die charakteristische Funktion eines Wabrschein-
lichkeitsmafSes und unendlich teilbar, wenn es eine Folge (py,),, von charakteristischen Funktionen
von WahrscheinlichkeitsmafSen gibt mit 7 (t) — @(t) fiir allet € R.

ii1) Sei (fin)n € M1 (R), pin, unendlich teilbar und ji, —— 1. Dann ist auch | unendlich teilbar.

Beweis. i) Sei ¢, wie in Lemma 5.4 und 1, mit ¢, = ©y. Es ist e7(¥n~1) die charakteristische
Funktion von CPoi(rng,) (nach Bsp. und Def. 5.2), also ist

o' = (lim e”(@”‘l))r =e

n—oo

eine CFW (gemif$ Lévys Stetigkeitssatz, Satz 3.27).

ii) Sei ¢ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles und unendlich teilbar.

1 . ..
©n = @ leistet das Gewlinschte, denn

or(t) =p(t) > p(t) firallet € R.

Die Riickrichtung folgt aus Lemma 5.4 zusammen mit Teil 2).

iii) Sei ft, unendlich teilbar, d.h. es gibt eine Folge (v,),, mit p,, = 13" Sei ,, die zugehorige cha-
rakteristische Funktion von v, und ¢ die charakteristische Funktion von p. Es gilt 3™ = i, —
und somit auch ¢? — ¢. Also ist p unendlich teilbar nach i7).

]

Beweis von Satz 5.3. Sei zunichst (v,) ¢ M ;(R) mit CPoi(v,,) = ju. Jedes CPoi(1,) ist unendlich
teilbar, also ist auch p unendlich teilbar nach Korollar 5.5 777).

Sei nun p1 € M;(R) unendlich teilbar, p = pi" firn € N, ¢, = ¢, und ¢ = @,. Esist

enlen®M-D 5 5(t) fiirallet € R

n—oo

(gemif Lemma s.4), also gilt CPoi(nt,) — . O

Bemerkung s5.6. Sei v € M ;(R) mit [ 22 v(dx) < oo und X ~ CPoi(v). Dann ist

E[X]z[ﬂ{xl/(da:) und Var[X]:v/sz v(dx).
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Beweis. Es gilt fiir die Ableitungen von ¢ (t) = exp ([ € - 1v(dz)):

Pi(t) = [ iae™ u(dr) - ox (D).

)= [ u(an) on () + Lo (@) -ox )
Also gilt
E[X] = -igh (0) = [ av(dn),

Var[X] = E[X2] - E[X]? = -4 (0) - (/xu(dz‘))Q:fo?V(dx).

Beobachtung s.7. Seib € R, 02 > 0 und v, € M¢(R) mit

1 1 1 1
- _ — =171 k=0.1,2....
supp(l/k)c( k’ k+1]u[k+1’k) w 0,1,2,

wobei % := 00. Sei weiter

Qy, = [xz/k(da:), k=12 ...
und Z ~ N (0,1), Xy ~ CPoi(1y), k =0,1,2,... seien unabhingig. Sei

X = b+0’Z+X0+ Z(Xk_ak)
k=1

Sofern M,, := Y.i_1 (X}, — a;) fis. konvergiert, ist X unendlich teilbar (nach Korollar s.s, 77z), denn
alle ,Bauteile“ sind unendlich teilbar). Ist

gVar[Xk] = g;—/ 22 v (dx) < 00

dann existiert lim,,_, o, M,,, denn (M,,),, ist ein Martingal mit

supE [M?2] = iVar[Xk] = g:lf 2?2 v (dx) < oo.

neN k=1

Demnach: Wenn v = 3772 v, die Bedingung

/ (2% A1) v(dz) < oo

erfiillt, so ist X eine unendlich teilbare Zufallsvariable und ihre charakteristische Funktion ist

log (x () = log (E [¢""]) + log (E [¢"7?]) +log (E[¢"*]) + Zlog( [e ]
= ith - %U2t2 + [( e — 1) vo(dx) kzlf e — 1 —itz) vy(dz)
= ith - %02752 + f( 1= Lpeny (2) itz v(dz).
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Definition s.8. Ein o-endliches Maf v auf R mit ({0}) = O und [ (22 A 1) v(dz) < oo heifde
ein kanonisches Mafs. (b,02,v) mitb € R, 0% € [0, 00) und einem kanonischen Mafd v heif3t ein
kanonisches Tripel.

Satz 5.9 (Lévy-Khinchin-Formel'). Sei 1 € M;(R) und 1)(t) =log [ € p(dx). p ist genan dann
unendlich teilbar, wenn es ein kanonisches Tripel (b, 02, v) gibt mit

W(t) =ith - %0%2 + f( tr_q - 1japcny () - @tx) v(dx). (5-3)

Das kanonische Tripel ist dabei eindeuntig festgelegt. v beifSt das Lévy-Maf, 02 der Gauf8’sche Koeffizi-
ent, b die Zentrierungskonstante.

Beispiel. Fiir m € R, 02 > 0 hat N'(m, 0?) charakeeristische Funktion pr(m.02)(t) = exp(itm —
162t), d.h. das kanonische Tripel ist (m, 02, 0).

Bemerkung. Anstelle der Abschneidefunktion @ - 14«13 in (5.3) kann prinzipiell jede Funktion f
mit f(x) ~ x firx » Ound [ |f(z) - 2 - Ly | v(dx) < 0o gewihlt werden. In der Literatur
iiblich sind auch f(z) = sin(x) (vgl. Taylorentwicklung von sin(x) bis zur Ordnung 1 ist x) oder
f(z) = =z In der Lévy-Khinchin-Formel dndert sich dann b zu b=b+ [ f(z)-z- 1jp1<1y v(dw).

Beweis von Satz 5.9. ,,<=": Seiein solches kanonisches Tripel (b, 02, /) gegeben, sodass (5.3) gilt. Dann
folgt aus Beobachtung 5.7, dass p unendlich teilbar ist.

Zeige: 1 legt das kanonische Tripel fest. Sei

gi(x) = €™ = 1 = 1ypcryita. (5-4)

Dann ist tzg(tx(—%l) gleichmiflig in  und ¢ > 1 beschrinkt und es gilt

g9:(z)
t2(22 A1) tooo

Damit folgt mit dominierter Konvergenz:

U(t) 1 2 __ L,
thf?o 2 =0- 3¢ +}E§/t2( 2/\1)(m /\l)u(dx)——§a

Also ist o festgelegt. Sei nun ohne Einschrinkung 0% = 0 (sonst gehe tiber zu ¢ (¢) + $0%t).
Es ist

t+1

H0y= o5 [ ) ds 59

:[Reim(l_%/‘jeisxds) V(dx):fRemh(I)V(dI)

'nach Paul Lévy, 1886-1971 und Alexandr Jakovlevich Khinchin, 1894-1959
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(in der zweiten Zeile verwende, dass sich die Terme itb und 1 <1y (z) - itz jeweils herausheben) mit

1- smx’ z+0
h(z) = x (5-6)
0, z=0

Demnach ist J die charakeeristische Funktion von 7 := hv € M ¢(R) (beachte: 7(dz) = ﬁ(ﬁ)(l A

22)v(dzr) mit
h(z)
~ =3, %0
h(:l?) = {1/\:32 t
6 z=0
und 7 ist stetig, beschrinkt und strikt positiv auf R).
Also ist 7 und somit auch v durch v festgelegt und damit schlieSlich auch b.

»=“: Sei nun y unendlich teilbar und ¢ = log ¢,,. Dann ist
Re(y) <0
(denn |, ()] < 1) und
t > Im (¢(t)) istungerade.
Daher ist /(0) reell und 9(0) = 1(0) = [, Re(v(u)) du > 0 (fiir ¢ aus (s.5)).

Falls QZ(O) =0, so ist
=0, fireinbelR,

denn dannist Re(y(t)) = 0 fuirallet € [-1,1], also |, (t)| = 1 fiiralle t € [-1, 1] und falls ¢ nicht

trivial wire, so wire
1= ‘f e p(dw)| < f ‘em| pu(dr) =1

fiir (zumindest einige) ¢ € [-1, 1] (eine nicht-triviale Konvexkombination von komplexen Zahlen

vom Betrag 1 liegt strikt im Inneren des Einheitskreises), ein Widerspruch. d, hat kanonisches Tripel

(b,0,0).
Sei1(0) > 0. Wihle gemiR Satz 5.3 eine Folge (v, ), € M (R ~ {0}) mit CPoi(v,) ~ pu. Setze

b, = f - 1(10)(x) va(d),
wn(t) = 10g @CPOi(un)(t) = / (eitx - 1) Vn(dx) = [ gt dl/n + thn

(mit g; aus (5.4)),

Dult) = wn(t)—% ft_tfwn(s)dp [ etn() va(dn).

Dann gilt nach Lévys Stetigkeitssatz (Satz 3.27) 1, = 9 lokal gleichmiflig und ) ist stetig, insbeson-
dere gilt
Un(t) — (t) firallet e R
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und ¢, (0) > O fiir n geniigend groR.

Somit ist (mit h aus (5.6))

5 (d) = — 10)h(:c)un(d:v) e My (R)
(fur n gentigend grofl) und N
YO i [ et (do)
P(0) e

ist die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaf3es. Es gibt also ein

Te Mi(R) mit 7 57 und () = $(0) [ )

Sei 02 := 64 (0)7({0}), v(dz) = O) - 11420y 7(dx) (dies ist ein kanonisches Maf$) und

9:(2) x#0
fﬁR—)R)$l—) h(l’)’
=3t2, x=0

(mit g aus (5.4), h aus (5.6)). f: ist stetig und beschrinkt, daher gilt

/ftdl/n—> frdv w(o) 2 /gtdu

und damit
Y(t) = lim 9, (¢) = lim (an(o) f Jedv, + itbn) = ——0' [ gedv + lim ith,.

Also existiert b := lim,,_, o b, und es gilt

(t) = ith - [ g dv.
]

Beobachtung s.ro. Sei 1 ein unendlich teilbares Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf R mit zugehorigem
kanonischem Mafl v. Dann ist v := v — lim,,, oo n/ﬁ |R\{0}.

Beweisskizze. ;1 habe kanonische Tripel (b,02,v), dann hat p*'/" kanonisches Tripel
(b/n,o2/n,v/n).
Stelle wie in Beob 5.7 X () ~ ;*1/7 dar als

b o >
XM= 2z XM+ S (x™ -l
PRV AR RIS

mit unabhingigen Z ~ N(0,1), X\ ~ CPoi(iv].) (Iy = (-%,-25] U [, 1), oy =
[1, x mv(de)).
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Sei A = [a,b] c R ein kompaktes Intervall mit d(0, A) > 0 und v(0A) = 0. Man kann zeigen,
dass man fiir P(X () € A) bei geeignet gewihltem m die Beitrige von 2, T Sremer (X ,g") -y

(n)

und von Y}, o mit Limes n — oo (nahezu) vernachlissigen kann: Zu £1,£2 > 0 kann man m

und ng so grof$ wihlen, dass

<|_+TZ+ Z (X(n) (N)) Z&(n)

k=m+1

€2 .
>81) — ﬁlI'TLZ’TLU.
n

Ersetzen wir also X (™) durch

Y= 3 XM ~ CPoi(v]s)
k=0

mit S := (—00, -] U [L, 00) (und wir wihlen m so grof3, dass A c S).

Somit ist fr n gen. grofd
(Ye(a+51,b 51)) <]P’(X(”)GA)<IP’(Y6(a 81,b+81))

Mit der Darstellung (vg. Bsp. und Def. 5.2)

N
YEN'Y, mit N ~Poi(Lu(S)), Vi, ¥, ~ L9 4

2 V()
ist
nP(Y e A) =nP(N=1,Y; e A) +nP(N >2, TN, Y, € 4)
v(A)
v(S

=ne ”(S)/" v(S) )
e ”(S)/”V(A)+O( ) — v(A).

O(nP(N >2))

]

Beispiel s.ax. ) Gamma(r, A) mit Formparameter 7 und Skalenparameter A hat Dichte f(z) =
%m’"‘le‘ml(om)(x) und charakteristische Funktion ¢(t) = m, erfillle Gamma(r, \) =
Gamma (%, )\)m.

Somit ist fiir A ¢ R \ {0} kompakt

T}i_{gonu% [k f0y (A) = lim n/ I r/n) 2" 1e A o oy () d = nge‘/\x dx

(verwende I'(x) ~ 1/x fiir v - 0, wasz.B. aus I'(x + 1) = 2I' () folgt), d.h. das kanonische Maf ist
v(dr) = Le?"1 (g o) () d.

Weiter ist 02 = —21im;_, t% log YGamma(rn)(t) = Ound b = 0 (da supp(Gamma(r,\)) =
[0, 00)).
i7)Seia > 0. Cauchy(a) hat Dichte f(x) ==
Sei A c R\ (—¢,¢) und betrachte a = 1:

n? 1
nCauchy( ) (A) = [4 e dx o /A ?dx

Folglich ist v = 1{$¢0}p dx,0? = =21imy_ e = 7% 108 Pcauchy(1)(t) = 0 und b = 0 aus Symmetrie.

und charakteristische Funktion ¢, (t) = e/,

()2
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s.x  Ein Bericht iiber stabile Verteilungen
Beispiel s.12. Seia € (0,2) und v, (dx) := il{x¢0}|x|‘a‘1 dx mit

=2I'(- o #1
oi= [ (1= cos(a)lal " da - (Fa)eos(). @
R~ {0} 7r a=1

(beachte 0 < 1-cos(x) < 22 A2, d.h. das Integral ist endlich, vgl. z.B. [Fe, Kap. XVII, S. 568-569] fiir
den expliziten Wert). v, ist ein kanonisches Maf} (denn [~ (22 A 1)z~ dx < oo fiir o € (0, 2)).

Y

Sei 1, die unendlich teilbare Verteilung mit kanonischem Tripel (0, 0, v ). fto, heifit (standard-)
symmetrisch stabile Verteilung von Index o.. Gemif§ Lévy-Khinchin-Formel ist

Ve (1) =log o, (t) = /}R\ (e tr_ 1 - zt:cl{|x|<1}) —0a|x|“+1 dz.

{0}
Der Imaginirteil des Integrals ist aus Symmetriegriinden = 0, daher folgt
) 1
£) = i it ye) ———— d
bu()= f (e L ofeny) gyt 40
1
=—— 1- t —a-lyg
0 Jaior (1= cos(tx)) || x
e [ (L= cos()) Iyl - dy = e
0, Jr {0} It|

(wir substituieren tx = y fur das dritte Gleichheitszeichen).

Insbesondere gilt also: Sind X, ..., X, ~ 11, unabhingig, so ist

Xi+-+X,
X (5-7)

n N\
denn (2, ()" = (¢77) = 0 (0):
Bemerkung. Die analoge Verteilungsidentitit (s.7) fiir o = 2ist fiir X; ~ N (0, 02) erfiillt, in diesem
Sinne sind die (zentrierten) Normalverteilungen die symmetrisch stabilen Verteilungen von Index 2.

Definition s.13. Sei 1 € M;(R) und seien X1,..., X,, ~ 1 unabhingig. p heilt (strikt) stabil mit
Index o € (0,2), wenn
Xi++X, 4
na
w heiflt szabil mit Index o (auch im weiteren Sinne stabil), falls es b, € R gibt, sodass
Xi+-+X,-0

1
n «

d
n:X1.

Beobachtung s.14. Sei X unendlich teilbar mit kanonischem Tripel (b, 02, ) und sei @ > 0. Dann
gilt:

1 .
log wax (t) =logwx(at) = ibat — §a2a2t2 + f et =1 = 1ypj<nyitaz v(dz)

1 )
= ibat - 50'26L2t2 + f ehtar _ 1 — 1{|ax|<1}itax V(dx) + 1t f ax (1{|ax|<1} - 1{|$‘<1}) I/(dI)

SI



Also hat a X das kanonische Tripel

(ab+ CL/ x (1{|am‘<1} - 1{|z|<1}) I/(dﬂf), 02a2’ Vo fa—l)
mit f,(z) = ax.

Satz s.as. X ist genau dann stabil mit Index o € (0,2), wenn esb € Rund c,.,c_ > 0 gibt, sodass X
das kanonische Tripel (b,0,v) besitzt mit

v(de) = c_Lycoy|z| 7 da + ¢ 1 popy |27 da. (5.8)

Bericht 5.16. Stabile Verteilungen von Index av = 2 sind die Normalverteilungen, es gibt keine stabile
Verteilungen von Index a > 2.

Beweisksizze fiir Satz 5.15. X habe kanonisches Tripel (b, 0, ) mit v aus (5.8), X7, ..., X, seien u.a.
Kopien von X. Dann hat
Xi+-+ X,

kanonisches Tripel (nb, 0, nv) und mit b, := nb - bpl/ - nl/e fn’l/a§|x\<1 zv(dx) hat
n*xX +b,

kanonisches Tripel (nb, 0,v 0 f~} ) (vgl. Beob. 5.14).
Esistv o f;ll/a = nv: Betrachte z.B. a > 0, so ist

(vo £y ([a.0) =v([n e c)) <e. [ o do

~-1/ag

=ne, /Oo y 1t dy =nv([a,o0))

mit Substitution y = n/*z. Somit gilt
X+ + X, Sl X + 7,

(Wir sehen auch: Fir strikte Stabilitit muss b, = 0 sein, dies fiihrt fiir @ # 1 zur Bedingung b =
(co—c)f(a-1))

Sei andererseits X stabil mit Index a € (0, 2) (also insbesondere X unendlich teilbar), dann muss
analog zu oben das zugehérige Lévy-Mafl v die Bedingung

vo f;ll/a =nv furjedesn € N

erfiillen. Setze

ho(2) = u([r,00)), h-(x) = v((~00,~z]), x>0,

diese erftillen
nhy(z) = hy(n"Y%2), >0, neN.
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Mit der Wahl 2 = (n/j)"/® mitn, j € N (und dann n = j fiir die zweite Gleichung) ergibt sich

nhi((n/j)l/a) = hi(j_l/a) = jhi(1)7
d.h.
ho(z) =2 %hy (1) firz=(n/j)"Y* mitn,jeN.

Da h, monoton fallend ist, gilt b (z) = 27*h.(1) fiir beliebiges « > 0. Somit muss v die Form (5.8)
haben. ]

Bericht s.r7. Die stabilen X aus Satz 5.15 haben

ict — d[t|* (1 +ifsgn(t) tan (aZ)), a#1

lo t) =
gex(t) {ict - d|t] (1 +10sgn(t)2 log(|t|)) , a=1

mitceR,d > 0,0 = <%= ¢ [-1,1] (vgl. [Br, Theorem 9.32]).

crtco

Bericht 5.18. Ist X stabil mit Index o, so ist
<oo, 0<f<a
=[x |
=00, B2«

Bericht 5.19 (Stabile Analoga zum Zentralen Grenzwertsatz). Seien X1, X», ... unabhingige, iden-
tisch verteilte, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'.

i) Gibtes Konstanten a,,, b,, fiir die

Xi+-+X,-b, 4

n—>00
an

Y (5.9)
gilt, so ist Y stabil.

ii) Genau dann existieren (@, ), und (b, ), mit (5.9), sodass Y stabil ist mit Index a € (0, 2), wenn
escy,c- > 0gibtmite, +c->0und

2 lim LG8 _ &
oo 1 = F(x) e
P(X 1
b) Fallsc, > 0,sogiltfiralle > 0: lim M = —,undfallsc_ > 0,so giltfiiralle { > 0:

zme P(X > 1) €@
. P(X<=x) 1
lim ———> = —.
zwoo P(X <—x) &2
Bemerkung. Ein ,Paradebeispiel® fiir die Bedingung ii) aus Bericht s.19 ist eine Zufallsvariable X
mit Dichte

f([E) = 011{m21}x‘a‘1 + 021{:%_1}(_1,)—@—1.
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Kapitel 6

Markovprozesse

6.1 Grundlegendes: Stochastische Kerne, projektive Familien

Definition 6.1. Seien (S, 97 ) und (.S, 9% ) messbare Riume. k:S1 x <% — [0, 1] heiflt stochasti-
scher Kern (auch Markov-Kern) (von (S1, Ar) nach (S2, o4,)), falls gilt

i) Firalle Ay € o4 gilt: S1 3 2~ k(x, Ay) ist (@ — B(R))-messbar.
ii) Firallex € S; gilt: k(x, -) € M;(52).
r heiflt substochastisch, wenn in i1) gefordert wird, dass (x, - ) € M<1(.S2).

Beispiel 6.2. i) SeiS; =S5 = S hochstens abzihlbar, & = % = 2% und (pyy ). yes eine stocha-
stische Matrix. Dann ist 5(7, A) := 3, 4 Puy €in stochastischer Kern (von S nach 5).

i) Sei §1 = S = R, A = o = B(R) und v € M;(R). Dann ist k(x, A) := (§, *» v)(A) =

V(A — x) ein stochastischer Kern.

(Interpretation: k(z, -) beschreibt einen zufilligen Sprung gemifd v von x aus.)

Erinnerung (Produkt o-Algebra). Seien (S;,.%%), i € I messbare Riume und sei S = X, S;.
Dann ist & = Qs 7 die kleinste o-Algebra, beztiglich der alle kanonischen Projektionen 7;: .S —

S; messbar sind.

Bemerkung und Definition 6.3. i) Seien (S;, %), = 0, 1,2 messbare Riume, &, ein stochasti-

scher Kern von Sy nach 5] und k4 ein stochastischer Kern von Sy x S; nach S5. Dann ist
K1 ® Ko: Sy x (&) ® atp) - [0, 1]
(oo A) = [ [ La(ar,2) wo((ao, 1), do) s (o, d)

ein stochastischer Kern von Sy nach S; x Sy (,,Produkt von x1 und o).
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i) Seien (.S;, %), 4 = 0,1, 2 messbare Riume, k; ein stochastischer Kern von Sy nach S; und ko
ein stochastischer Kern von 57 nach S5. Dann ist

KlOKQ:SOX%_)[(),l]
(I7A) = L ﬁ?(yaA) 1{1(1'7 dy)

ein stochastischer Kern von Sy nach S5 (,,Verkettung von x1 und o).

Definition 6.4. Ein messbarer Raum (S, <) heif3t Borel-Raum (oder auch Standard-Borel-Raum),
wenn es ein B € Z(R) und eine Bijektion ¢: S — B gibt, sodass ¢ und ¢~ messbar sind.

Satz 6.s. Jeder polnische Raum (ausgestattet mit seiner Borel-o-Algebra) ist ein Borel-Raum.

Beweisskizze. Betrachte zunichst [0, 1]°° mit Metrik
d (i), (ys)) = D27 s — wil.
i=1
Fir x = (21, 29,...) € [0, 1]* sei

oo
;= Z Q_jxm- mitz; ; € {0,1}
j=1

die (eindeutige, nicht-abbrechende) Binirdarstellung. Sei (a(n),b(n)), . eine Aufzihlung von N2

und setze

W(x) = Y 27 Ta(n) p(n)-
n=1

1 ist bijektiv und bi-messbar (beachte: y + k-te Zifter der Bindrentwicklung von y ist messbar, sie ist
stiickweise konstant). Also ist [0, 1]* ein Borel-Raum.

Zeige: I ein polnischer Raum (mit Metrik d),
so gibtes S c [0, 1]°° messbar und eine bi-messbare Bijektion p: E' - S. (6.1)
Sei dazu 21, X2, . . . eine dichte Folge in £ und definiere
o(x) = (d(x,x1) A1, d(z,29) A1,...) €[0,1]%.
Es gilt

Yo —y inE <= d(yp,Tm) A1 — d(y,x,) A1 fiirallem e N.

n—o0o

Sei dazu zunichst y,, - y. Fiirallen € Nist d( -, x,,) stetig, also gilt d(yn, 1) A1 = d(y, xm) A 1
fir allem € N.

Sei umgekehrt d(y,,,x,) A1 - d(y,x,) A 1 fir alle m € N. Es gilt d(y,,y) A1 <
(d(Yn, Tm) A1) + (d(y, ) A1), also ist limsup,, o (d(yn,y) A1) < 2(d(y,xm) A1). Wihle
nun eine Folge x,,, — y und erhalte lim,,_, o d(y,,y) = 0.
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Demnach ist also ¢ stetig und injektiv und ¢™1: p(E) — E ist stetig.

Zeige:
S:=p(F)c[0,1]* ist messbar. (6.2)
Sei dazu

U, = {(xi) 5|3V c[0,1] offen, = € V und diam (' (V 1 §)) < l} |
n

Esist S c U, denn ¢~ !iststetigauf S = ¢(£), und U, ist relativ offen in S.
Zeige
(U, cS.

Seiz €N, U, cS.Zun e N wihle

1
V,, c [0,1] offen mit 2, € V,, ¢ V,,_; und diam(p 1 (V n S)) < —
n

: ! : /
sowie x;, € V,, n S mitz;, — .

yp, = ¢ H(a},) ist Cauchyfolge in E. Da E vollstindig ist, existiert ein y € E mity, — y. Wegen
Stetigkeit von ¢ gilt

(y) = lim (™' (27)) = lim 7, =z,
alsoistz € S = p(E).

Damit ist

S =(\U, messbar,

denn U, ist relativ offen in S und damit messbar, d.h. (6.2) gilt. Insgesamt folgt (6.1).
Mehr Details finden sich z.B. in [RW, Ch. I1.82] oder [Br, Appendix 7]. [

Satz 6.6 (Existenz einer reguliren Version der bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir Borel-Werteberei-
che, vergl. auch Bericht A.9). Sez (2, F,IP) ein Wabrscheinlichkeitsraum,d ¢ F eine Teil-o-Algebra
und X eine Zufallsvariable mit Werten im Borel-Raum (S, o). Dann gibt es einen stochastischen
Kern kvon (2,9 nach (S, o) mit

K(w,B)=E[15(X)|¥9](w) P-fs
fiirjedes B € .

Beweis. Sei ohne Einschrinkung S ¢ R Borel-messbar, sonst wihle ¢: S — S’ c R bijektiv und
bi-messbar und betrachte X’ := p o X.

FirreQsei £, :=E [1(,°O,T](X) | %] Firr,r’ e Q mitr <1/ gilt
F<F. lmF,=1  lmF,=0, limF.,i=F (6.3)

n—00 n—00

IP-fast sicher, d.h. es gibtein N € .# mit P(IV) = 0, sodass die Ereignisse aus (6.3) auf 2 \ NV gelten.
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Setze

Fy(w) := {inf{Fr(w} (725, 1eQ), weQNN

1{520}, weN

F ist fiir jedes w € (2 die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafies auf R. Sei £ (w, - ) das
zu w gehorige Wahrscheinlichkeitsmafl. Fir r € Q ist

K(w,(=o0,r]) = F,  %-messbar nach Konstruktion.

Demnach ist

wr Kk(w, B) %-messbar fiir alle B € Z(R),

denn die Menge aller B mit dieser Eigenschaft ist ein Dynkin-System, das den schnittstabilen Erzeu-
ger {(—oo,7] | r € Q} von Z(R) umfasst (vgl. [Kl, Satz r.19] oder [Str, Satz 1.14]).

Zeige nun, dass
(-, B) fiir jedes B € Z(R) eine Version von E[15(X) | ¥4 ] ist.
Seidazu A € ¥4,
n(B)=E[1ak(-,B)] und 1»(B):=E[1415(X)].

v1 und v, sind endliche Mafle auf R und es gilt v ((—00,7]) = v2((—o00,7]) fiir alle 7 € Q nach
Konstruktion. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Maf8e (vgl. [Kl, Lemma 1.42] oder [St1, Satz 1.18])
folgt damit 14 (B) = v»(B) fiir alle B € Z(R), also gilt

E[].AKJ(,B)] = E[lAlB(X)]
fiir jedes A € 9. ]

Korollar 6.7. In der Situation von Satz 6.6 sei G = o(Y') fiir eine Zufallsvariable Y mit Werten im
messbaren Raum (S', 2/"). Dann gibt es einen stochastischen Kern k' von S' nach S mit

K'(Y,B)=E[15(X) |Y] fastsicher fiiralle B € < .

Erinnerung 6.8 (Faktorisierungslemma). SeiY eine Zufallsvariable mit Werten im messbaren Raum
(S, 47") und sei f:Q2 - R o(Y)-messbar. Dann gibt es eine messbare Funktion ¢: S’ - R mit
f = goY (sichezB. [St;, Lemma 1.48] oder [KI, Korollar 1.97]).

Bewets. Seizunichst f =14 firein Aeo(Y) ={Y"Y(B) | B e 4/}, alsogibtesein B € &/’ mit
A=Y"1(B).Dannist g := 15 messbarund esgilt f =go Y.
Seinun f > 0. Schreibe f = Y77, o, 14, fiir geeignete v, > 0, A,, € 0(Y'), beispielsweise
f = Z n]-{fe[n,n+1)} + Z 2_k1{k-te Ziffer in der Binirentwicklung von f—| f|ist 1} -
n=1 k=1
Da die Behauptung fiir Indikatorfunktionen gilt, folgt sie damit auch fir nichtnegative f.

Sei nun f beliebig. Schreibe f = f* — f~ mit f*, f~ > 0. Da die Behauptung ftir nichtnegative
Funktionen gilt, folgt sie damit auch fir f. O]
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Beweis von Korollar 6.7. Die F,., r € Q aus dem Beweis von Satz 6.6 sind 0(Y")-messbar, also gibt es
nach Erinnerung 6.8 eine messbare Funktion F}/: " - Rmit F}. = F/ o Y.

Fiihre die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 6.6 fiir die F! durch, erhalte x/(2, - ) fiirz’ € 5"
als das Wahrscheinlichkeitsmafd mit Verteilungsfunktion Fr(z). [

Lemma 6.9. Sei (S,.97) ein Borel-Raum, (S, /") ein messbarer Raum, X eine S-wertige und Y
eine S'-wertige Zufallsvariable auf demselben Wabrscheinlichkeitsraum. Dann gibt es eine messbare
Funktion f:S' x [0,1] — S, sodass gilt:

It Y eine Zufallsvariable mit Y £Y und U ~ unif ([0,1]) unabbingig von Y, so ist
818
(f(Y, U),Y) d (X,Y).

Bewess. Sei ohne Einschrinkung S ¢ R (messbar), ansonsten gibt es (wie im Beweis von Satz 6.6)
B e #(R)und ¢ : S - B bijektiv und bi-messbar; betrachte X’ := ¢o(X'), konstruiere ein entspre-
chendes f7: 5" x[0,1] - B undsetzedann f := ¢l o f.

Sei 1’ ein stochastischer Kern von S nach S gemif3 Korollar 6.7. Setze
fly,u) :==sup{x e R| k' (y, (-o0,z]) <u}, yeS uel0,1].

f ist messbar, denn
f(y,u) =sup{z € Q| r'(y, (-o0,7]) <u}

und
Cp:={(y,u) € S"x[0,1]| k' (y, (-00,z]) < u}
= U WKy, (-00,z]) <v}x[v,1] e &’ ® 2([0,1]).
veQ4+n(0,1)
Firz e Rund A € & ist

P(VeA f(Y,U)>2)=P(Y eAr(Y,(-00,2]) <U)
= 1 Ly, (~o0z <u$?7ﬁ d7d
[S,X[O’l] AWy, (-ooan<uy £ (Y, U)(dy, du)
= f 1a(y) f[o M ooy duZ (V) (dy)

:fS, La(y) (1=K (y, (=00,2])) Z(Y)(dy)

= E[Lyeay (1-#'(Y, (~00,2]))]
=E [I{YEA},%'(Y, (z, oo))]
=E[1pyenlixoa]-
O

Im Folgenden sei [ eine beliebige Indexmenge, (.5;, % ), 4 € I seien Borel-Rdume und fiir J ¢ [
sei 27 := X, ;S; mit Produkt-o-Algebra &7 = ;¢ 7. Fur J' ¢ J c [ sei
WjﬁﬂJ - Qy, (SUi)ieJ = (l’i)z‘eJ'

die kanonische Projektion. (77, ist offenbar messbar.)
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Definition 6.10. Fiir J ¢ I mit 0 < |J| < oo sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, .27;).
{Py|JclI,0<]|J|< oo} heiflt projektive Familie, wenn gilt

Py =Pyo(n})" firalle J c J

Beispiel 6.11. Sei [ = Ny, S; = S eine hochstens abzihlbare Menge, 11 € M1 (.S) und (psy )4 yes cine
stochastische Matrix. Sei P2, := P 1, ny € My (S101,n}) gegeben durch

77777

P, ({x()?xl? cee 7In}) = M({xO})gpxi,le

(und erhalte P; fiir allgemeine J ¢ N, 0 < |J| < oo durch ,Aussummieren der Koordinaten in
{0,1,...,n} N Jaus P,, wobei n = max J). Dannist {P; | J c I, 0 < |J| < oo} eine projektive
Familie.

(P, beschreibt die Verteilung der ersten n Schritte einer Markovkette mit Startverteilung /¢ und
Ubergangsmatrix p.)

Satz 6.12 (Kolmogorovs Erweiterungssatz'). Zu einer projektiven Familie {P; | J c I, 0 <|J| < oo}
anf einem Produkt von Borel-Riumen gibt es genau ein Wabrscheinlichkeitsmaf§ P auf (), 97) :=
(2, 1) mit

Py=Po(nh)™ fiirjedes JcImitO<|J|< oo.

P beifst projektiver Limes der { Py}, auch geschrieben P = lim Py .

JAI

Beweis. Zur Eindeutigkeit: Angenommen P und P’ seien projektive Limiten der { P }. Seien
Zy= {A ed | A= (7)) (B) fiirein B € JZ/J}

die ,Zylindermengen® mit Basis J. U jc1,|7j<c0 £ ist ein schnittstabiler Erzeuger von &7, auf dem P
und P’ wegen P o (7)~! = Py = P’ o (7])~! tibereinstimmen. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir
Maf3e folgt daher P = P,

Zur Existenz: Betrachte dazu zunichst den Fall I abzihlbar, sei ohne Einschrinkung I = Ny und
Pn = P{O,l ..... n}e
Nach Lemma 6.9 gibt es eine messbare Funktion

fn:SO>< XSTLX [071] _>Sn+17
so dass gilt: Ist (X, ... X,,) ~ P, und U, ~ unif([0, 1]) unabhingig von (X, ... X,), so ist
(X0, s Xy F((Xos - X0),Un)) ~ Pt

(sei (Xo, .-+, Xns1) ~ Pyyrundlese X := X1, Y == (Xo,..., X,) in Lemma 6.9).

Sei Xy ~ P und seien Uy, Uy, ... ~ unif([0,1]) unabhingig von X (fiir die Existenz von
Uo, Uy, ... vgl. [St1, Kor. 5.10] oder [KI, Kor. 14.36]). Konstruiere X, X5, ... via

Xn+1 = fn((X07 <o 7Xn)7Un)7

'Andrej N. Kolmogorov, 1903-1987
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dann gilt induktiv
(Xo,..., X)) ~ P,
P = £(Xy,X1,...) ist somit projektiver Limes der { P, }.
Sei nun [ iiberabzihlbar. Sei

C:: U Z[l,

I'cr
I’ abzihlbar

offenbar ist C ¢ &7 und alle Koordinatenprojektionen sind C-messbar.
C ist o-Algebra, denn
1) Q= (7'('},)_1(9]1) eC
ii) Sei A € C, das heifit es gibt ein abzihlbares I’ ¢ [ mit A € Z.. Dann ist aber auch A € Zp, also
AceC.

iii) Seien Ay, As,...€C,also A, € Zy; fiir ein abzihlbares I}, ¢ I. Dannistauch I’ := Upen I, € 1
abzihlbar und es gilt U,y Ay, € Z17 € C.
Zudem gilt &7 c C, da alle Koordinatenprojektionen C-messbar sind. Zusammen folgt .7’ = C.

Fiir ein abzihlbares J c I gibt es nach obigem genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P; auf
(QJ, %J) mit
Py = Pyo(my)™ fiirjedes endliche K c J.
Fasse dies via
ﬁ]((ﬂﬁ)_l(B)) = PJ(B) ﬁirBEﬂZ]
als Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (€, Z;) auf.
Fir A € of = C setze
P(A):=P;(A), fallsAecZ,.
P ist wohldefiniert, denn ist B € Z; N Z j eine Zylindermenge mit endlicher Basis K (c JnJ’), d.h.
B = (k. )"Y(B’) fiirein B’ € &, dann ist
P;(B) = Px(B') = P;(B)
und
{(7i) {(B) | K cJnJ', |K|< oo, Bed}
ist ein schnittstabiler Erzeuger von Z; n Z 5. Also gilt P ;= P rauf Z; N L.
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass P ein Wahrscheinlichkeitsmafd auf (€2, &7) ist. Es gilt P(@) = 0
und P(€2) = 1, denn @,2 € Z fiir jedes K. Seien Ay, Ay, ... € o paarweise disjunkt, das

heifSt A,, € Z;, fir ein abzihlbares J,, ¢ I. Dann ist auch J = U,y J,, abzihlbar und es gilt
Ay, Agy o Unen An € Z g, also folgt

P(U An) = E(U An) = iﬁ,(An) = i P(A,).

neN neN
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6.2 Markov-Prozesse und Markov-Halbgruppen

Es sei E ein polnischer Raum, I = Ny oder I = [0, 00) (oder allgemein / ¢ R mit der Interpretation
I als ,Zeitindexmenge™). Sei X = (X;)ses ein adaptierter, stochastischer Prozess mit Werten in £
(d.h. fiirjedes ¢ € I ist X, ist eine FJ-wertige, .%#;-messbare Zufallsvariable) definiert auf einem filtrier-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &7, (%} )ser ). Sei weiter ( P, )z eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaf3en auf (€2, &7).

Definition 6.13. X heiflt Markov-Prozess mit Verteilungen (Py) zep, wenn gilt:
i) Firze Egile P,(Xo=x) = 1.
ii) k(x,B):= P,(X € B) firx € E, B € (F)® ist ein stochastischer Kern.
iii) X besitzt die schwache Markov-Eigenschaft: Firx € E, A e (E) und s,t € [ gilt
P( Xy € Al Fy) =k (Xs, A)  PpAfs.
mit ke (x, A) = k(2, {y = (Yp)ver € B |y € A}) = Po(X; € A).

Falls E abzihlbar ist, so heif§t X auch diskreter Markov-Prozess. Falls I = Ny, so heifdt X auch
Markov-Kette.

Wir schreiben E,[. . .] fiir Erwartungswerte unter P,, %, (X)) fiir die Verteilung von X unter
Py, analog £, (X | ¥), etc.

Wir betrachten in diesem Kapitel nur den zeitlich homogenen Fall: fiir ¢; < 5 hingt die bedingte
Verteilung von X;, gegeben F;, nur von X, und ¢ - t; ab, nicht aber explizit von ¢; und ¢, vgl.
Definition 6.13, iii).

Bemerkung 6.14. Ein Markov-Prozess besitzt die elementare Markov-Eigenschaft: Unter jedem P,
giltfiru <t
Px(Xt€A|ﬁu):Px(XteA|Xu) f.S.

Dies folgt unmittelbar aus Definition 6.13 i7), verlangt aber im Gegensatz zu Definition 6.13 nicht
die zeitliche Homogenitit der Dynamik.

Definition 6.15. Sei I c [0, co0) abgeschlossen unter Addition. Eine Familie (£ )te; von (sub-) sto-
chastischen Kernen von £ nach E heifit (sub-) stochastische Halbgruppe, wenn fir alle s, € I gilt:

Ks O Rt = Ksyt-

Dies sind die sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungen*.

Satz 6.16. Ist ((Xy)ter, (Pr)zer) ein Markov-Prozess, so definiert

Ki(x,A) =P (X €A), weE AcAB(E), tel (6.4)

*nach Andrej Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987; S. Chapman, 1888-1970
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eine Markov-Halbgruppe und die endlich-dimensionalen Verteilungen von (Xy)ter sind durch (K¢ )ter
festgelegt. Insbesondere gilt fiirn € N, 0 =ty < t; <...<tyund fi,..., for £ — R beschrinkt und

messbar
E, llj fj(th)] = [’ftrto(wa dxl)fl(xl)"'f"itnftn_l(xn—la dxy) fo(zn). (6.5)

Umgekebrt gibt es zu jeder Markov-Halbgruppe (ki )er einen Markov-Prozess (X4 ) er, sodass (6.4) und
(6.5) gelten.

Bewers. Sei ((X¢)ier, (Pr)zer) ein Markov-Prozess. Nach Definition 6.13 i7) definiert (6.4) einen
stochastischen Kern. Weiter gilt fiir s,¢ € / und A € #(F)

Rort(2,A) = Po(Xgyp € A) =B, [Po( X € A| F)] = Ep[re( X5, A) ]
= f ki(y, A) ks(x, dy) = (ks o k) (x, A).

Damit ist (k¢ )ses eine Markov-Halbgruppe.
Zeige (6.5) induktiv. Sei f1 = 14, A € B(R). Esist

Efﬂ[fl(Xh)] = Pﬂc(Xt1 € A) = K’tl(x7A)7

also gilt (6.5) fir n = 1 fiir Linearkombination von Indikatorfunktionen und somit mit den ,iibli-
chen Approximationsargumenten auch fir allgemeine f. Es sei nun (6.5) wahr ftir ein n € N. Sei

JE(th) = f frns1 (V)R -1, (X4, , dy). Dann ist

]EI [ﬁ fj(th)] = EI [Eiﬂ [ﬁ fj(th) 32157;‘” = Ea: [ﬁ fj(th)Eac[fn+1(th+1) | ytn]‘l

=E, [Ii fj(th) [ fn+1(y)/€tn+1—tn(th, dy)] =E, [li fj(th) JF(th)] .

Wende nun (6.5) an auf f1, fo, ..., fu_1, fuf.

Sei umgekehrt (£ )er eine Markov-Halbgruppe. Fiir ein endliches J ¢ I, J = {tg,t1,...,t,}
mit 0 =ty <ty <...<t, definiert (6.5) ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ P, ; auf EVI.

Pz7J(A):—/\K/t1_t0(w, d$1)-..f/<tn_tn_1($n-1,den)'lA(ﬂC,%,.--,ﬂUn), Ae EV,

Zeige: { P, ;| J c I, |J| < oo} ist eine projektive Familie. Sei .JJ wie oben gegeben, J' := J \ {#;} fiir
einle{l,...,n} und A; € Z(F). Dann gilt

Pw,J((Trj’)_l(AOX-~-XA171XAI+1X-~-XA7L)):Pm,J(-nXAlleEXAHlX...)
= o [ Ko (s, da) s [ (@ o), () -

=... f Ri—¢;_, © Htl+1_tl($l_17 d[lfl_,.l) e = / Rty 1 —ti_1 (:Ul—la dl’l_,.l) R
= :v,J’(AOX--~XAl—1XAZ+1X--~XATL);
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das heiflt P, j o (79,)~! = P, . Mit Satz 6.12 folgt die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsmafies P,
auf Q = B!, o = B(E)®!, sodass fiir die t-te Koordinatenprojektion

XeQ—-E, Fi=0(Xs|s<t)

die Formel (6.5) gilt. ((X¢)ser, (Pr)zer) leistet das Gewiinschte.
Zeige die (schwache) Markov-Eigenschaft, das heifft P, (X¢.s € A | %) = ki( X, A). Mengen
B der Form

B={X;,eAp,..., Xy, , €An1}, O=tg<...<t,=s,neN A ecRB(FE)
sind ein schnittstabiler Erzeuger von .%;. Es reicht also,
Eq [14(Xs, A)15] = Eo [11x,,.cay15]
zu zeigen. Betrachte dazu
P.(Xy, € Ag, ..., Xy, € Ap)
— [ P € Aoy Xy € Az, Kiyy € )L (1), (201, An)

demnach also P, (X, € A, | Z,_,) = Kty (X1, 15 An) (Fs.). O

n-17

Bemerkung 6.17. Alternativ (und dquivalent zu Definition 6.15) betrachtet man die sogenannte

Ubergangshalbgruppe

th(:c)szf(y)rit(x,dy), t>0,xreF

die zumindest fiir f : £ — R beschrinkt und messbar wohldefiniert ist; 7; f ist dann wiederum eine
beschrinkte, messbare Funktion auf E. Offenbar gewinnt man mit Wahl f = 14, A € #(F) aus
Ti14(x) = ki(x, A) den Kern k; zuriick. Analog zur Interpretation k;(x, A) = P,(X; € A) in
(6.4)ist Ty f (z) = E,[ f(X}:)] fiir den Markovprozess X = (X} )¢er aus Satz 6.16.

Die Halbgruppeneigenschaft von (k¢ )ses beziiglich Verkettung aus Definition 6.15 ist dquivalent
zur Halbgruppeneigenschaft der Familie (77 ), beztiglich Hintereinanderausfithrung (als lineare
Operatoren), d.h.

Tthf = (Tt o Ts)f = Tt(Tsf) = Tt+sf

Offensichtlich gile T}, f > O fiir f > 0 (7} ist positiv) und mit || f|| := sup,.p | f(z)| auch ||T} f|| <
| f]| (T} ist eine Kontraktion) und T31 = 1 (bzw. T;1 < 1, falls (k) sub-Markov ist).

Beispiel 6.18. Sei £ abzihlbar und p = (p(2,y) ). yer cine stochastische Matrix. Sei

Kn(z, A) = Z P (x,y).

yeA

(K )nen, ist eine Markov-Halbgruppe. Satz 6.16 liefert eine Markov-Kette (X, ) ey, mit Ubergangs-
matrix p.
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Beispiel 6.19 (Faltungshalbgruppen und Markovprozesse mit unabhingigen stationiren
Zuwichsen). Sei (V¢)i0,0) © Mi(R) eine Faltungsgruppe, das heiflt v, * v, = vy, fir
s,t>0.

Kz, - ) = 0y * 1y

definiert eine Markov-Halbgruppe auf R, denn fiir eine beschrinkte, messbare Funktion f:R - R
gilt

f(y) (ks 0 mi) (2, dy) = f(y) ri(z, dy) ks (e, dz) = fd(o: + 1) k(2 dz)
/ /] /]

:f[f(z+y’)yt(dy’)ms(x,dz):[ff($+z'+y')Vs(dZ')Vt(dy/)

:/f(x+x’)(ys>eyt)(dx'):/f(x’)/{s”(x,dx').

Sei X : R[0.%) — R die ¢-te Koordinatenprojektion. Nach Satz 6.16 (und seinem Beweis) gibt es auf
Q=R o7 := B(R)[0) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen (P, ) zcr mit

PxO(XtO,...,th)_l :5x®®l<’tj_tj—1’ TLEN, O:to <... <tn'
g=1
Es gilt
P:B(Xto € Bo,th - Xto € Bl, - 7th - th71 € Bn) = 5$(B0) H Vij—t; 4 (Bj)
j=1

Man sagt: (X})se[0,00) hat unabhingige, stationire Zuwichse.

Insbesondere: Sei v € M;j(R) unendlich teilbar mit ¢, (u) = exp(¢(u)) mit 1) gemill der
Lévy-Khinchin-Formel aus Satz 5.9. Ist 11, > 0 das Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf R mit ¢,, (u) =

exp(t(u)), so ist
Pronn () = o, - py, = € e = elsv = P (),
das heiflt (14 )15 ist eine Faltungshalbgruppe.

Bericht 6.20. Den zur Wahl v, = N(0, 1) in Bsp. 6.19 gehdrigen Prozess (nimlich die Brownsche
Bewegung) hatten wir bereits explizit in Satz 2.2 konstruiert. Wir haben dort auch gezeigt, dass der
zugehorige Prozess so gewihlt werden kann, dass er stetige Pfade besitzt, was nicht aus dem Argu-
ment in Bsp. 6.19 folgt (Bsp. 6.19 garantiert nur eine ,rohe® Version ohne Pfadeigenschaften, d.h.
ein W’maf auf dem Produktraum R[%:%), dessen endlich-dimensionale Verteilungen mit denen aus

Satz 2.2 ibereinstimmen).

Im Allgemeinen kann man fiir die Prozesse aus Bsp. 6.19 keine Version mit stetigen Pfaden finden,
es ist gibt aber immer eine Version mit rechtsstetigen Pfaden, die linksseitige Limiten besitzen. Dies
sind die sogenannten Lévy-Prozesse. (Ein einfaches Beispiel sehen wir in Bem. 6.22 unten, nimlich
Poissonprozesse auf R,.)



Beispiel 6.21. Sei E endlich, (Q(%,V))syep eine Matrix mit Q(x,y) > 0 fir x # y und
Yyer Q(w,y) = 0 fiir alle x € E, wir betrachten Zeitindexmenge I = R, Sei

T, :=e'@ = Z t”Q” P(0)=1. (6.6)

Die Reihe konvergiert, denn max, e |Q" (2, y)| < (|E|max, yer |Q(x, y)|)". Es gilt T, Ty = Ty,
denn fiir kommutierende Matrizen A, B (d.h. AB = BA)iste4e? = e/*B. Die linearen Operatoren
(T}) 0 (die als Matrizen dargestellt sind, da | ¥| < 00) bilden eine Markov-Ubergangshalbgruppe wie
in Bemerkung 6.17. Insbesondere gilt

Tt+s(x7y) = Z Tt(xa Z)Ts(za y)

zeE

ke(w, A) = ¥yea Ty (x, y) bildet eine Markov-Halbgruppe, das heif$t es gibt einen Markov-Prozess
(X¢) 0 mit

pxo(th =T1y.-. ,th = l’n) = Hﬂj—tjfl(xj—bxj)

j=1

Sei 0 = maxgp{-Q(z,x)}, plz,y) := —Q(z’y) firx #+ y und p(z,z) = 1+ —Q(Q;’x).
(P(,Y) )z yer ist eine stochastische Matrix. Es gilt ) = pp — o/ und

o tn k _ n-k o k
-5 5 ()t oyt - 5 L 5 - S e

n=0 n>k k=0

insbesondere ist also 7} eine stochastische Matrix und es gilt
Ti(z0, ) Th(x, y)
E(IOVT)
= Th(z,y) = (") (x,9) = 0wy + hQ(z,y) +0(h), hx0. (67)

ng(XHh_y'Xt )

Die Matrix ) heiflt die Generatormatrix oder auch die QQ-Matrix der Halbgruppe (73) 0.
Analytisch gesehen folgt aus (6.6), dass gilt (beachte: () und exp(t(Q)) kommutieren)

0
2 (1) = Qexp(1Q) = exp(1Q)Q. ©9)
wie man sich durch gliedweise Differentiation der Reihe in (6.6) tiberzeugt. Demnach gilt fiir ¢ > 0

0
—T,=QT;, dh. Vo,ye E : —Tt(fc y) = ZQ z,2)Ti(z,y)

ot
- ZQ (z,2)(Ti(z,y) - T(z,y)), (6.9)

OT=TiQ. dh Vaye B STry)- 3 Ti(.2)Q(=)

ot
= Ti(2,)Qy.y) + X, T(2,2)Q(z,y)  (6.10)

ZF+Y

6s



Stochastisch: Gleichung (6.9) heifit Kolmogorovs Rickwirtsgleichung, denn gemif (6.7) gilt

71t—+—h($7y) B ,-Tt(x7y)

. Po(Xeen =y) - Pu(Xi =)

3. Po(Xean =y X = 2)Po(X = 2) - Po(X, = 1))

= (XL (L + hQ(,2) + o(h) - Tile.y)

= Y Q(x,2)Ty(z,y) +o(1)

[ —m) =3 -

tiir A | O; man leitet sie also aus (6.7) her durch ,Riickwirtszerlegung® des Prozesses X im Intervall
[0,t+h] gemifl dem Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heifSt (6.10) Kolmogorovs Vorwdirts-
gleichunyg, sie entsteht durch Zerlegung gemifd dem Wert bei ¢:

THh(x’y)h_ filen) E( > Po( X =y| Xy = 2) Po(Xy = 2) - Po(X, = y))
_ %( S T2 2) (Lo + hQ(2. 1) + (1)) - Ti(.))
> Tu(2,2)Q(2,y) +o(1)

—_

Sowohl (6.9) als auch (6.10) sind (im Fall |E| < o0) eindeutig losbar und beide bestimmen die Halb-
gruppe (es sind beides endliche Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-

ten).

Bemerkung 6.22. In der Situation von Beispiel 6.21 kann man eine ,,Version® von (X} )50 konstruie-
ren, deren Pfade rechtsstetig mit linken Limiten sind. Seien dazu 7, 72, . . . unabhingig und identisch

exponentialverteilt mit Parameter p,
So:=0, 5, = in firn € Nund NV, := i lis,<ty, t20.
i=1 n=1
(N¢)ts0 ist ein Poisson-Prozess (mit Rate p): Es gilt fiir 0 = tg < t1 < -+ < £
ZL(Nyy = Nigo Ny = Ny oo Ny = Ny, ) = (fgl)Poi(g(ti ~ti1))

(Ubung), (N¢t)es0 ist ein Markovprozess mit unabhingigen, stationiren Zuwichsen wie in Bsp. 6.19
(zur Faltungshalbgruppe v; = Poi(ot)).
Sei (X k) ke €ine zeitdiskrete Markov-Kette mit Ubergangsmatrixﬁ, dann leistet X, := X Nt 20

das Gewtinschte.

Satz 6.23. Ein E-wertiger stochastischer Progess (Xy)ier mit WabrscheinlichkeitsmafSen (Py) yep 15t
genau dann ein Markov-Prozess, wenn es einen stochastischen Kern k: E x B(E)®1 — [0,1] gibr,
sodass fiir alle x € E, s € I und alle beschréiinkten, messbaren Funktionen f: E1 — R gilt

Ey [f((Xews)ier) | Fs] = Ex, [f((Xu)uer)] = ./EI fy) s(Xs,dy)  fo. (6.1m)

(Zudem gelte P,(X = x) = k(x,{y € B! : yo = x}) = 1, wm auch Definition 6.13 7) zu erfiillen.)
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Beweis. Es gelte zunichst (6.11). Fiirt € I, A € B(E) setze f: ET > R, y ~ 14(y;) in (6.11) ein:
Po(Xos € A Z) = Ex, [f(X)] = re(XS, A),

also gilt die schwache Markov-Eigenschaft (vgl. Definition 6.13 i17)).

Sei nun umgekehrt (X;)es ein Markov-Prozess. Betrachte zunichst f von der Form

F@W) = filye,) - fulyr,)

tirn € N, t; < ... <t, € I und gewisse beschrinkte, messbare Funktionen f;. Fiir n = 1 folgt
(6.11) aus der schwachen Markov-Eigenschaft von (X} );e;. Nehme also an, dass (6.11) fiir Funktionen
f obiger Form mit einem festen n € N erfiillt sei. Sei f(y) = 15, (y¢,)---15,., (Yt,.,,)- Dann gilt

E; [f((Xt+s)teI) | ﬂ] Ey 1B1(Xs+t1) 1Bn+l(X5+tn+1) | 7, ]

E. [15, (Xset1) 1B (Xsitnir) | Frs] | Fs]

15, (Xoity) 1B, (Xeit,) - Po(Xoitnyy € Brst | Foir,) | F]
1B1(Xs+t1)"'1B (Xs+tn) : Pan (th+1 -t € Bn+1) | ﬁs]

s
[ B s I s I e |

s (X158, (X)) - Py, (Xtnii-t € Brit)]
=Ex, [15,(X4,)15,(Xs,) - Px,(Xi,,1 € Bos1 | F4,)]
[Ex, [15,(Xt,) 1B, (X:, )1, (X4, | F,]]
ANiColF (6.12)

also gilt (6.11) fiir Linearkombinationen solcher ,Zylinderfunktionen und somit (mit den ,,iiblichen
Approximationsargumenten®) auch fiir allgemeine f mitn + 1 Faktoren.

Ein weiteres ,iibliches* Approximationsargument zeigt dann, dass (6.11) fiir beliebige, beschrink-
te, messbare f : EY — R gilt (beachte, dass Zylindermengen mit endlicher Basis einen schnittstabilen
Erzeuger von #(E)®! bilden). O

Bemerkung. Im Beweis von Satz 6.23, speziell in Formel (6.12), spielt das Symbol X = (X})er ge-
wissermafSen mehrere Rollen, speziell beim Ubergang von Zeile 4 zu Zeile 5: X, wird ,auflen” als ,fi-
xierte Zufallsvariable betrachtet, andererseits wird bei der Bildung des Erwartungswerts innerhalb
vonEx [--]iber X;,,..., X
und eine ,,Kopie® X = (Xt)tg 1 des Prozesses X mit derselben Dynamik einfithren. Damit schreibt
sich (6.12) ab Zeile s als

=By, [15,(X0)15,(X0,) - P, (Xi1-t, € Buit)]
=Ex, [1B1(Xt1) 1p, (th) Px, (th“ € By | Jtn)]
=Ex, [Ex, [15,( (Xe) 1, (X )15, (X0 | Z.]
=Ex, [f(X)]

Bemerkung 6.24. Sei [ = Nj.

mit dem Maf§ Py gemittelt. Man konnte dies notationell betonen

n+1

) (X)nen, ist genau dann eine Markov-Kette, wenn fiir alle z € £ und k € N gilt
gx ((Xn+k)neNg | y]ﬂ) = ng ((Xn)neNo) .
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ii) Sei (X, )nen, ein stochastischer Prozess mit Verteilungen (P, ) ze g, wobei Py, (Xo = ) = 1, und
es gebe einen stochastischen Kern k1: E' x Z(E) — [0, 1] mit

PI(XS+1 €A | ﬁs) = Hl(XsaA) I-s.

fiir alle s € Ny und A € Z(F). Dann ist (X, ) pen, eine Markov-Kette und die n-Schritt-Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch k,, = kj,-1 0 K1, € N. (K, ) nen ist eine Markov-
Halbgruppe und die Verteilung von X ist durch & festgelegt.

iii) In der Situation von ¢7) sei £ hdchstens abzihlbar. Dann ist (X}, ) e, genau dann eine Markov-
Kette beziiglich .%#,, = 0(Xj, ..., X,), wenn es eine stochastische Matrix (p(z,y)) s yer gibt,
sodass fiir alle zg, . .. , T, y € E mit P, (Xo = 29, ..., X, =x,) > 0gilt

on(Xml =y|X0=x0,...,Xn:xn) =p(xn,y)

Beweis. i) Ist (E,d) polnisch, so ist ENo auch polnisch, zum Beispiel mit Metrik

Qo (), (4)) = i 2 (d(, ) A1),

Dann ist Z(E)®No = Z(EMN), demnach gibt es eine Version der bedingten Verteilung von
(Xn+k)nen, bedingt auf .7, (siche Satz 6.6).

ii) Lese den Beweis von Satz 6.23 erneut mit ¢; = 7.

iii) Ist E diskret, so ist pay = k(z, {y}) eine stochastische Matrix.
[

Bemerkung 6.25 (Formulierung der Markov-Eigenschaft mittels Shifts). Auf (E7, Z(E)®!) defi-
niert

(@tm)u = Ty

eine messbare Selbstabbildung und es gilt ©4,, = O, 0 ©,. Wenn X auf kanonische Weise auf
(BT, B(F)®!) definiert ist, so formuliert man (6.11) auch als

B, [f(X00,) | F]=Ex, [f(X)].

6.3 Zur starken Markov-Eigenschaft

Definition 6.26. Ein Markov-Prozess X = (X} )y mit Verteilungen (P, ) ze g hat die starke Markov-

Eigenschaft, falls fir jede fast sicher endliche Stoppzeit 7, jedes x € F und jede beschrinkte, messbare
Funktion f: BT - Rgilt

E, [f((Xraier) | Z2) = Ex, [f(X)]  Pofs.

Satz 6.27. Im Fall I = N besitzt jeder Markov-Prozess die starke Markov-Eigenschaft.
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Beweis. Fir Ae #,und s e Nygilt An {7 = s} € .%; und somit

Ea; [f((X7—+t)teI)1A] = Z Ex [f((XT+t)tEI)1Aﬂ{T:S}] = Z Ea: [f((Xs+t)teI)1An{T:s}]

seNg seNp
= Z E, [EXS [f(X)] 1Aﬂ{‘r:s}:| = Z E, I:EXT [f(X)] 1AO{T:S}]
seNg seNp
=K, [Ex, [f(X)]1a],
wobei im vorletzten Schritt die schwache Markov-Eigenschaft bei Zeit s eingeht. L]

Satz 6.28 (“Spiegelungsprinzip®). Seien Y1,Y5s, ... unabbingige und identisch verteilte reelle Zufalls-
variablen mit £(Y1) = L (-Y1). Sei Xo := 0 und X}, := Y0, Y;. Dann gilt fiirn € Nund a > 0

P (mngm > a) <2P(X, >a) -P(X, =a).

FallsP(Y1 € {-1,0,1}) = L und a € N, so gilt Gleichbet.

Beweis. (X} )gen, ist eine Markov-Kette (wir betrachten £ = Rund P, = Z((X; + ) e, ) fiir
x € R, um wortlich an Definition 6.13 anzukniipfen). Seia > 0, n € Nund

T=inf{m eNyg: X, >a} A (n+1).

Setze f(m, X) = 1{mgn} (1{Xn—7n>a} + %1{Xn—m=a}) und go(m, Z) = Ez[f(m, (Xk)keNO)]o Dann
gilt aufgrund der symmetrischen Verteilung von Y
> % fallsm <nund z > a
QO(TTL, Z) = ;

s, falsm<nundz=a
:O’

fallsm >n

und ]
f(Tv (X7'+k’)k’€N0) = 1{‘r£n} (]—{Xn>a} + él{Xna}) .

Wegen der starken Markov-Eigenschaft gilt Eo[ f (7, (Xrsk)ken, ) | #7] = (7, X7 ). Weiter ist
{r<n}={r<n}n{X; >a} c{o(r, X,) > %} n{r<n}={p(r,X;) >0} n{r <n},
also

P(X, >a)+ %IP’(X” =a) =Eo[f (7, (Xrik)ken, )] 2 %]P)(T <n)= %IP) (maXXm > a) . (6.3)

msn

Falls Y; nur Werte in {-1,0, 1} annimmtund a € N, dannist {7 <n} = { X, = a}, also

(97, X2)> 0} n {7 <} = {9(7, %) = 3} {7 <,

das heifit es gilt die Gleichheit in (6.13). ]



Beispiel 6.29 (Eine Situation, in der die starke Markov-Eigenschaft nicht gilt). Im Fall I = [0, c0)
fordert man, dass die Filtration (.%; )50 rechtsstetig ist, das heif3t

F=(Fs furt>0

s>t

(andernfalls betrachtet man die rechtsstetige Version (%, )50 mit F;" = Mgy Fs). Sei E = [0, 00)
und eine Markov-Halbgruppe (¢ ):s0 gegeben durch

5:)3+t(A) ) xT > O

Ke(z, A) = ) .
etoo(A) + [, e0-s(A)ds, x=0

(X1)120 kann folgendermaflen dargestellt werden: Sei 7" ~ Exp(1) und ftr t > 0
X = (t=T1ixp-01)+ + Lixe201 X0

Sei 7 :=inf{t > 0| X; > 0} = T'1{x,-0} (dies zsz eine Stoppzeit, da (:F;); rechtsstetig ist). Dann gilt
(fir f:[0,00) > R, t>0)

BolF(Xr) | 711 = 1) # [ £ w0,y =) + [ (e -s)as,

das heifit die starke Markov-Eigenschaft gilt nicht fiir dieses 7.

6.4 Erginzung: Feller-Halbgruppen und Generatoren

Eine wichtige Klasse von Markovprozessen in stetiger Zeit bilden die sogenannten Feller-Prozesse, de-
ren Ubergangshalbgruppen (7} )0 (vgl. Bemerkung 6.17) stetige Funktionen in stetige Funktionen
tiberfiihren (siehe Definition 6.30 unten). Fellerprozesse besitzen stets die starke Markoveigenschaft
(skizziert in Satz 6.40 unten). Zudem besitzen sie Versionen, deren Pfade rechtsstetig sind und an
jeder Stelle linke Limiten besitzen (sogenannte cadlig-Pfade, Akronym fir frz. continue a droite, li-
mite 4 gauche), man kann daher fiir einen Fellerprozess X = (X} )50 als Zufallsvariable anstelle des
allgemeinen und ,unhandlichen Wertebereichs E[0:%) (vgl. Satz 6.16) die Menge D([0, o), E) al-
ler cadlag-Funktionen von [0, 00) nach E verwenden, siche Bericht 6.39 unten. Wir behandeln in
diesem Unterkapitel (nur) einen etwas skizzenhaften Uberblick tiber die zugehorige Theorie, Details
finden sich beispielsweise in [Ka, Ch. 17], [EK, Ch. 1] oder [KW, Kap. 5.4-5.4].

Wir nehmen im Folgenden an: Der Wertebereich ist £ polnisch und lokalkompakt, wir betrach-
ten kontinuierliche Zeit, d.h. in Definition 6.13 bzw. Definition 6.15 betrachten wir Zeitindexmenge
I =R, . Wir betrachten als ,natiirliche“ Familie von Testfunktionen auf £/

Co(E) = {f B~ R : f stetigmit lim f(x)= 0}

(Umgebungen von ,,00“ sind die Komplemente kompakter Mengen); man tiberzeugt sich: ausgestat-
tet mit Supremumsnorm || f|| := sup,. | f ()] ist Co(E) ein Banachraum.

Definition 6.30. Eine Markov-Ubergangshalbgruppe (T})es0 wie in Bemerkung 6.17 heifit eine
Feller-Halbgruppe, talls gilt
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I. T‘tf € C()(E) flir f € O()(E),t >0

2. th(x)wf(x), xel, feCy(E)

Ein Markovprozess X = (X;);, dessen Ubergangshalbgruppe diese Eigenschaften hat, heifit ein
Feller-Prozess.

(Wir werden sehen, dass die Konvergenz in 2. in Definition 6.30 dann tatsichlich gleichmifig in
x gilt, siche Satz 6.36 unten.)

Beispiel 6.31 (Pseudo-Poisson-Prozess). k : E x B(E) — [0, 1] stochastischer Kern, A > 0, so
definiert

A=A [ 1) = F@) wady), 2 eE
einen beschrinkten linearen Operator auf Cjy(E) (beachte ||Af|| < 2A[| f||) und es ist

A (@) =X [ 1) - f@) e (.dy)

mit k™ = n-fache Verkettung von s mit sich selbst, vgl. Bemerkung und Definition 6.3, ii).
T, == et4,t > 0 mit

1) =440 = 52 O [ 1) - @) (o). 2 e

ist eine (stark stetige) Markov-Halbgruppe (d.h. || T35 f — T3 f|| = O fiir s — 0).

Stochastische Interpretation: (N;)sso Poissonprozess mit Rate A, (X, )nen, zeitdiskrete Mar-
kovkette auf E mit ein—Schritt—Ubergangswahrscheinlich gemily K (vgl. Bemerkung 6.24), so ist

Tif(x) = Eo[f (Xn,) ]

Bemerkung (ein ,elementarer Funktionalanalysis-Blickwinkel). A beschrinkter linearer Operator
auf Cy(E), d-h. [|A[] := supecy () 121 1Al < 00, so definiert analog zu (6.6) in Beispiel 6.21 die
Formel T} := et := 3. L¢m A", ¢ > ( eine (stark stetige) Halbgruppe beschrinkter linearer Opera-
toren auf Cy(E'). Man gewinnt in diesem Fall den ,,Generator A aus der so erzeugten Halbgruppe
(T})¢s0 zuriick durch die Formel

1
Af =lim —(T.f - f)

(der Grenzwert im Sinne der Supremumsnorm existiert in diesem Fall tatsichlich fiir jedes f ¢

Co(E))-

Ist umgekehrt eine Feller-Halbgruppe (77} )50 gegeben, so ist zumindest auf den ersten Blick nicht
klar, ob es wie oben einen solchen ,Generator iiberhaupt gibt und ob der oben betrachtete Grenz-
wert existiert. (Tatsichlich muss man f dafiir aus einer geeigneten Teilmenge D ¢ Cy( E) wihlen,
i.A. D ¢ Cy(F), siehe Sitze 6.34 und 6.36.)
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Technisch geht man dazu den Weg tiber die sogenannte Resolvente, siche die folgende Definiti-
on 6.32 unten. Zur Intuition dazu folgende elementare Beobachtung: Fiir g € R (g < 0, sagen wir)
bildet b, = €', t > 0 eine (multiplikative) stetige Halbgruppe c R, offenbar ist bsb; = bsyp. Wir
konnen g aus (b; )50 zuriickgewinnen durch die Formel

1 1
g—hr(r)l (bt bo):ltllronz(etg—l)

Andererseits ist aber auch fur jedes A > 0

f e Medtdt = (A -g)~*
0

und wir kénnten prinzipiell aus dieser Formel g extrahieren (ohne eine Ableitung bilden zu miissen).

Definition und Beobachtung 6.32 (Resolvente). Fiir A > 0

Raf(@)= [N () a (6.14)

heifdt R die (A-)Resolvente (von (7} )0, diese ist zumindest wohldefiniert, wenn f beschrinkt und
messbar).

Fir f € Cy(E) gilt Ryf € Cy(FE) (verwende dominerte Konvergenz, um zu sehen, dass z —
[T e M f () dt stetig ist und fiir © — oo gegen 0 konvergiert).

Ry : Cy(E) » Cy(E) ist ein beschrinkter linearer Operator: es ist fiir v € £

0 00 1
Baf@)l< [T e sldes [ e plde= 1)

(denn jedes T} ist eine Kontraktion auf Cj( E)) und somit

IRAfIl 1
|RAll=  sup -
recomy. 20 IFIL A

IN

Lemma 6.33 (Resolventengleichung). Fir A, 1 > 0 ist
R)\—RM = (/L—)\)R)\RM (6.15)

Beweis. Sei X # pu (fiir A = pu gilt (6.15) trivialerweise), f € Cy(E)
FaRuf (@) = [ MR @)t = [T eNT(fy e T ds) () e

/ / e Me T, f(x) dsdt = f / e~ Nse=AE) T, f(2) dt ds
= f e A)S/ e M, f(z) duds = f —Aur, f(x)f ~(=Ns ds du
0 s 0

1 - e (B-Nu

= OO—MTU —d
[ e Ts@) e

= ﬁ‘/()ooe—)\uTuf(l‘) du_ﬁfoooe_ﬂuTuf(x) du
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Satz 6.34. 1. AR, isein injektiver Kontraktionsoperator auf Co(E) und

IABAf = fll =0 fiir f € Co(E)

2. DasBild D = {Ryf : f € Co(E)} c Co(E) liegt dicht in Co(E) und héiingt nicht von X > 0
ab.

3. Es gibt einen Operator A mit Definitionsbereich D, so dass

Ri'=X-A firx>0

4. Aund T, kommutieren fiirt > 0.

Man nennt den Operator A mit Definitionsbereich D aus Satz 6.34, 3. den Generator oder Erzenger
(auch: infinitesimaler Erzeuger) der Ubergangshalbgruppe (7)o

Beweisskizze. Wir beobachten zunichst:

a) Es ist

NRafl< [ e MITpldes [T e g ae = )
d.h. AR, ist Kontraktion.

b) Die Resolventengleichung (6.15) zeigt, dass /2 und R, kommutieren, und dass
RA(Co(E)) = Ru(Co(E)) =D

unabhingig von A > 0 ist.
c) Fiir f = R1g mit g € Cy(E) ist mit (6.15)

1
MRS = Fll = [(ARs = D) Bagl| = (R = D Rag| < [1Bx = Tl |[Ragll < [1R2 = Tl llgll = 0

Demnach gilt
[ABAf = fll > 0 fir feD

Approximation beziiglich der Supremumsnorm liefert, dass dies auch fur f € D (Abschluss beziiglich
der Supremumsnorm) gilt.

1. Nach a) ist AR, eine Kontraktion und nach c) gilt die behauptete Formel.

Zur Injektivitit von Ry: Sei f € Cp(E) und \g > 0mit Ry, f = 0. Mit der Resolventengleichung
(6.15) folgt dann Ry f — 0 = (A= Xg)RaRy,f = 0,d.h. Ry f = O furalle A > 0. Wegen || AR, f -
flxse = 0 folgt f = 0. Somit ist Ry injektiv und es gibt Ry! : D - Co(E) mit Ry Ry = I (auf
Co(E))und R\R;* = I (auf D)

2. Nach b) hingt D = R\(Cy(F)) nicht von A > 0 ab. Dichtheit des Bilds, d.h. D = Co(E)
benotigt etwas ,,Funktionalanalysis-Maschinerie*, vgl. z.B. [Ka, S. 371]. Falls D # Co(E), so gibe
es (mit Satz von Hahn-Banach und dem Rieszschen Darstellungssatz fiir lineare Funktionale auf
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Co(E))ein (nicht-triviales) signiertes Maf§ y¢ auf E (strenggenommen muss man ggf. zur ein-Punke-
Kompaktifizierung von E iibergehen) mit [, Ry f dp = 0 fiir alle f € Co(E) und A > 0 sowie eine
Funktion f € Co(E) mit [ f dp # 0. Dann wire aber

Osz/\R,\fd,uzfE/:o)\e_’\tTff(:rj)dtu(dx)? fEf(x)u(dx)¢O

—00
ein Widerspruch.

3. Die Resolventengleichung (6.15) liefert B! f — R f = (11— M) f fiir f € D (wende auf (6.15) von
links B! und von rechts R!an), somit ist

A=A -R)' = pl - R}
unabhiingig von ) auf D (wohl-)definiert.
4.T; und Ry kommutieren fiir ¢ > 0, A > 0, daher ist
Ty(AM - A)Ry =T, = (M - A)R\T; = (M - A)T;R, ~ undsomit T,AR, = AT, R,
[

Beobachtung 6.35. (1});s ist durch A eindeutig bestimmt: Ry = (A — A)~!ist durch (A, D)
festgelegt und somit fiir nicht-negatives f € Co(E) und z € E das Maf8 ji5, auf R, mit s, (dt) =
T:f () dt, da seine Laplace-Transformierte gerade R, f () ist. Dat = T f (), die Dichte von pf,,,
stetig ist, ist sie durch juf , festgelegt: Ty f (z) = lim, o ps o ([t +€))/e.

Der folgende Satz verallgemeinert die Vorwirts- und Rickwirtsgleichungen aus dem Kontext
von Beispiel 6.21 mit endlichem F (vgl. (6.10) und (6.9)) auf den allgemeinen Fall.

Satz 6.36. 1. (1}) ist stark stetig, d.b. ||T,.f — f|| - 0 fiirt | 0, es ist

th—f:fOtTuAfdu, FeD t20
2. T, f ist differenzierbar in't = O fiir f € D und
L) =TiAf = AT, feD, 120
Beweisskizze. Ein entscheidendes Werkzeug ist die ,,Yosida-Approximation® (fir A > 0)
AN = NARy = MM - RyD Ry = A\ORy, — 1) (6.16)

von A. Offenbar ist AN auf ganz Cy(E) definiert, und A ist der Generator eines Pseudo-
Poisson-Prozesses in Sinne von Beispiel 6.31. Der zugehorige Prozess fiihrt mit Rate A jeweils Spriinge
gemif$ T’ aus, wobei 7 ~ Exp(\) (in der Notation von Beispiel 6.31 wihle dort x(z, A) =
Jo Ae NI, (x) dt).

Sei (T 50 die zugehorige Ubergangshalbgruppe (T

= et A™ wie in Beispiel 6.31), es gilt
Lo
E(T,E ) [) P AW (6.17)
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(Konvergenz im Sinne der Operatornorm), siche explizite die Konstruktion in Beispiel 6.31.

a) Mit Satz 6.34, 1. folgt fiir f € D
ANF = ARy (Af) e Af (6.18)
b) Zeige: fiir f € Co(E),t > Oist Tt(/\) f> A € (0, 00) eine Cauchy-Folge (beziiglich Supremumsnorm)

fir A - oo.
Sei zunichst f € D, u, A\, t > 0:

TOF Z g0 = (Vg (Y2 S (@O)y=1=5 (WY (10 10 §)
=0

t/n t/n t/n t/n t/n t/n

(beachte: 7;(/2) und Tt(/i ) kommutieren), daher gilt

t/n t/n t/n

n-1
||Tt()\)f _ Tt(u)fH < H Z(:) ((T;(/)T\L))n—l—j (T(“) )J)HHT(A)f _ T(#)f”
=

<nl|T F =T £l

t/n t/n
T(/\)f_f T(M)f_f
_ || _ [t MNf_ AW
=t t||A A 6.
H t/n t/n n—>_<>>o || f fH ( 19)

(beachte: Tt(/il) und 7;(/; ) sind Kontraktionsoperatoren; wir verwenden (6.17) im letzten Schritt). So-

mit bildet wegen (6.18) tatsichlich Tt(/\) f, A > 0 eine Cauchy-Folge fiir A - oo und wir halten fest:
die Konvergenz ist gleichmif3ig ftir beschrinkte ¢.

Da D dicht liegt in Cy(£) (und alle beteiligten linearen Operatoren beschrinkt und somit stetig
sind), gilt diese Konvergenz auch fiir beliebiges f € Cyp(E£'). Wir bezeichnen

T.f = lim TVf,  feCo(E) (6.20)

(T}) 120 »erbt die Kontraktions- und Halbgruppeneigenschaften der (Tt(k)).

c¢) Wir priifen, dass T} = Tt fiur t > 0 gilt, indem wir verifizieren, dass beide Halbgruppen dieselbe
Resolvente (R)) -0 besitzen; dann folgt die Behauptung aus Beobachtung 6.3s.
Esist

T uR, f - Tof|| = |T" (uR.f - ) + T f - Tof||
<||uRuf - £+ |Tf - Tof]] — 0

IJ,—)OO
(beachte T ise Kontraktion) und fiir A > 0
t
fo e M Zt(“),uR#f dt = ,u()\I - A(“))‘lRuf

= (A + )T = i2R,) R, f = Ai‘—MRVf (6.21)
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mitv = v(\, 1) = (An)/ (A + ). Fiir das letzte Gleichheitszeichen beachte
(A + ) =p?Ry)R, = (A + )R, — p* R, R,

R.-R,
=( A+ )R, - P ~——==(A+ )R,

V- p

gemifd Resolventengleichung (siche Lemma 6.33). 1 — oo in (6.21) liefert somit

foo e MT,fdt = Ry f
0

fiir A > 0 wie behauptet (beachte v = v(\, ) = A fiir 1 — o0).
d) Es gilt
||Tt()‘)f il T 0 fiirjedesA>0

(via explizite stochastische Konstruktion wie in Beispiel 6.31: die Anzahl Spriinge bis ¢ ist Pois(At),
etc.), mit (6.20) oben gilt daher auch ||T} f - f|| - 0 fiir ¢ | 0. Demnach ist (7} )5 stark stetig wie
in 1. behauptet.

e) (6.17) oben liefert (T}EA) —I)/h - AW mit h | 0 fiir jedes A > 0 und allgemein gilt fiir ¢ > 0

d A A A
%Tt( ) — A()‘)T;t( ) — T;( )A(/\)

(verwende Halbgruppen-Eigenschaft und starke Stetigkeit von (Tt()‘) ) Tt(A) und AX) kommutieren
nach Satz 6.34) somit auch

TV - f= /tTéA)A(A)f du
0
tir f € D. Mit Approximation von 7} durch Tt(/\) und von A durch AM (siehe (6.20) und (6.18)) ist

ITVANF — T, Af|] < |[TNANF - T, AVF|| + || T, (AN = A) f]]
< ITVANF — T, AVF|| + [(AD) = A) f]] 20

gleichmifligin w € [0, T’], damit folgt aus obigem auch
t+h

t
Li-f= [ TAfdu  bow  Taf-Tf= [ T.Afdu

Differentation liefert %Tt =TyAundes gilt T; A = AT, nach Satz 6.34. ]

Bemerkung 6.37. Tatsichlich charakterisisiert die Eigenschaft 2.) aus Satz 6.36 den Definitionsbe-
reich D des Generators, d.h. es gilt

D= {f eCo(E) : l}ilf(r)l%(Thf - f) existiert in C’O(E)}

Siehe dazu z.B. [Ka, Beweis von Thm. 17.6].
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Beobachtung 6.38. Sei (X );0 Markov-Prozess (gemif Satz 6.16) zur Feller-Ubergangshalbgruppe
(1) mit Generator A. Dann ist fiir f € D

M= (X0 - F0) - [ AF(X)ds, 20

ein Martingal (beziiglich (%) mit .%; = (X, s < t)):

B (Moo = M| F =Bl (o) - OO 2] - [ BLAF() | 7 ds
ST - S0 - [ TAR) ds =0

nach Satz 6.36.
Weiter ist fiir f € Co(E), f > 0 der Prozess Y; = e 'Ry f(X}),t > 0 ein (nicht-negatives)
Supermartingal:

Eo[Yin | -Z] = e " NTL R f(X) = et ) f e T f(Xy) du
0
et f T f (X)) ds < e R f(X))
h

Bericht 6.39. Jeder Feller-Prozess besitzt eine Version mit cadlag-Pfaden. Die entscheidende Beob-
achtung ist, dass Beobachtung 6.38 fiir eine dicht liegende Menge von Testfunktionen Supermartin-
gale bereitstellt; man greift dann auf eine sehr allgemeine Regularititseigenschaft zeitkontinuierlicher
Supermartingale zurtick. Siche z.B. [Ka, Theorem 17.15] fiir Details.

Die Markov-Eigenschaft gilt auch, wenn man wie in Beispiel 6.29 die Filtration rechtsstetig ver-

vollstindigt, d.h. zu F;" := N F5 tibergeht (was wir ggf. im Folgenden stillschweigend tun wer-
den).

Satz 6.40. jJeder Feller-Prozess (X )10 (mit cadlag-Pladen) besitzt die starke Markov-Eigenschafft.

Beweisskizze. Sei T f.s. endliche Stoppzeit. 7,, = %[m’] ist ebenfalls Stoppzeit und 7, N 7 fiirn -
oo. Fir Ae F} (c Z} furjedesn)und f € Co(F) ist

E,[1af(Xren)] = lim By [14 (X, 00)] = lim Eo[14Ex, [f(X0)]] = Eo[14Ex, [f(Xa)]]

(Wir verwenden fiir die mittlere Gleichung Satz 6.277: da 7,, nur Werte auf %NO annimmt, kdnnen wir
hier zum zeitdiskreten Prozess (Xj/y, ) ren, tibergehen; die beiden anderen Gleichungen verwenden
die Rechtsstetigkeit der Pfade von X, die Feller-Eigenschaft und dominierte Konvergenz.) ]

Analog zum Fall zeitdiskreter Markovketten heifdt ein W’maf p € M, (E) eine invariante Ver-
teilung fiir den Feller-Prozess X = (X;)0, wenn E,, [ f(X;)] = E, [ f(Xo)] fiir jedes ¢ > 0 und
jedes f € Cy(E) gilt. Invariante Verteilungen fiir diskrete Markovketten 18sen bekanntlich ein Glei-
chungssystem, das auf den Ubergangswahrscheinlichkeiten basiert (siehe z.B. Abschnitt 6.5.3 unten).
Das Analogon fur Feller-Prozesse ist die folgende Charakterisierung mittels des Generators.
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Beobachtung 6.41. 1 € M (E) ist genau dann eine invariante Verteilung fiir X, wenn

f Ag(z) u(dx) =0 furallegeD
E

gilt.
Falls obige Bedingung erfiillt ist, so zeigt Beobachtung 6.38, dass zumindest fiir f € D

0=B, L1 (X))~ B LF X)) - [ B LAF(X)]ds
=B O] -ELFCD)] - [ [ TAf) () ds
“B, O] -BLFCD] - [ [ AT () ) ds = B,[F(X0)] - B LF(X0))

(wobei wir im dritten Schritt 7, A = AT nach Satz 6.34 verwenden). Dichtheit von D ¢ Cy(E') zeigt
die Invarianz von p.

Ist andererseits ;4 € M1 (E) invariant, so ist fiir g € D

[ Ag@) () = [ tim - (Tig(e) - 9(2)) ()

“im [ (Do) - 9(a)) n(do) = lim £ (B [9(X0)] - B, [o(Xa)]) =0

nach Satz 6.36.

Manchmal ist der volle Definitionsbereich D des Generators A ,,unhandlich® bzw. schwer explizit
zu machen. Dann ist es zum Argumentieren angenehm, sich auf eine kleinere Menge D c D von Test-
funktionen, einen sogenannten “core”, zurtickziehen zu kénnen (z.B. eine Menge von Funktionen

mit ,guten Glattheitseigenschaften), die aber immer noch reichhaltig genug ist, um den Generator
A zu charakterisieren (und damit auch die zugehérige Ubergangshalbgruppe (7})50)-

Definition 6.42. Ein linearer Operator A mit Definitionsbereich (englisch “domain”) D ¢ Cy(E)
heiflt abgeschlossen, wenn sein Graph G4 == {(f, Af) : f € D} c Cy(E)? abgeschlossen in Cy( E)?
ist. A heif8t abschliefSbar, wenn G,c Co(E)? einen (eindeutigen, engl. “single-valued”) Operator A

definiert (d.h. (f1,9), (f2.9) € G4 = f1 = fa).
Da A linear ist, gilt:

A abschliefbargdw. D3 f, > 0und Af, -9 = ¢g=0

Fir abgeschlossenes A heifSt D c Dein core, wenn der Abschluss von Al gleich A ist.

Bericht 6.43. Fiir den Generator A einer Feller—Ubergangshalbgruppe wiein Satz 6.34 und beliebiges
A > 0gile

1. (A, D) ist abgeschlossen.

2. Dcorefiir A < (A - A)D dichtin Co(E)
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3. D c D dichter linearer Unterraum und 73D ¢ D fiiralle ¢ > 0 (D ist invariant*)

= D istein core fiir A

Siehe z.B. [Ka, Lemma 17.8 und Prop. 17.9].

Die Frage, welche linearen Operatoren tiberhaupt Generatoren von Feller-Halbgruppen sind,
kldrt (wenigstens prinzipiell) der folgende Satz.

Satz 6.44 (Hille-Yosida-Theorem3). Ein linearer Operator A : D - Cy(E) auf D c Cy(E) ist ab-
schliefSbar und sein Abschluss A erzen gt eine (maglicherweise sub-Markov-)Feller-Halbgruppe (1)) >0
anf Cy(E) gd.w.

1. Distdicht in Co(E)
2. das Bld R(NI — A) := {\of — Af : f € DY von \oI — A ist dicht in Co(E) fiir ein Ao > 0
3. Aerfiillt das positive-Maximum-Prinzip: Fiir alle v € E und f € D gilt

0< /(@)= max f(y) = Af(@) <0

Beweisskizze. “=: Falls A eine Feller-Halbgruppe erzeugt und 0 < f () = maxyeg f(y) gilt, so gilt
Tif(2) < maxyep f(y) = f(z) firjedes z € Eund somit Af (x) = limp,o(T3 f(z) - f(z))/h < 0;
die beiden anderen Eigenschaften gelten nach Satz 6.34.

“<=*: Aerfiille 1., 2. und 3. oben.

Schritt 1) Entscheidende Beobachtung: A erfiillt das positive-Maximum-Prinzip == A is dissipativ,
d.h. ||(AL = A)f]| > N|f|| fiir f € D, A > 0. Sei dazu f € D, wihle 2 € E mit |f(x)| = ||f]|, setze
g = (signf(z)) f.Esistg € Dund 0 < g(z) = ||g||, somit Ag(z) > 0 und

AT = A) fll 2 Ag(x) = Ag(x) 2 Ag(x) = Allf]] (6.22)

Zeige: A ist abschlieflbar. Seien dazu f), € Dmit f, > 0und Af, > g € Co(E) gegeben. Wihle

(gemif3 Voraussetzung 1.) eine Folge ( gy, )men C D mit gy, — g, es ist nach (6.22)
(AL = A) (g + AL 2 Allgm + Afull A>0,m,neN

mit 7 — oo (und Division durch A) folgt ||(1 = A™*A) gy, — 9| 2 ||gm]|, mit A - oo dann||g,, — g| >
||gm]|, mit m — oo somit 0 = ||0|| > ||g|| wie behauptet.

Der Abschluss A (mit Definitionsbereich dom(A)) von A ist ebenfalls dissipativ: Wir approxi-
mieren ein beliebiges f € Cy(E) gemif Voraussetzung 1. durch eine Folge ( f,,), € D und erhalten
aus (6.22)

IAL=A) 2 MIfll - feCo(B),A>0 (6.23)

*nach Carl Einar Hille, 1894-1980 und Koésaku Yosida, 1909-1990. E. Hille, Functional analysis and semi-groups.
American Mathematical Society Colloquium Publications, 31, (1948); K. Yosida, On the differentiability and the repre-
sentation of one-parameter semi-group of linear operators, J. Math. Soc. Japan 1, No. 1, 15-21 (1948).
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Schritt i1) Zeige:
A= {)\ >0 : Bild von AI — A ist gleich C'O(E)} =(0,00)

Dazu zeige:

iz), a) A ist abgeschlossen. Seien A 3 \,, — A € (0, 00), g € Cy(E). Dann liegt
Gn = (M =AY\ I - A)Yg

im Bild R(A - A) und

— A
90— gll = [ = A AT ) 1] <

el — 0

(wende (6.23) an mit f = (A, I — A)~1g), d.h. R(\] - A) liegt dicht in Co(E).

Da A ein abgeschlossener Operator (nach Definition) und dissipativ ist, ist R(A — A) ¢ Co(E)
auch abgeschlossen: Seien dom(A) 5 £, mit lim,, .o (A = A) f, = h € Co(E) fiirn — oo, so ist
mit (6.23)

= foll < ST =01~ AT =) ful| 0

m,n— 00

Demnach st ( f,, ), Cauchy-Folge undes gibt f € Co(E) mit f,, — f fiirn — co. Da A abgeschlossen
ist, ist (Al = A) f = limy0o (A — A) f,, = h,d.h. h e R(M - A).
Ingesamt folgt: R(A — A) = Cy(E), d.h. X € A.

Zudem zeigt obiges: Ry := (A — A)~ist fiir A € A definiert und ein beschrinkter linearer
Operator auf Cy( E) mit || Ry || < 1/A:

1R Al = [T =) 1] < 5151 (6:24)
ii), b) Aist offen. Sei A € A, fiir ju > 0 mit | — A||| Ry|| < 1ist (vgl. (6.24))
Ry 320y
ein beschrinkter linearer Operator auf Cy( E) und fiir beliebiges f € Co(E)
(= DF,f = (A=) = A=) Fuf = =" B = S0 By = f

d.h. € A. Somitist (A= 1/||Ry||, A + 1/||RA||) < A.

7z), ¢) Wegen Voraussetzung 2. ist A # &, daher muss A = (0, 00) gelten.

Schritt 117) Zeige: Die Ry aus Schritt 77) haben die Eigenschaften einer Resolvente wie in Lemma 6.33
(Resolventengleichung, siche (6.15)) Satz 6.34.

Nach obigem ist R, fiir jedes A > 0 ein beschrinkter linearer Operator auf Cy(£) mit ||R,|| <
1/
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ii1), a) Es ist (nach Definition) (Al — A)Ry = (u - Z)Ru fiir A, > 0 und somit
(A _Z)(RA -R,)=(p-NR, = R-R,=(p-NR\R,

(wende R von links auf die erste Identitit an, um die zweite zu erhalten). Demnach kommutieren
die Ry, A > 0 und erftillen die Resolventengleichung (6.15).

117), b) Zeige:
IARNS - [l e 0 firalle f e Co(E)

Fiir f € dom(A) ist R\(\M — A)f = f nach Definition und somit ||ARxf — f|| = ||[RaAf|| <
AYAf|| = 0 fir A - oo; wegen dom(A) > D und Voraussetzung 1. tibertrigt sich dies auf ganz
Co(E).

1i1), b) Zeige: R ist ein positiver Operator (d.h. Ryg > 0 fir Co(E) 3 g > 0).

Sei g € Co(E) mit g > 0, f := Ryg und somit g = (A — A) f. Angenommen, es gibe 7 € F
mit f(x) < 0. Nach Definition von A gibtes (f,)n C D mit f, - fund Af, » Af. Demnach
gibt es (zumindest fiir n gentigend grofi) x,, € E'und 6 > 0 mit f,,(x,) = mingg f,(y) < -0. Nach
Voraussetzung 3. (angewendet auf - f,,) ist A f,,(z,,) > 0 und daher

ye ye
Andererseits ist

0 <inf g(y) = inf (A - A) f(y) = inf lim (A - A) f,.(y)
yeE yeE n—oo

yeE

< liminf iné (M = A) fu(y) <liminf (M = A) f(z,) < =X0
n—00 ye n—>00

ein Widerspruch.

Schritt iv) Analog zum Beweis von Satz 6.36 verwenden wir die Yosida-Approximation (vgl. (6.16))
um aus (R)) -0 eine Halbgruppe zu gewinnen. Setze

AV = ANARy-1)  und T =AY

Da R, positive Operatoren sind, gilt dies auch fiir Tt(’\) = etA™Y | Wie im Beweis von Satz 6.36
folgt TN > T,f fir f € Co(E) mit A > oo gleichmifig fiir ¢ aus beschrinkten Interval-
len, wobei die Limesobjekte T} fiir ¢ > 0 stark stetige, positive Kontraktionsoperatoren sind mit

Ryf = [;" e T, f dufiir f € Co(E). Auch die Halbgruppeneigenschaft iibertrigt sich von (Tt()‘))

im Grenzwert A — oo auf (7}):

s+t

(Lot = TT) S = (Tow - T f+ TO(TD = 1) f + (19 - T)Tof — 0

Da nach Konstruktion (A = A)~! = Ry und (R))xs0 nach obigem die Resolvente zu (T}):s0
ist, folgt die Behauptung nun aus Satz 6.34 und Beobachtung 6.3s. O]
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Bemerkung 6.4s. 1. Der Beweis von Satz 6.44 zeigt auch: das Bild von AJ — A liegt dann fiir jedes
A > 0dichtin Cy(E).

2. Die Konstruktion aus Satz 6.44 garantiert i.A. nicht, dass 7;1(z) = 1 gilt, d.h. im Allgemei-
nen erhilt man eine Halbgruppe von sub-Markov-Ubergangsoperatoren. Man kann dann dem Zu-
standsraum einen £ zusitzlichen Punkt A als sogenannten ,Friedhofszustand® hinzuftigen und
Tilay(z) = 1 - T31(x) sowie Ty1iay(A) = 1 setzen, um auf EU{A} eine Markov-Ubergangs-
halbgruppe zu gewinnen.

Falls A1 = 0gilt, so erfiillt die zugehorige Ubergangshalbgruppe 731 () = 1. Es ist dann nimlich
(M = A)1 = A1, folglich Ry1 = A-'1und AM1 = A(AR, = I)1 = 0, somit 7"V 1 = 1 fiir jedes
A>0und T31 = limy o 7V = 1.

Beispiele

Beispiel 6.46. Wir konnen die Beispiele aus Abschnitt 6.2 im Licht obiger Ergebnisse erneut be-
trachten:

1. (Beispiel 6.19 erneut): Sei 2 = R, (1) 4c[0,00) € M1(R) eine Faltungshalbgruppe und

1 .
log @, (t) = ibu — 502u2 + [ (€™ =1 = 1yeny (@) - iux) v(dz)

mit kanonischem Tripel (b, 02, /) die zugehérige Lévy-Khinchin-Darstellung (vgl. Satz 5.9). Die zu-
gehorige Ubergangshalbgruppe aus Beispiel 6.19, T f () = [5 f (@ + y) v4(dy) hat Generator A

Tif () - Tof(x)
t

:bf'(x)+%azf"(x)+fR(f(m+y)-f(m)-y1{|y|<1}f'(a;))y(dh), 2R

Af(x) = 1}}51

fur

feD={feCo(F): fzweimalstetigdifferenzierbar mit f” € Cy(E)}
(Man kann eine Darstellung wie in Beobachtung 5.7 der Vorlesungsnotizen verwenden und dann
Taylorentwicklung von f in z bis zur zweiten Ordnung betrachten. Details: Ubung) Man kann auch

(mit Bericht 6.43, 3.) zeigen, dass z.B. D= {f € D : f istunendlich oft differenzierbar} ein core fiir
Alst.

Insbesondere ist der Generator der Ubergangshalbgruppe (7} )5 mit
Tf ()= [ @rty 2o+ y) exp(-7/(20)) dy

der standard-Brownbewegung ( B; )50 (vgl. Kapitel 2, speziell Definition 2.1) der Operator A f = % f"
mit Definitionsbereich D wie oben.

Analog besitzt 0 B; + put, t > 0, die Brownbewegung mit Varianzparameter 02 > 0 und Driftpa-

rameter 1 € R den Generator f +— %02 f" + pf" mit Definitionsbereich D.

2. (Beispiel 6.21 erneut): Fiir eine Markovkette (X} )¢ mit endlichem Zustandsraum F und Sprung-

ratenmatrix Q) = (Q(Z,y))z yer ist der Generator (natiirlich) Q f (z) = ¥ e Q(7,y) f(y) und der
Definitionsbereich sind (natiirlich) alle Funktionen f : £ — R.
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Etwas allgemeiner ist fiir einen Pseudo-Poisson-Prozess aus Beispiel 6.31 der Generator A mit De-
finitionsbereich D = Cyy(£') durch die Formel dort gegeben.

Beispiel 6.47 (Reflektierte bzw. absorbierte Brownbewegung im d = 1). Sei (B;);s0 standard-
Brownbewegung auf R

L Xy = |z + By|, t > 0 ist eine reflektierte Brownbewegung mit Start in x € E := [0, c0), die
Ubergangshalbgruppe ist gegeben durch

T.f(z) =E[f(Jz + B|)| = E[f (2 + B:)1(s-0y| + E[f (-2 = B)1(p,<—0}]
= Em[f(Bt)l{Btzo}] + E—z[f(Bt)]-{BtZO}]

und man priift, dass der Generator gegeben ist durch

71tf(x) _TOf(I) _ 1 "
l%l t _§f ($)7 :L‘E[0,00)

Af(x) = 1}
mit Definitionsbereich
Dy ={f € Cy([0,00)): f zweimal stetig differenzierbar mit f" € C;([0, 00)) und f'(0) =0}

2. Xy =0+ By, mit 7 = inf{t > 0: B, = -z} ist eine in 0 absorbierte Brownbewegung mit Start in

z € B := [0, 00), die Ubergangshalbgruppe ist gegeben durch

T f(x) = E[f(x + Bt/\T)] = E[f(x + Bt)l{t<7}] + ]E[f(o)l{rgt}]
= Ex [f(Bt)1{Bt20}1{inf{Bu:ust}>0}] + ExI:f(o)]-{inf{B“:ust}sO}:l
= Eo[f(B) 1550y | — E-o[ f(B)1(m50y | + f(0)Po(sup{B, : u < t} > x)

(wir verwenden hier das Analogon von Satz 6.28, das Spiegelungsprinzip ftr die Brownsche Bewe-
gung). Man priift, dass der Generator hier gegeben ist durch
L) -Tif() 1

10 t §f”(l‘), T € [0,00)

Af(x) = lti
nun mit Definitionsbereich
Dy ={feCy([0,00)): fzweimal stetig differenzierbar mit f" € Cy([0, 00)) und f"(0) =0}

Insbesondere sicht man, dass es zur Charakterisierung einer Ubergangshalbgruppe durch ihren
Generator (A, D) nicht nur auf die ,formale Struktur von A sondern auch auf seinen Definitions-
bereich ankommt.

Zudem zeigen Beispiel 6.47, 1. und 2. zusammen, dass man in Bericht 6.43, 3. auf die Forderung,
dass D invariant unter der Halbgruppe (7}) ist, nicht verzichten kann:

D1nDy = {f € Cy([0,00)) : f zweimal ste. difPbar mit [ € Cy([0,00)) und f'(0) = f”(0) = 0}

liegt zwar dicht in C([0, 00)), aber der Abschluss der Einschrinkungvon A : f — L f" auf D; n D,
ist kein Erzeuger einer Feller-Halbgruppe. Andernfalls miisste der zugehorige stochastische Prozess
zugleich eine reflektierte und eine absorbierte Brownbewgung sein, siche z.B. [L1o, Remark 3.57] fiir
mehr Details.
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Beispiel 6.48. Sei £ =R,a: E - (0,00) und b: E — R seien stetig und

Af() = Sa(@)f"(2) + b(@) (), w e R

tir f € D mit D aus Beispiel 6.46, 1.

D liegt dicht in Cy(R) und wegen a(-) > 0 erfiillt A das positive-Maximum-Prinzip (Satz 6.44,
Voraussetzung 3.). Unter geeigneten Zusatzbedingungen (z.B. a(x) < K (1+22),[b(z)| < K (1+]|z|)
tiir ein K < oo) erfillt A auch Voraussetzung 2. in Satz 6.44, siche z.B. [EK, Ch. 8.1]. Demnach gibt
es einen Markovprozess X = (X} )ss0 auf R, dessen Ubergangshalbgruppe Generator (A, D) hat.

Vergleich mit Beispiel 6.46, 1. zeigt: ,lokal, d.h. in der Nihe des Punkts x Giber kurze Zeitriume
betrachtet, verhilt sich X wie eine Brownbewegung mit Varianzparameter a(2) und Driftparameter
b(x).

(Fira(z) = 02,b(z) = —cx mito?, ¢ > 0 handeltes sich um einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)
Beispiel 6.49 (Ein stochastisches Ising-Modell auf Z4). d € N, E = {~1,+1}2" 35 = (1()) yeza
mit Metrik d(1,7') = ¥ ,ez0 e Wl[n(z) = n'(2)| (die die Produkttopologie erzeugt). Fiir z € Z4,
n € E sein®) € E gegeben durch

(z) _ -n(r), y==x
n(y) {n(x% yia

Setze
D= {f : E - E : f hingt nur von endlich vielen Koordinaten 7(x) ab} ( c C’O(E))

und
Af(n) = ZdC(w,n)(f(n(m))—f(n)), feD

mit

c(x,n) = (1 +exp (26 2; n(x)n(y) - hn(x))) (6.25)
syl

wobei > 0 (,inverse Temperatur“) und h € R (,externe Feldstirke®) Parameter sind, vgl. z.B.
[L8s, Ch.IV]. Aerfiillt das positive-Maximum-Prinzip (Satz 6.44, Voraussetzung 3.); D liegt dichtin
Co(E),dieist nicht allzu schwer zu beweisen via Satz von Stone-Weierstraf (Satz 3.23, siehe auch [L8s,
S. 21f] (beachte: E is kompakt); Voraussetzung 2..) in Satz 6.44 ist etwas aufwendiger zu verifizieren,
siehe z.B. [L8s, Beweis von Theorem 1.3.9].

6.5 Erginzung: Zu diskreten Markov-Ketten

6.s.1  Grundlegendes Szenario

Es sei E eine abzihlbare Menge, p = (Pay ) yer eine stochastische Matrix und X = (X, ) e, eine
(diskrete) p-Markov-Kette, das heift

Pxo(Xn+1 =Y ‘ XU =Zg, .- 7Xn71 = xnflaXn = Q?) = Py
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firallen € Nund zo,...,z,-1,2,y € Emit P, (Xo = zo,..., Xpn-1 = Tpo1, X, = ) > 0. Wir
notieren die n-ten Potenzen der Ubergangsmatrix als P, = Po( X, = y).

Beispiel 6.50 (Erneuerungskette). Sei £ = N, v = () gen € M1 (N) und p gegeben durch
Vis, i=0

pij=41,  j=i-1

0, sonst

Eine Markov-Kette (X, ) ey, mit Ubergangsmatrix p und Start in Xy = z( kann folgendermafien
dargestellt werden: Seien &1, &, . . . ~ v unabhingig, Tp := xq, T}, := Ty + Y2 & firm € Nund

X, :=inf{Tp —n |k eNgy, T} >n}.

Interpretation: Die T}, sind die ,,Erneuerungszeitpunkte® — man denke an Zeitpunkte, zu denen je-
weils eine defekte Glithbirne ausgetauscht wird — X, ist dann die ,Restlebensdauer der zum Zeit-
punkt n brennenden Birne.

6.5.2 Rekurrenz und Transienz
Definition 6.51. Fiirz € Fsei T = inf{n > 0| X, =2} und fir k € N, k > 2
T = inf{n > T¢ Y | X, = 2}

(mit Setzung TH = oo, falls THD 2 o). T heie die k-te Eintrittszeit (auch Riickkebrzeit) von
Xinzx.

Bemerkung. i) Nach Konvention ist Tx(l) > 0, auch bei Start in z.
ii) Die Ték) sind Stoppzeiten beztglich (%, ), mit %, = 0(Xo, ..., Xy).

Definition 6.52. Fiir z,y € F sei

Pl = a1 <o0) = 010, - )

die Wahrscheinlichkeit, bei Start in x jemals y zu erreichen, beziehungsweise fiir y = = die Wahr-
scheinlichkeit, bei Start in 2 jemals nach « zurtickzukehren.

Lemma 6.53. Fiirx,y € E und k € N gilt Px(Ty(k) <o0)=F(x,y)F(y,y)L

Intuitiv: Damit Ty(k) < oo gilt, muss die Kette zunichst y erreichen und dann noch (k£ — 1)-mal
zurtickkehren.
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Beweis. Durch Induktion tiber & € N. Fiir k£ = 1 gilt die Aussage nach Definition von F'(z,y). Sei
die Behauptung also fur k € N erftllt. Es gilt

k+1 [ k+1
IP’Q;(Ty( 1) o o) =K, _Px(Té D ¢ oo |FTZ§1€))1{T£’€)<OO}:|

=E, -PI( inf{n>0: XTgsk)+n =y} <oo |FTZ§k))1{T5k)<OO}:I

[ () <ot )

=E, :Py(Ty(k) < OO)].{T;k)«)O}]

= F(y,y)P(T\" < 0) = F(y,y) F(z,y) F(y, y)**
= F(z,y)F(y,y)",

wobei wir in der vierten Zeile die starke Markov-Eigenschaft und in der fiinften Zeile die Induktions-

annahme verwendet haben. [
Definition 6.54. Ein Zustand = € F heif3t (beziiglich p)

* rekurrent, falls F(z,z) = 1,

e positiv rekurrent, talls E, [Tél)] < oo (also insbesondere F'(x, ) = 1),

* nullrekurrent, falls E,, [Tél)] =oound F(z,z) =1,

* transient, falls F'(z,x) < 1,

* absorbierend, falls p,, = 1.

Die Markov-Kette X heifit (positiv / null-) rekurrent, wenn dies fiir jeden Zustand gilt. X heifSt z7an-
stent, wenn jeder rekurrente Zustand absorbierend ist.

Bemerkung. Es gilt: x absorbierend = x positiv rekurrent = x rekurrent.

Beispiel. Betrachte folgende Markov-Kette auf F = {1,2,...,8}, wobei die Pfeile positiven Uber-
gangswahrscheinlichkeiten entsprechen:

e " e
®
e ® .

Zustand 1 ist absorbierend, Zustinde 2,3,4,5 sind transient und Zustinde 6,7,8 sind (positiv) rekur-

rent.
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Definition 6.s5. Sei N(y) := Y77 1{x, -, die Anzahl der Besuche in y € E. Sei

G(z,y) =E.[N(y)] = pry

G heiflst Greenfunktion* von X .

Satz 6.56. Fiirx,y € I gilt
F(z,y)
G(z,y)={" F(y )’

1- F(yy)’ y=2

Yy+Fx

mit Konvention 1[0 = oo. Insbesondere ist G(x,y) = F(2,y)G(y,y) + Liaeyy und y ist genan dann
rekurrent, wenn G(y,y) = oo.

Beweis.

Gz.y) = Eu[N(1)] = lim(sz) > k) = Ty + limf;“ < o0)

F(z,y)

=1gpeyy + O F(2,y)F(y,y)" = 1oy + —
{z=y} k; {z=y} l—F(y,y)

]

Satz 6.57. Sei v € E rekurrent und es gelte F(x,y) > 0 fiireiny € E. Dann ist auch y rekurrent und es
gilt F(x,y) = F(y,x) = 1. Falls x positiv rekurrent ist, so auch y und es gilt E,, [T;l) I, E, [Tél)] < oo.

Beweis. Seiohne Einschrinkungy # . Wegen F'(z,y) > Ogibteseink e Nund zy, ..., 2, € E'mit
xp=y,x; #xfiri=1,... kund P,(X; = x1,..., Xy = x1) > 0. Insbesondere istp’éy > 0. Es gilt
0=1-F(z,2) =P, (T" = 00) > Po( Xy = 21,..., Xp = 3, TSV = o0)

= B, [Po(X1 =21, Xp = 25, T = 00| Fy) ]
— P (X1 =21, .., Xp = )P, (T = o),
also IP’y(ngl) = 00) = 0 und damit F'(y,z) = 1 - Py(Tx(l) = 00) = 1. Insbesondere gilt pf,, > O fiir
ein £ € N, somit
Gyy) =Y o Ph > > phpmpt, = bk, Gz, 2) = 00

nach Voraussetzung, das heif3t  ist rekurrent. Vertauschung der Rollen von = und y zeigt nun auch
F(z,y) =1
Sei nun x positiv rekurrent und x4, . . ., 2, wie zuvor, dann gilt

-----------
.....

demnach ist £, [Tél)] < oo. Nach Vertauschung der Rollen von = und y erhilt man nun auch
E,[TV] < oo. O

*benannt nach George Green (1793-1841), der ein analoges Objekt in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen

eingefiihrt hat
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Definition 6.58. Eine diskrete Markov-Kette heif3t zrreduzibel, wenn
F(z,y)>0 Vaz,yekE.

Bemerkung 6.59. i) Eineirreduzible Kette X besitzt entweder nur rekurrente oder nur transiente
Zustinde. Falls | E| > 1, so gibt es keine absorbierenden Zustinde.

ii) Ist|E]| < oo und X irreduzibel, so ist X rekurrent.
Beweis. i) Die Aussage folgt aus Satz 6.57.

ii) Seiz € E. Esgilt

ZG@,y):izpzy:él:w,

yek n=0yeFE

das heifdt es gibt ein y mit G(z,y) = 0o0. Wegen der Irreduzibilitit von X existiert ein & € N mit
pk, > 0, somit gilt auch

G(z,x) > Y piph. = Gz, y)ph, = o.
m=0

O

Beispiel 6.60 (Irrfahrten auf Z¢). Seien Y1, Y5, . .. unabhingige und identisch verteilte, Zd—wertige
Zufallsvariablen. Sei (X, )nen, eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix p,, = P(Y; = y — x), das
heifit unter P, ist
(X )netig S (z+ Y7+ +Y,,).
i) Seip :=E[Y]]# 0. Dann gilt fiir jedes = € Z4

Xn
— > u P.fs,
n

insbesondere ist #{n € Ny | X,, = 2} < oo P,-f.s., das heifft X ist transient.

ii) Sei pn = E[Y1] = 0, E[||Y1]]?] < oo, die Kovarianzmatrix C' = (Cov[Y3,, Y7 ;])i =1
invertierbar und die von {y | P(Y] = y) > 0} erzeugte Gruppe sei Z¢. Dann gilt

,,,,,

1

Poo = Po(Xn =0) =P(Yy +--+Y, = 0) ~ (2m) 22| det(C)[2ndl?

fir n — oo (lokaler Zentraler Grenzwertsatz, zum Beispiel via Fourier-Inversion). Somit ist

- =00, d=1,2,
G(070) = ZPS,O {<

n=0 o0, d> 3,

das heift eine zentrierte Irrfahrt mit endlicher Varianz ist genau dann rekurrent, wenn d < 2.
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6.5.3 Invariante Verteilungen

Fiir ein Maf p¢ auf E sei pip({z}) = ¥yep 1({y})pye (Transport von p durch den Ubergangskern
p).

Definition 6.61. Ein (o-endliches) Maf8 p heil3t (p-)invariant, falls up = p. Ist g zudem ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf, so heifSt es auch eine invariante Verteilung (auch: Gleichgewichtsverteilung) von

2
Lemma 6.62. Sei jeder Zustand transient. Dann gibt es keine invariante Verteilung fiir p.

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz 6.56 ist G(z,y) = Y, Py, < 00, insbesondere gilt p7, — 0 fiir
n — oo firallex,y € F.

Angenommen p wire eine invariante Verteilung. Dann gibt es ein y € E mit u({y}) > 0, ein
endliches £’ ¢ E mit u(E ~ E') < zp({y}) und fiir geniigend grofles n ist

. by}
w5 e S By

Somit folgt

n({y}) = wp({y}) == mw"{y}) = X, w{a)ph, + Y wl{z})p},

zel'’ reENE’
1 1 1
<—n({yh) + Zu({w}) = su(y}),
4 4 2
also ein Widerspruch. L]
Satz 6.63. Sei x rekurrenter Zustand, dann definiert
M o
no({y}) = Es [ 2 1{Xn:y}] = Y PNy =y, TV >2), yeE
n=0 n=0
ein invariantes Mafs [i,.

Diese Konstruktion wird auch der ,Zyklus-Trick® genannt. Intuitiv ist ¢, ({y}) die erwartete
Anzahl Besuche in y wihrend {0, 1, ..., ngl) -1} und p.p({y}) die erwartete Anzahl Besuche in y
wihrend {1,2,..., T;,El)}, diese Anzahlen sind aber wegen X 1) = z gleich.

Beweis. Zeige zunichst p1,({y}) < oo fiiralley € E. Esgilt f1,(x) = 1und p1,(v) = 0, falls F'(z,y) =
0. Falls F'(x,y) > 0 fiiry # x, so setze F'(z,y) := Px(Ty(l) < ngl)). Dann ist F'(z,y) > 0 und
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F(y,x) > 0undes gilt

71 {1
Ey[ > 1{Xn—y}]=1+E Z L= L oy
n=0 | n= T(l)

-1
=1+ Ey Ey Z 1{Xn y}l{T(1)<T(1)} | L/’T(l)

nT)

7M1
=1+E, 1{T@51)<T§1)}E?J[ Z:O ]—{Xn—y}]]

(1) 1
=1+ (1 F y’ ) [ Z 1{Xn y}]

das heift
ngl)fl 1
E ix,-py|=———.
Y n; {Xn=y} F(y,z)

Damit folgt

te({y}) = Ey

T 1 71
Z;) 1{Xn—y}] B, 1{T(1) 7Yy Z 1{Xn =y}

nT

-1
F
P (T <TONE, | Y Ly | = DY)
n=0 F(y, a:)

Setze nun p, () = Po(X, = y, T > n), dann gilt

({21 = S (o o = S 3 B 9)ye

yeE n=0yeE
1. Fall: x # 2. Es gilt

Y Dz, y) = Y Po(X, =y, T T >0, Xy =2) =Py(Xpar = 2, TV >+ 1)
yeE yeEB

=Pz (Xn=y, Xn+1=2, T§1)>n+1)

und somit wegen py(z, z) = 0firz # 2

Nm’p(z) = Z]_)n+1($,y) Zﬁn(w,y) = Mm({z})
n=0 n=0
2. Fall: x = 2. Es gilt

Zﬁn(x7y)py2 = Z P, (X, =y, ngl) >n, Xpa=2)= Pw(Tfng) =n+1),
yek yeE
das heif3t
pp({x}) = Z > Du(@,9)py. = ZP (T8 =n+1) =1 = p({z}).
n=0yekE

Damit ist y1, ein invariantes Maf3.
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Korollar 6.64. Ist x positiv rekurrent, so definiert
1

Ti= el
1
E,[T{"]
eine invariante Verteilung.
Satz 6.65. Eine irreduzible Markov-Kette besitzt hichstens eine invariante Verteilung.

Beweis. Seien 7,v € My (FE) invariante Verteilungen. py, := Yoo 27 "pl, ist eine stochastische Ma-
trix und aufgrund der Irreduzibilitit gilt p,, > O furalle x,y € E.
p = T — v ist ein signiertes Mafl mit pp = pund p(E) = 0. Angenommen g ist nicht das
Nullmaf, dann gibt es 21, 22 € E mit u({x1}) <0 < p({x2}), somit
({21} )Bary + ({22} )Pray| < 1({21)) Byl + ({22} Pasy| Yy € E

und
|1l = Z\Zu({x} Pyl <3 ZW {zP)|Pay = ZIM({$})| [l v = 18] 1y -

Dies ist ein W1derspruch, (4 muss also das Nullmaf$ sein und somit gile 7 = v. [

Satz 6.66. Eine irreduzible Markov-Kette X ist genan dann positiv rekurrent, wenn sie eine (notwen-
digerweise eindeutige) invariante Verteilung m besitzt. Diese ist dann gegeben durch

m({z}) = >0, xzek.

[T(l)]
Beweis. Wenn x positiv rekurrent ist, so gibt es nach Korollar 6.64 eine invariante Verteilung, welche
nach Satz 6.65 eindeutig ist.

Sei nun 7 eine invariante Verteilung. Wegen p = 7 und der Irreduzibilitit von X giltw({z}) > 0

firjedes z € E. Setze P := Y. . p m({x})P,, das heifSt unter P ist X ~ 7. Fiir x € E'und n € N sei

ol := sup{m < n: X,, = 2} mit Wertenin {0, 1,...,n} U {-oo}. Fiir k < n ist

P (0l = k) =Po(Xp =2, Xps1 # 7, ..., X # 2)
=P (Xg=2)P( Xy #2,..., Xk 1)
= 7({z)P(T > n -k +1),

wobei wir in der zweiten Zeile die Markov-Eigenschaft und in der dritten Zeile die Invarianz von 7
ausnutzen. Somit folgt

1= Zk (P08 = k) + Pr(0f = —c0)
Dr({e) S PATV 2=k + 1)+ Po(TD 2 n+1).
Weiter gilt wegen der Irreduzibilitit und mit monotoner Konvergenz

P72+ 1) = Y n({y)P, (T 2 n+1) — 0,
y n—oo

das heift mit n — oo folgt aus (1)

1=n({z}) Sy PATV 2 0) = n({2DEL[T].

Damit ist E,[7: 951)] < oo und folglich « positiv rekurrent. O
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6.s.4 Konvergenz ins Gleichgewicht
Definition 6.67. Fiir v,y € E sei N(z,y) := {n e N|pz, > 0}.

i) dy = ggT(N(z,)) heit Periode des Zustands z.

ii) Falls d, = d, = d fiir alle 7,y € E, so heifit d die Perdode der Markov-Kette X
iii) X heift aperiodisch, wenn d = d, = 1 fiir alle z € E.

Beispiel.

@
@

O ©
@ ® ®

aperiodisch Periode d = 2
Lemma 6.68. 1) Fiirx € I/ gibteseinn, € N mz'tpggw > 0 fiir allen > .

11) Im irveduziblen Fall gilt d,, = d,, fiir alle x,y € E.

Beweis. i) Setze N := N(dg:x), dann ist N ¢ Ny mit ggt(N) = 1 und N ist abgeschlossen unter
Addition.
Zeige: Es gibt ein n/ € No mitn/,n/ +1 € N. Seien dazu ng,Nog + k € N. Falls k = 1, so ist
n' = ng. Ist k > 1, s0 gibtesein ny € N mit k 4 ny, das heilt n; = mk + r mitm € N
und7 € {1,...,k -1} Esgile N 3 (m +1)(no + k) > (m + 1)ng + ny € N mit Differenz
(m+1)k—ny = k—r < k. Iteriere dieses Argument maximal & mal und erhalte n’".
Sei nun n, := (n')% Firn > n, schreibe n = (n)2 + n - (n'2) = (n')? + kn’ + r mitr €
{0,1,...,n' =1} und k € Ny, demnach st = 7(n/ + 1) + (n/ = r + k)n' € N.

ii) Esgilt N(z,y) + N(y,2) c N(z,z) furallex,y, z € E, denn piz > pin it .
Wegen der Irreduzibilitit existieren m € N (x,y) und n € N(y,x). Sei k > n,, (das heiflt kd, €
N(y,y)), dann folgt m + kd, € N(x,y) undm +n + kd, € N(x,x), also

dy | (m+n)+kd, firalle k > n,,.

—
eN(z,x)

Demnach gilt d, | d,, und mit vertauschten Rollen von = und y auch d,, | d, das heif8t d,, = d,,.
O
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Bericht 6.69. Im irreduziblen Fall mit Periode d > 1 kann man F = Fy v By u -+ v Ey_; disjunke
zerlegen, so dass
Pay > 0,.’13' € Ez = yEe€ E(i+1) mod d

gilt (vgl. [KI, Satz 18.4]).

Satz 6.70. Sei X eine aperiodische, irreduzible Markov-Kette mit invarianter Vertedlung . Dann gilt
fiirjedes x € B

> [Po(Xn =y) - n({y})] —= 0.
yel
Beweis. Wir konstruieren eine Kopplung von P, und P;..

P(wr29),(y1,o) = Pa1ynPas,ys ist eine irreduzible stochastische Matrix auf E' x E' (die Irreduzi-
bilitit verwendet Lemma 6.68), T({z,y}) = m({z})m({y}) ist zugehdrige invariante Verteilung.
Sei (X, Y,,)n eine p-Markov-Kette mit Startverteilung 6, ® 7. Nach Satz 6.66 ist (X, Y") rekurrent,
insbesondere ist 7" := inf{n e Ny : X, =Y}, } < oo fis. und es gilt

M=

P(Xn:y7TSn) = Z ]P)(T:m7Xm:x7Xn:y)

0

3
Il

:P(T:m,Xm :w)pg;m:P(T:mvym:x)pQ;m

M=

ZP(sz,Ym=x,Yn=y) =P(Y,=y,T <n),
0z

Yo=y,T<n)+P(X,=y,T>n)<P(Y,=y)+P(X,=y,T >n)

I
= 3

und analog P(Y,, = y) <P(X,, = y) + P(Y,, = y,T' > n), somit

> P (X0 =y) —7({y})] = 2 [P(Xn =) ~P(Ya = y)| < 2P(T > n) — 0.

yeEl yelr
[

Beispiel (Erneuerungskette, vgl. Beispiel 6.50). Sei £ = Ny, v € M;(N) und X eine Markov-Kette
mit Ubergangsmatrix pg ; = v({j + 1}) fiir j € No, p; ;.1 = 1 fiiri € Nund p;; = 0 sonst.
Seifo:= Y v av({}) < cound ggT({z: v({z}) > 0}) = 1, dann ist X aperiodisch, irreduzi-

bel und positiv rekurrent mit (eindeutiger) invarianter Verteilung 7, gegeben durch
1
m({z})=—v({z+1Lz+2,...}), zeN
1

(falls m := sup{x : v({z}) > 0} < oo so muss man wértlich auf £’ := {0,1,...,m + 1} ein-
schrinken).

Beweis. Die Irreduzibilitit und Aperiodizitit von X sind klar. Weiter gilt

m({J +11)pjers + 7({0})po, = %(V({j +2,. 1) 1+ Lwv({j+1}) =7({7}),

somit ist 7 die invariante Verteilung. O]
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Satz 6.71 (Diskreter Erneuerungssatz). Mit der Darstellung
X, =inf{Ty —n |k eNo,Tj, > n}

mit &1, &, -+ ~ v unabhingig, E[&1] = 1, To := xo und Ty, i= xo+ & + -+ + &y, flir m € N ergibt sich
aus Satz 6.70 .
P(3keN: Ty =n) =P, (X, =0) — ({0}) = —.
n—>00 M

6.5.5 Markov-Ketten und Randwertprobleme

Definition 6.72. Sei f: E — R, pf(x) = ¥ cp Day f (y) (f sei derart, dass die Summe existiert). f
heif$t harmonisch (fiir p), wenn pf = f. f heilt subbarmonisch, wenn pf > f und superbarmonisch,

fallspf < f.

Bemerkung. Ist f harmonisch und (X, ),, eine p-Markov-Kette, so ist ( f(X,,)),, ein Martingal.

Definition 6.73. Sei @ + A c Fund g : A — R beschrinkt. f 16st das Dzrichlet-Problem (zu p — I)
auf & \ A mit Randwerten g (auf A), wenn gilt

(pf - )(2)
f(z)
Beobachtung 6.74. Sei (X,,), p-Markovkette, 74 := inf{n € Ny : X,, € A} (die Treffzeit von

Ac E)undesgelte P, (74 < 00) = 1 fiirallex € E. Dann lost f(z) := E,[g(X,,)] das Dirichlet-
Problem mit Randwerten g.

0, xeFE~NA,
g(z), xeA.

Beweis. Offenbarist f(z) = g(z) fir x € A, denn dann ist P, (74 = 0) = 1. Fiir x ¢ A gilt wegen
der Markov-Eigenschaft

9(y) = f(y), yeA,

Elg(Xr)lXa =yl = {Ey[g(XTA)] =fy), ytA

Demnach ist fiir z ¢ A
f(x) = Y Pu(Xy = ) Eu[g(Xr)IX1 = y] = D" pay f(y) = pf(2).

]

Bemerkung. Auch f (z) = Ex[g(XT D)1 A<°o}] 16st das Dirichlet-Problem. Ist P, (74 = o0) > 0,
so kann es verschiedene Losungen geben.

Sei Py = L a(Z) Py + L1404y (P ist die Ubergangsmatrix von X, :i= X, 0, » derin A absorbierten
Kette). Wir treffen folgende Annabme:

Ve ENAyeE :3IneNy:py, >0 und inPgIP’m(TA<oo)=1 (Irr4)
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Satz 6.7s (Maximumprinzip). Es gelte (Irra). Sei f+ E - Rmit (pf — f)(x) =0 fiiraz € EN Aund
esgebe vt € BN Amit f(x*) = sup,.p f(x). Dann ist f konstant.

Beweis. Esgilt f(x) =pf(x) =+ =p"f(x), insbesondere
f(@) =p"f(z") = X oy f (y) < f (),

alsogilt f(y) = f(z*) furalley e {z € £ | p"._ >0} =t A,. Nach Annahme ist Uy, 4, = E. [

Satz 6.76. Unter der Annabme (Irra) ist fiir jede beschrinkte Funktion g: A — R das Dirichlet-
Problem mit Randwerten g eindentig losbar durch f(z) = E,[g(X,,)].

Beweis. Seien fi und fo Losungen. Da g beschrinke ist, sind gemif$ Satz 6.75 (Maximumprinzip)
auch f; und f beschrinkt mit || f1|oo, ||./f2]]c0 < [|9]]co-

f=f1— foerfille (pf = f)|gea = 0und f|a = 0, also muss f = 0 sein, denn ein 2* € B\ A
mit f(z*) > 0 oder - f(2*) > 0 ergibe einen Widerspruch zum Maximumprinzip. O

Beispiel 6.77 (Einfache Irrfahrt auf Z mit Drift). Sei £ = Z, 7 € (3,1) und
Pay =10y e + (L =7)y o1

o(z) = (%)x ist harmonisch. Sei A = ((—00,a] U [b,00)) N Z mit —a,b € N und betrachte
g(a)=1,9(b) =0.Fira <x < bist

(=) - (2)
(=) - (=)

6.5.6 Beispiel Gibbs-Sampler und Isingmodell

Px(T{a} < T{b}) =E.[9(X:,)] =

Das Ising-Modells ist ein einfaches thermodynamisches und quantenmechanisches Modell fiir (Ferro-

) Magnetismus von Kristallen.

* Die Atome sitzen auf den Knoten des Gitters, wir denken an A = {0,1,..., L — 1}? fiir ein
LeN.

* Jedes Atom (i, 7) € A besitzt ein magnetisches Moment x(; ;) € {1, +1} (Spin).

* Atome wechselwirken (nur) mit ihren direkten Nachbarn auf dem Gitter, und sie bevorzugen
dieselbe (Spin-) Orientierung wie ihre Nachbarn zu haben.

* Die Energiefunktion eines Zustands x € {+1}" ist gegeben durch
H@) == ) 2Ty
(ihj)N(i’hj,)

wobei (7,7) ~ (i, ") bedeutet, dass (¢, j) und (4', j') benachbarte Gitterpunkte sind. Dem-
nach ist die Energie eines Zustands umso kleiner, je mehr ,gleichsinnige® Nachbarpaare (+/+

oder -/-) es gibt.

SErnst Ising, 1924
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¢ Wegen thermischer Fluktuationen ist der (,,mikroskopische®) Zustand eines Systems bei Tem-
peratur 1" > 0 zufillig.

Bei Temperatur 7" > 0 hat ein Zustand x die Wahrscheinlichkeit
1
pa(x) = A exp ( - ﬁH(:E))
B

mit 3 = % (¢nverse Temperatur) und Normierungskonstante (Zustandssumme)

Zg = Z exp( - BH(x))
ze{+1}A
pp ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf {+1}%, die Gibbse-Verteilung (oft auch Boltzmann’-
Verteilung).

Um ,typische“ Konfgurationen im thermischen Gleichgewicht zu beschreiben, miissen wir Er-
wartungswerte beziiglich 115 ausrechnen. Da Zj eine Summe iiber 2/ Terme ist, kann man us(z)
aber nur sehr schwer ausrechnen (zum Beispiel fiir ein Gitter der Gréfie 100 x 100 sind dies 210900 w
2 - 103010 Symmanden).

Losungsvorschlag: Finde eine Markov-Kette (X, ) neny,» die p15() als einziges Gleichgewicht be-
sitzt, denn dann hat (fiir n > 1) X, (ungefihr) Verteilung f15.

Gibbs-Sampler. Fiir (7,7) € A, x € {1} sei 2(27)+ € {+1}* gegeben durch

(i) _ {+17 (@,5") = (i,7)
G ey (@5 % (0.9)

und analog (%)~ Definiere (A(,y)), yef+114 durch

A(:L‘ x(i7j),+) . i //LB(:C(Z’])A')
| A (2@ *) + pg ()
1 ps(zC")

(i7j)7_ = —
AT = R ) = ey

A(x7 y) = 07 falls y ¢ U(Z,j){x(z,'])7+, x(i’j)vf}

Beachte: A ist eine (irreduzible und aperiodische) stochastische Matrix und man braucht Z3 nicht
zu kennen, um A zu bestimmen. Interpretation von A: Wihle zufillig einen Gitterpunke, flippe den
Spin dort gemifs j14, bedingt auf alle anderen Spins. Es gilt

1s(Y)A(Y, 2) = ng(2)A(z,y)  firalle y, 2 € {£1}*

(es geniigt hier, dies fiir y = 2(09)*, 2 = 29~ figralle € {+1}4, (4, j) € A zu priifen) und somit
Do 1s(2)A(z,y) = ps(y)  firalle y e {1},

{4 ist ein (reversibles) Gleichgewicht fir A.

®Josiah Willard Gibbs (1839-1903)
7Ludwig Boltzmann, 1844-1906



(b) B =0.43

Abbildung 6.1: Simulationen eines Zustands gemifS fg fur L = 256

Fiir einen ,Mikro“-Zustand x{+1} ist
1
m(z) =5 ) T
| |(Lj)eA

die Magnetisierung (pro Spin) und

mgi= ) pg(x)|m(z)|

r{x1}A

die mittlere (absolute) Magnetisierung bei inverser Temperatur £3.
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Magnetisierung

1.0

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

mittlere (absolute) Magnetisierung als Funktion von 3
(basierend auf einer Simulation fiir L = 1000)
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Kapitel 7

(Etwas) Ergodentheorie

Definition 7.1. Ein stochastischer Prozess (X}, )nen, mit Werten in einem polnischen Raum E heifSt

stationdir, wenn fur alle m € N gilt

]P)((Xn)nENo € ) = P((Xn+m)nENo € - )
Beispiel. i) Sind X, X5, X3, ... unabhingig und identisch verteilt, so ist (X, )yen, Stationir.

ii) Ist (X},)nen, eine Markov-Kette mit invarianter Verteilung 7 und X ~ 7, so ist (X, ) peny, stati-

ondar.

iii) Fir k € Z seien Y}, unabhingige und identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen. Seien m € Ny,
€05 Cly -+, Cm € Rund X, := 0% ¢; Y, (,gleitendes Mittel). Dann ist (X, )nen, stationdr.

Definition 7.2. Sei (€2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7: Q2 — {2 messbar.

i) A e o heillt invariant, falls 71 (A) = A.
A € of heiSt guasi-invariant, falls P(171(A) & A) = 0.

T = {A € &/ | Ainvariant} heiflt die 0-Algebra der invarianten Ereignisse (auch invariante

o-Algebra).

ii) 7 heiflt mafStren (auch maflerhaltend), talls P(771(A)) = P(A) fiiralle A € o7
(Q, o7, P, 7) heiflt dann (mafSerbaltendes) dynamisches System.

iii) (2, o7, P, 7) heiflt ergodisch', wenn T P-trivial ist, das heifft P(A) € {0, 1} fiiralle A € 7.
Bemerkung 7.3. Sei (€2, %7, P, 7) ein maflerhaltendes dynamisches System.

i) Sei f:€) - R messbar. f ist genau dann Z-messbar, wenn f = fo 7.

ii) Ist A € Z mit P(A) € (0,1), soist (A, (4, P(- | A),7ja) ein mallerhaltendes dynamisches
System (274 bezeichnet dabei die Spur-o-Algebra tiber A).

'Zur Etymologie des Worts ,ergodisch® vgl. auch G. Gallavotti, J. Stat. Phys. 78, 1571-1589 (1995).
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Beispiel 7.4 (Rotation des Einheitskreises). Sei {2 = [0, 1) (mit ,periodischem Rand®), &7 = #(12),
IP das Lebesgue-Maf§ auf  und 7, : « = = + r mod 1 (alternative Parametrisierung via x = %),

Sei zunichst r = § € (0,1) mitp, g € N teilerfremd. Dann gilt
7d(x)=(r+qr)mod1l=(z+p)mod1l=xrmod1 =z,

das heifSt 7;. hat periodische Orbits. Sei Ay := [0, 2%1) und A := U2} 77(Ap). Dannist 771(A) = A

n=0 r
und P(A) = % ¢ {0,1}, alsoist (£2, o7, P, 7,.) in diesem Fall nicht ergodisch.
Seinunr € (0,1) \ Q. Zeige: Die Orbits liegen dicht.
Setze dazu x,, := 77(0). Es gilt z,, # x,, fiir n # m, denn sonst wire rm = rn+k, alsor = % €
Q, was zu einem Widerspruch fiihren wiirde. Fiir alle N € N existieren m, n € Ny mit |z, — | < %
(»Schubfachprinzip®), also existiert auch ein k € Nmit 0 < z, < % (wihle zum Beispiel k = |n—m)).

Fiir L := [ﬁ] haben 0 < ), < Zoy < ... < ), < 1 jeweils einen Abstand kleiner gleich +, folglich
liegen die Orbits dicht.

Sei A € Z mit P(A) > 0. Zunichst: Fallses ein 2 € A und eine > 0 gibt mit (z —£,2 +¢) c A,
so folgt

[0,1)= U ((z-e,x+¢)) c A,
n=0
also A =[0,1) und somit P(A) = 1.
Fiir den allgemeinen Fall benutzen wir den Dichtesatz von Lebesgue:

Bericht 7.5 (Dichtesatz von Lebesgue?). Sei A das Lebesgue-Mafd auf R und A € Z(R) mit A\(A4) >
0. Dann gilt fiir A(- n A)-fastalle x und B.(z) := (x —€,2 +¢)

MANB.(x))

li =1
NOTANB(@)
das heifst ( ()
.. MANB.(x ~
)\({I‘ € A| lllgl\loﬂfm < 1}) =0.
Es gibtein z € A mit % > 2 fiir 0 < & < &. Falls A° = @, so ist P(A) = 1. Andernfalls

seiy € A°. Zue > 0 gibtes ein n € N mit B.(77(2)) ¢ Ba.(y), demnach
P(A°0 Bac(y)) _ P(A°n77(Be(2))) | B(A° 0 (Ba(y) ~ 7' (B:())))

P(Bax(y)) de 4e
=32 P(77 (AN Be () <32 P(Bac ()N (Be(2))=35=5

1 1 12 2 5

<—P(A°nB o< —— 4+ — =,

45\;& 2 4e 4 4 8

<1P(B.(2))

P(ANB: (y))

Damit gilt liminf, . P(B:(v))

P(Ac) = 0 folgt.
Somitist (§2, o7, P, 7,.) fiirr € (0,1) \ Q ergodisch.

< 1 furjedes y € AS, wonach mit dem Dichtesatz von Lebesgue

*Siehe z.B. J. Elstrodt, MafS- und Integrationstheorie, Satz VII.4.9
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Beispiel und Definition 7.6. Sei X = (X,,),en, ein stochastischer Prozess mit Werten in £, reali-
siert als kanonischer Prozess auf (2, 7, P) mit Q = EMNo, o7 = B(E)®No, P = Z((X,,)nen, ) mit
Xi:Q - FE, (rg,x1,...) » x; und

7:Q > Q, (xg,x1,...) ~ (21, 29,...).

Insbesondere gilt X, (w) = Xo(7"(w)). X ist genau dann stationir, wenn (€2, 27, P, 7) ein mafler-

haltendes dynamisches System ist. Ein stationirer stochastischer Prozess X heifSt ergodisch, wenn dies

fir (Q, o7, P, 1) gilt.

Beispiel. i) Sind X3, Xy, ...unabhingigund identisch verteilt, soist (X, ), ergodisch. (Dies folgt

z.B. mittels Kolmogorovs-o-1-Gesetz.)

ii) Wir werden sehen (siche Satz 7.13 unten): Aperiodische, irreduzible Markov-Ketten mit invari-
anter Verteilung sind ergodisch.

Satz 7.7 (Ergodensatz). Sez (2, o7, P, T) ein mafSerhaltendes dynamisches System, f: ) — R messbar,
X,:=form"undS, = Z;-tol X;. Falls f € LP(P) fiirein p > 1, so gilt

1 1 n-1 )
—Sp==> forl —E[Xo|Z] fs undinLP.
n n 3 n—>00

Die f.s.-Konvergenz-Aussage in Satz 7.7 heifit in der Literatur auch ,Birkhofts® individueller Ergo-

densatz®, die LP-Konvergenz ,,von Neumanns+ statistischer Ergodensatz.“

Lemma 7.8 (Hopfss Maximal-Ergodenlemma). In der Situation von Satz 7.7 sei Xy € LY und M, :=
maX{O, Sl, SQ, ceey Sn} D&Zi’lﬂgl]fE[Xo]_{Mn>0}] > 0.

Bewess. Furl <k <ngilt
Xo+ MyoT2Xg+SpoT =Sk,

sowie Xo > S1 — M,, o 7. Damit ist
Xo >max{Sy,...,S,} - M,or.
Weiterhin ist
{M, >0} ={M,=0}n{M,o7 >0} c{M, - M,or <0},
also

E[Xol{Mn>0}:| > E[(max{sl, Ce 7Sn} - Mn (¢} T)]-{Mn>0}:|
E[(M,, - My, 0 7)1 {as,50 ]
E[M,, - M, o] =E[M,]-E[M,] = 0.

v

3George David Birkhoff 1884-1944; 1931
*John von Neumann 1903-1957; 1931
SEberhard Hopf 1902-1983
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Beweis von Satz 7.7. Sei ohne Einschrinkung E[X, | Z] = 0 (ansonsten betrachte X, = X, -
E[X, |Z] = X» - E[Xo | Z]). Sei
Z :=limsup %Sn,

e>0und F := {Z > ¢} € T. Weiter sei

n-1
X :=(X,-e)lp, S5:=> X; und M :=max{0,5;,...,5}.
k=0

Fir F, := {M¢ >0} gile F; c Fyc...und
i 1 1
UFE. = {sup—S,i > 0} = {sup—S,i > O}OF =F,
n=1 Kk Kk
daher folgt mit Lemma 7.8 und monotoner Konvergenz
0<E[X{1p, ]| — E[X{1r] = E[X{].
Demnach gilt
0<E[X§]=E[(Xo-¢)1r] =E[E[(Xo-&)1r | T]] =E[17(E[X, | Z] - )] = —eP(F),

das heifft P(F') = 0 und mite 0 folgt limsup, -5, < 0 fs. Ersetze nun X, durch —X,, und
erhalte ]

-5, — Of.s.

n

n—oo

Seinunp > 1und Xo € LP. Zeige: {|1S,P | n € N} ist gleichgradig integrierbar. {| X[’}
ist gleichgradig integrierbar, also existiert nach Erinnerung B.23 eine monoton wachsende, konvexe
Funktion ¢: [0, 00) — [0, 00) mit @ — o0, x - oo und E[p(|X(|P)] < oo. Nach der Jensen-

Ungleichung gilt \%Sn|p < % Z;»tol | X|P, also folgt wegen der Monotonie und Konvexitit von ¢
(L)< o1 S 1) < 15 o)
plI=SaP) <o | = Pl < = eX;

und somit

supE [ (|50 ) | € sup L[ Xol")] = B[p(1 )] < oo

Demnach ist {|1.5,|P | n € N} gleichgradig integrierbar. Dies zusammen mit 15, - 0,n — oo fis.
impliziert dies auch %Sn - 0,n — oo in LP. O

Beispiel 7.9. Sei X eine positiv rekurrente, irreduzible Markovkette auf einer abzihlbaren Menge
E. Sei 7 die eindeutige invariante Verteilung und P := . . m({z})P,. Dann ist X ein stationirer
Prozess (zum Beispiel auf Q = ENo mit7: (2,),, = (Zp+1)y ) und (2, (2F)®No P, 7) ist ergodisch.
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Beweis. SeiAeTcT =M,0(Xn, Xni1,...). Esgilt Pr(X € A| 7)) =Px, (X € A) fiir jede fs.
endliche Stoppzeit 1, denn fiir B € .7, gilt

Eﬂ[l{XGB}l{XEA}] = Z ZPW(X € B,77 :n,Xn =, Xe A)
n=0zcE Xorren

= i pr(XEBW:”,Xan)Px(XeA)
n=0

zel
= ]EW[]-{XEB}]P)XW (X € A)]

Insbesondere ist mit 7" := inf{n > 0| X,, = 2} (< oo fs., da X irreduzibel und rekurrent) und der
Markov-Eigenschaft

Po(X € A) =E[Pr(X € A|.Z,0) | = Ex[Px (X € A)] = E,[Po(X € A)| =Py (X € A)
x Ta:
tiir jedes x € . Somit ist

P (XeA) =Py, (XecA)
:]P)ﬂ( XeA |X0,...,Xn) n_)—o:IP)ﬂ-(X e A | O'(Xo,Xl,...)) = 1{X€A}-
=Xo7t"eA
Fiir beliebiges A € Z gilt demnach P (X € A) € {0, 1}, das heif$t (€2, (2F)®No P, 7) ist ergodisch.
O

Bemerkung 7.10. Insbesondere gilt in der Situation von Beispiel 7.9 fiir jedes f € £ ()
1 n-1
- > F(X5) —= Bx(f(Xo)) = D n({z})f(z) fs.

=

=0 el

Definition 7.11. Ein maflerhaltendes dynamisches System (€2, .7, P, 7) heif§t mischend, wenn fiir
alle A, B € o gilt
lim P(An77"(B)) =P(A)P(B).

Ein stochastischer Prozess X = (X, )nen, mit Werten in F heifdt mischend, wenn dies fiir seine Dar-
stellung als kanonischer Prozess auf EMo gilt, das heifSt

Hm P((Xon)meny € Ay (Xinin)men, € B) = P(X € A)P(X € B)

n—oo

(fiir alle messbaren Teilmengen A, B c ENo)
Beobachtung 7.12. Ist (2, %7, P, 7) mischend, so ist es auch ergodisch.

Bewets. Sei (2, o/, P, 7) mischendund A € Z. Firallen € Ngilt P(A) = P(An77"(A)), demnach
gilt
P(A) =P(An7(A)) — P(A)P(A) = P(A)?

und somit P(A) € {0,1}. O
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Bemerkung. Dieirrationale Rotation aus Beispiel 7.4 ist ergodisch, aber nicht mischend. Sei7:x +
z+rmodl firz e [0,1) undr € (0,1) \ Q,soist 7% (0) € (4, 2) fiir eine Folge k,, # oo. Fiir

A:=10,7)ist AnT7*(A) = @, also liminf, P(An77(A)) =0 # 1z = P(A)2

Satz 7.03. Ist X = (X,))nen, eine positiv rekurrente, irveduzible und aperiodische Markov-Kette (anf
einer diskreten Menge ) mit invarianter Verteilung m, so ist X mischend.

Beweis. Stelle X dar als kanonischer Prozess auf ENo. Seien A, B € (2F)No und £ > 0. Nach dem

Approximationssatz fiir Mafle gibt es ein N € N und ein A € E{01--N} | sodass mit A, = A x
ENNOLNYgile P (A A AL) <.

Weiter gilt (fiir n > N)

IP)T('(AE N T_n(B)) = ]P)W((XO7 cee 7XN) € ‘Z? (Xm+”)m€N0 € B)
> Ea1a 1 ixy=n L xamyy 1( X X))

zyell

> Ex[la.1(xy-ay |0,V Py (X € B).

T, yel

Nach Satz 6.70 gile pp, N — w({y}) fiir n — oo, demnach ist

lim B (A7 (B)) = Y Ea[1a1cymn Jr({y))B, (X € B) = BL(A)PA(B).

z,yel

Wegen |Pr(A. n7(B)) -P(An7(B))| <P, (A & A) < e folgt
P, (A)P.(B)-e <liminf P, (An77"(B)) <limsupP,(An7"(B)) <P, (A)P.(B) +¢

und P, (A.) - P (A) fiire \ 0, also folgt mite \ 0 die Behauptung. ]

Bemerkung. Wenn X periodisch ist mit Periode d > 0, so ist X nicht mischend: Wenn man X
kennt, so weiff man, in welcher ,,Periodenklasse (vgl. Bericht 6.69) der Pfad zu jedem Zeitpunke ist.

Satz 7.14. Sei (X,,)nen, in stationdrer Prozess mit Werten in R Sei Sy := 0 und S,, == Y51 X,
fiirneN. It R, :=|{S1, ..., Sn}| (die ,,Grife des Range) und A = {S,, + 0¥ n € N}, dann gilt

an — P(A|Z) fs
n n—00

Beweis. Wir realisieren ( X, ) nen, als kanonischen Prozess auf dem Produktraum, also X, = Xgo7".
Es gilt

Ro=[{1<k<n|Si#SVie{k+1,...n}}>[{1<k<n|S#SVI>k}=) 1407
k=1
Nach Satz 7.7 folgt demnach

lim inf an >liminf ) 14 07" =P(A]|Z).
n—oo [

n—00 n
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Sei A, :={S;#0V1=1,...,m} fiirm < n, dann gilt
Ry<m+{k<n-m|S#SVie{k+1,... . k+m}f|= 3 14,07k
k=1

somit folgt wieder nach Satz 7.7

lim sup an <0+P(A, |Z).
n

n—>00

Esgilt A, ™ A, dasheiSt P(A | Z) = lim P(A,, | Z), also folgt mit m — oo die Behauptung. [
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Anhang A

Zur bedingten Erwartung

Dieses Kapitel dient als Referenz und zur Erinnerung an den Begriff der bedingten Erwartung (einer
Zufallsvariable gegeben eine o-Algebra). Es werden wichtige Definitionen und Aussagen und Aussa-
gen zusammengestellt, fiir die Beweise sieche die Literatur, z.B. [Str, Kap. 6], [K], Kap. 8], [Wi, Kap. 9]
oder [Ka, Anfang von Kap. 8].

Erinnerung A.x. Sei (§2,.#,P) W’raum, B € .# mit P(B) > 0.

P(AnB)

P(AIB) = g

Ae 7
heif$t die bedingte Wabrscheinlichkeit von A, gegeben B.
P(-| B) definiert durch diese Formel ein W’Maf auf (2, %) mit P(B | B) = 1, fiir Y € L1(IP)
ist
E[1gY]
P(B)

E[Y | B] = f Y (w)P(dw | B) =

Bemerkung A.2 (Diskreter Fall der bedingten Erwartung). X und Y ZVn (auf einem W’raum
(2,.7,P)),Y € LY(P), X nehme hdchstens abzihlbar viele Werte x1, xo, . .. an. Setze

f(x)=E[Y |[{X =2}] firxe{r,zy...}

und E[Y | X] = £(X).
Offenbar ist E[Y | X] 0(X)-messbar (es ist eine Funktion von X) und fir A € o(X) gilt

E[Y14] =E[E[Y | X]14]

(klar fiir A = {X = z;} und dann auch fiir A = {X € B} mit B c {x1,22,... };jedes A € 0(X)
hat diese Form).

Wir betrachten im folgenden einen W’raum (2, %, P).

Definition A3. X ¢ L1(P), ¥ c .# Teil-o-Algebra. Eine reellwertige ZV Y heifSt (eine Version
der) bedingte(n) Erwartung von X gegeben & (geschrieben E[ X | ¢]), wenn gilt

i) Y ist 4-messbar,

106



i) E[Y14] =E[X1,]firalle Ac¥.
Bemerkung. Aquivalent kann ii) durch ii’) ersetzt werden:
i) E[Y-H]=E[X-H] firalle reellwertigen, beschr., 4-messbaren ZV H.
Falls 4 = o(Z) fiir eine Zufallsvariable Z, so schreibt man oftauch E[ X | Z] := E[ X | 0(Z)].

Satz A.4. Fiir X € LY(P) existiert B[ X | G| und ist eindeutig (bis auf P-f.s.-Gleichheit).
Beweis von Satz A.4 (Eindeutigkeit). SeienY Y bedingte Erwartungen.
E[Y - 1{Y>}7}] =E[X - 1{Y>}~/}] = E[? : 1{Y>?}]7
also E[(Y -Y)- 1{Y>?}] =0=>P(Y >Y) =0 analog gilt P(Y>Y)=0,als0Y =V Pfs. O

Fiir die Existenz verwenden wir den folgenden Satz Giber die Existenz und Eindeutigkeit der L2-

Projektion.

Satz A.s.  c L2(P) abgeschlossener Unterraum. Zu X € L2(P) gibt es (bis auf P-fs. Gleichbeit)
genaw ein'Y € J mit

i) ||Y = X|p =inf {|W - X|l: W e £}
it) E[(X - Y)Z] =0 fiiralle Z € A
Y ist (die Aquivalenzklasse) der orthogonalen Projektion von X auf 4, auch Proj (X ) geschrieben.
Beweis von Satz A.4 (Existenz). Sei zunichst X € L2(P),
A :={Y € L2(P):Y ist @-messbar| c L*(P)

ist ein abgeschlossener Unterraum, Y := Proj ,,(X') (nach Satz A.s) leistet das Gewiinschte.

Beachte:
X>0 = Y=E[X|¥9]>0 fs.,

denn dannist 0 < E[Xl{y<0}] = ]E[Y]_{Y<0}]
Seinun X € L1(P), X >0:

V,=E[XAn|¥9] » Y (20) (fs)

(X An € L2(P), nutze dann obige Monotonie-Eigenschaft, um E[ X An | 4] <E[X A(n+1) | ¥]
f.s. zu sehen), fir A € ¢ gilt

E[X14] = lim E[(X An)14] = lim E[Y,14] =E[V14]

(mit monotoner Konvergenz).

Fiir allgemeines X € £1(P) leistet
Y =E[X"|¥9]-E[X |¥]

das Gewiinschte. O]
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Satz A.6. X,Y € LY(P), ¥ c F Teil-o-Algebra.
i) BlaX +bY | 9] = aB[X | 9] +bE[Y | 4] fs.fiira,be R (Lincaritit)
i) X <Y fs. = E[X |9]<E[Y |¥9]fs. (Monotonic)
ii) |E[X |G| <E[|X||¥]fs.  (Dreiecksungleichung)
iv) Esgelte B[|XY|] < 0o undY sei G-messbar, dann ist
E[XY |9]=Y -E[X |¥] fs.,
insbesondere ist E[Y |9 =Y fs.  ( Herausziehen von Bekanntem*)
v) Sind 0(X) und G unabbingig, so ist B[ X |9 =E[X ]| fs.  (Verbalten bei Unabhiingigkeit)
vi) G' ¢ G Teil-o-Algebra, so ist
E[E[X|¥]|9']=E[X |¥] fs,
(, Turmeigenschaft“) insbesondere ist

E[E[X |#]] = E[X]

vii) 0< X,, # X fis. fiirn — oo, so gilt

E[X,|¥9] » E[X|Y] Ffs undin L'(P)

n—oo

(monotone Konvergenz)
viii) Xy reelle ZVn mit | X,,| <Y Vnund X,, > X f.s., so gilt
E[ X, |¥] 7;;E[X | 4] fs. und in L' (P)
(dominierte Konvergenz)

Satz A.7 (Jensen’sche Ungleichung fiir die bedingte Erwartung). X € L}(P), k: R - Ru {+o0}
konvex, dann gilt

E[k(X)|9]>k(E[X |9]) fs
Bemerkung A.8. XY reelle ZVn mit gemeinsamer Dichte fx y, d.h.
P((X,Y) €)= [ frr(op) A (d(wy) fir A e BER?),

Y e L1(P).
Seifiirz € R

fx(z):= f fxy(z,y) AM(dy) die Marginaldichte von X
R

p(x) = . y%(a;)y) AMdy) 1y, (2)>0-
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Dann gilt
E[Y]o(X)] = p(X) £s

denn fiir B € B(R) ist

E[l{XeB}%O(X)] = [R 15(2)(x) fx(z) Mdx)
- [ [ 15@)ufxr(z,n)Ady) A(dr)

B [Rz Lp(2)yfxy (2,y) A (d(2,y)) = E[1xem Y ]

Bericht A.9. (Zu reguliren Versionen bedingter Verteilungen) Wenn Y = 15 fiir ein Ereignis B €
47 , so schreibt man gelegentlich auch P(B | ¢) = E[Y | ¢]. Man muss allerdings etwas vorsichtig
sein bei der Interpretation von P(- | &) als ein (zufilliges) Mafi, da i.A. {iberabzihlbar viele B in
Frage kommen und damit die Kompatibilitit der in der Definition der bedingten Erwartung implizit

vorkommenden Nullmengen (vgl. Def. A.3) wenigstens a priori unklar bleibt.

In ,gutartigen® Fillen ist eine konsistente Wahl méglich, das Stichwort dazu lautet ,regulire be-
dingte Verteilung einer Zufallsvariable®. Wir skizzieren hier knapp den reellwertigen Fall:

Sei X reellwertige ZV (auf einem W’raum (2, #,P)), 4 c % Teil-o-Algebra. Dann gibt es
einen stochastischen Kern £ x o von (£2,%) nach (R, B(R)) mit

kxg(w, B) = E[1(xepy | 4] (w) fs.fiiralle B € B(R),
d.h. (vgl. [St1, Def. 5.4] oder [KI, Def. 8.24])

fur jedes B € B(R) ist w += x|y (w, B) eine Version von E[l{XGB} | g] und
fiir jedes w ist K x g (w, -) ein W’mafl auf (R, B(R)).
Die Hauptidee besteht darin, das gewiinschte Maf £y (w, -) auf R anhand seiner Verteilungs-
funktion zu charakterisieren (vgl. [St1, Satz 1.27] oder [KI, Bsp. 1.44]) die zielfithrende Beobachtung

ist dann, dass eine Verteilungsfunktion (wegen der Monotonie) bereits durch ihre Werte an abzihlbar
vielen Stellen festgelegt ist. Man betrachtet also B = (oo, 7], r € Q und setzt

F, = E[1(_w,y(X) | 9]

Dann gilt (mit den Eigenschaften der bedingten Erwartung aus Satz A.6) wie gewiinscht P-f.s.: F). <
Fo farr <r',(r,r'€Q), im F, .1 = F, firr e Q, lim F, =1, lim F}, =0.

Wegen der Abzihlbarkeit von Q gibtes N € .# mit P(IV) = 0, so dass obiges fiir w € 2\ N und
alle 7, 7" € Q gilt. Dann definiert

7o inf{F,:r>s,reQ}, weQ~\N,
. I, weN,

wobei I irgendeine Verteilungsfunktion ist, die (zufillige) Verteilungsfunktion von kx «. Details
finden sich beispielsweise in [KI, Kap. 8.3, speziell Satz 8.28].
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Man kann dieses Argument relativ leicht erweitern auf die Situation, dass der Wertebereich
(E, %) von X ein sogenannter Standard-Borel-Raum ist (auch der Name Borel’scher Raum ist
tiblich), d.h. wenn es ein A € B(R) und eine Bijektion ¢ : E - A gibt, so dass ¢ und ¢! jeweils
messbar sind (dann sind (£, ) und (A, B(A)) isomorph als messbare Riume). Dann ist nimlich
X' = ¢ o X eine reellwertige ZV, und die Argumentation oben greift (vgl. auch [KI, Satz 8.36]).

Schliellich kann man zeigen, dass jeder separable und vollstindige metrische Raum £, verse-
hen mit seiner Borel-o-Algebra, ein Standard-Borel-Raum ist (siche z.B. [RW, Bd. 1, Ch. I1.82], [Br,
Appendix 7]). Solche Wertebereiche heiflen polnische Réiume, sie spielen in der allgemeinen Theo-
rie der Stochastik eine wichtige Rolle (beispielsweise sind R? oder C'([0, 1]) mit Supremumsnorm

polnisch).
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Anhang B

Martingale (in diskreter Zeit)

Martingale' sind (u.a.) eine mathematische Formalisierung des Begriffs des fairen Spiels und der Vor-
stellung, dass man dabei nicht auf systematische Weise gewinnen kann. Wir sammeln hier als Referenz
Material aus der Vorlesung Stochastik I, SS 2024, vgl. [St1, Kap. 7]. Siehe auch z.B. [Wi, Teil B, [KI,
Kap. 9-11], [Ka, Kap. 9].

Wir betrachten sozusagen zum ,,Appetit-Anregen® folgendes Beispiel:

Beispiel B.1. Betrachte eine faire Miinzwurffolge, d.h. seien Wy, W5, . .. unabhingig und identisch
uniform verteilt auf { K, Z}. Sei

R :=min {k eN: (Wk7 Wk+17 Wk+27 Wk+3) = (Zv K7 Z7 K)}
Zum Zeitpunkt R + 3 kdnnen wir sehen, dass das Muster (Z, K, Z, K') zum ersten Mal ,fertig” ist
(R + 3 ist eine sog. Stoppzeit, siche Def. B.11 unten).

Um E[ R] zu bestimmen stellen wir uns ein ,faires Casino“ vor:

Setze vor dem i-ten Wurf = Euro, erhalte 22 Euro oder 0 Euro je nach Ausgang (und jeder mogliche
Ausgang hat W’keit 1/2). Spieler 7 steigt in Runde 7 in das Spiel ein und setzt einen Euro auf Z. Falls
er gewinnt, setzt er in Runde 7 + 1 zwei Euro auf K. Gewinnt er wieder, setzt er in Runde ¢ + 2 vier
Euro auf Z. Sollte er wieder gewinnen, setzt er in Runde 7 + 3 acht Euro auf K. Gewinnt er auch

dieses Spiel, hort er auf. Sei nun Xj; ,, der Gewinn des i-ten Spielers nach der n-ten Runde und

Xy = Zn: Xi,n

i=1

der Gesamtgewinn aller Spieler nach Runde n. Aufgrund der ,Fairness® sollte gelten
0=E[Xo] =E[X,] = E[XR:3]- (%)

(Wir werden die Theorie hinter (*) entwickeln, siche Korollar B.19 unten.)

'Zur farbigen Geschichte des Begrifts Martingal siche beispielsweise den Artikel von Roger Mansuy, The origins of
the word “martingale”, Electronic Journal for History of Probability and Statistics, Vol. 5 no. 1, (2009), http://www.
jehps.net.
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Zum Zeitpunkt I + 3 hat Spieler R einen Gewinn von 15 Euro, Spieler 2 + 2 hat einen Gewinn
von 3 Euro und die anderen R + 1 Spieler, die bisher mitgespielt haben, haben einen Gewinn von -1
Euro, das heif3t

Xpi3=15+3-(R+1).

(*) liefert
0= E[Xp.s] = E[R - 17],

und damit E[R] = 17.

B.1  Grundlegendes
Im Folgenden sei (2, .#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition B.2. Eine Familie (.%,,)5-01,... von (Teil-) o-Algebren mit

gouo

Foc FcFyc...c F

geee

Bemerkung B.3. i) Interpretation: . %, enthilt diejenigen Ereignisse, die bis zum Zeitpunktn ent-
schieden sind.

11) Ist X = (Xn)n:O,l,...
Fn=0(X1,...X,), neNjeine Filtration (die von X erzeugte Filtration).

eine Familie von Zufallsvariablen (ein sog. stochastischer Prozess), so ist

Definition B.4. Essei X = (X,,), ein stochastischer Prozess und (.%#,,),, eine Filtration. X heifit
adaptiert (an (.#,,),), wenn X,, .%,,-messbar ist fiir alle n € Nj.

Definition B.s. Essei X = (X,),, ein (reellwertiger) stochastischer Prozess und (.%#,),, eine Filtra-
tion. X heif§t ein Martingal (bzgl. (%, )., unter P), wenn gilt:

i) X istadaptiert (an (%, ),).
ii) X, € LY(P) fiirn € Nj.
iii) E[X,41 | %] = X, fs. fiir jedes n € N,

Falls in iii) E[ X4 | #n] 2 X, gilt, so heilt X ein Submartingal. Falls E[ X141 | %, ] < X, gilt, so
heil3t X ein Supermartingal.

Bemerkung B.6. Induktiv folgt fiir ein Martingal X
E[ X, | #n] = X, fs. fiiralle 0 <m < n.

(bzw. ,>“ fiir ein Sub- und ,<* fiir ein Supermartingal.
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Beispiel B.7. i) Seien Yj,Y5,... unabhingige, reelle Zufallsvariablen mit Y;, ¢ L£!(P) und
E[Y,] = Ofiirallen € N. Sei Sp :=0und S,, == Y1 + Yo+ ...+ Y, =5, 1 +Y, firn € N.
Dann ist (.S,,),, ein Martingal bezgl. (.%,,),, mit .%,, = 0(54,...5,) = o(Y1,...Y,),n € N
(und %, = {@,Q}),denn S,, € L1(P) als Summe von L!(IP)-Variablen und es gilt

B[Sy | ] = B[Sy + Yiur | Zu] = B[Sy | ] +E[Yos1 | Fn] = S, Eis.

=Sy fs. =E[Ypn+1]=0fs.

ii) Polyas Urne: Eine Urne enthalte anfangs s > 0 schwarze und w > 0 weifle Kugeln. Ziehe jeweils
eine Kugel rein zufillig und lege sie zusammen mit einer neuen Kugel der selben Farbe zuriick.
Sei X, die Anzahl weifler Kugeln nach n Ziigen und A,, := qu’jrn der Anteil weifler Kugeln in

der Urne. Dann ist (A,,),, ein Martingal bzgl. .%,, = 0(Ay, ..., A,), denn auf { X, = k} gilt

k k+1 w+s+n-k k
E[AnJrl'gn]: : + .
s+w+n s+w+n+1 S+w+n s+tw+n+1
~ k k+1+w+s+n—k_A
Cs+w+n w+s+n+1 o

=1

iii) Seien Z, Zs, ... unabhingige, positive Zufallsvariablen mit Z,, € £!(P) und E[ Z,,] = 1 fiiralle
neN.Sei My:=1lund M,, :=Z1-Zy-...- Zy = M,,_1- Z,, fiirn € N. Dann ist (M, ),, ein Mar-
tingal bezgl. (F),), mit %, = o(M, ... M,),denn M,, € L*(IP) als Produkt von unabhingigen
L1 (P)-Variablen und es gilt

E[Mp1 | Fu) =E[M, - Zpi1 | Tl = My - B[ Z41 | Fn] = M, £s.
S —
=E[Z,+1]=1Ffs.

Definition B.8. Seci (.%,,),, eine Filtration. Ein stochastischer Prozess (C,, )., heifdt previsibel (bzgl.
(:%1n)n), auch vorhersagbar, wenn C,, .%,,_;-messbar ist fiir jedes n € N (Cj spielt hier keine Rolle).

Definition B.9. Sei (X,),, adaptiert und (C,,),, previsibel bzgl. (%, ). Setze
(CeX)o:=0, (CoeX)pi=> Cn(Xp—Xn1), neN (B.x)
m=1

Der Prozess C' @ X = ((C' ® X)), )nen, heifSt (diskretes) stochastisches Integral von C beziiglich X.
C' o X ist (offenbar) adaptiert.

Spielinterpretation: C' @ X ist ein akkumulierter Gewinnprozess fiir einen Spieler, der in der m-ten
Runde jeweils C,,-fachen Einsatz setzt.

Lemma B.xo. Essei (X,,),, ein Martingal und (C,,),, ein previsibler Prozess bzgl. (F,,),. Es gelte
mindestens eine der folgenden drei Bedingungen

i) (Cy)y ist lokal beschrinkt, d.b. es gibt Konstanten c, mit |Cy| < ¢, fs. fiir allen € N.
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i1) (X, = Xn-1)n ist lokal beschriinkt und C,, € LY (P) fiir allen € N.
iii) X, Cy € L2(P) fiir allen € Ny,

Dann ist C @ X ein Martingal. Ist C,, > 0 fiir allen € No und X ein Sub- bzw. Supermartingal, so
auch C o X.

Beweis. 1), ii) oder iii) garantieren, dass Cy, (X, — Xp-1) € LY(IP), denn fiir iii) gilt mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

E{Con (Xom = Xm-1)[] < (B[CZ])2 (B[(Xom — Xim1)?])2 < o0,
Also gilt

E[(C o X)nor | Zu] = E[Corit (X1 = X0) | ] +E[(C 0 X), | Z] = (C 0 X)), Es.

= n+1~E[Xn+1—Xn‘yn]=0£S. =(COX)n f.s.

~

- -

=0

]

Definition B.i1. Sei (.%,,),, eine Filtration. Eine Zufallsvariable 7" mit Werten in Ny U {oo} heifit
eine ((:F, )n-)Stoppzeit, wenn {T' < n} € Z, fiir alle n € N gilt. Fiir eine Stoppzeit T" ist

Fr={Ae F|An{T <n}e.Z, firallen e N}

eine o-Algebra, sie heifit die (0-Algebra der) T-Vergangenbet.

Interpretation: .%7 enthilt diejenigen Ereignisse, die sich zu dem (zufilligen) Zeitpunke 7" entschei-
den lassen.

Bemerkung B.r2. 7 ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {1' =n} € %, fiir alle n € Ny, denn
{T=n}={T<n}n{T <n-1}"

Beispiel B.13. i) Jede Konstante ¢ ist eine Stoppzeit.

ii) Essei (X, )y, ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %) und K € 2. Dann ist
T:=inf{neNy| X, ¢ K}

(mit Interpretation inf @ = o0) eine Stoppzeit, denn {7 < n} = 6 {XmeK}eF,
m=0

Bemerkung. L := sup {n € Ny | X, € K'} istim Allgemeinen keine Stoppzeit.

Lemma B.14. Sind o, 7 Stoppzeiten, so sind auch o AT, 0 v T und o + T Stoppzeiten.
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Bewers. Sein € Ny. Es gilt
{ovr<n}={o<nin{r<n}e?, {onT<n}={o<nju{r<n}eZ,.

Also sind 0 A 7 und o Vv 7 Stoppzeiten. Dann sind auch o A n und 7 A n Stoppzeiten, also gilt
insbesondere fiirm < n: {oc An <m} {7 An<m}e.%, c.Z,. Dannsind

om0 AN+ iy, T i=TAN+ 1,
Fn-messbar, also ist auch o’ + 7/ %, -messbar. Somit gilt
{o+7<n}={c"+7" <n}eZ,,
also istauch o + 7 eine Stoppzeit. [l

Bemerkung. o — 7 ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.

Lemma B.xs. Sind o, T Stoppzeiten mit o < T, dann gilt #, ¢ F,.
Beweis. Sei A e FyundneNg. Da{r<n}c{o<n},gilt

An{r<n}=(An{oc<n})n{r<n}eZ,.
| ——
€Fn
O
Beobachtung B.16. Sci (.%#,,),, cine Filtration, T eine Stoppzeit mit 7" < oo f.s. und (X, ),, ein ad-
aptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %). Dann ist X7 = X7 () (w) eine Fp-messbare

Zufallsvariable und X (1) = (X,ST))neNO = (X7 an )nen, ein adaptierter stochastischer Prozess.

Beweis. Sei B € A. Dann ist

{XreB}=J{T=n,X,¢eB}e.Z,
n=0 ~~

eFncF

also ist X7 .% -messbar. Ebenso gilt

{XreByn{T <n}=J{T =k, Xy €B}c.Z,
k=0
ey,

also ist X7 .%#p-messbar.

Weiter ist X ,ST) = X7 n, messbar bzgl. Fr,, ¢ #,, d.h. (XfLT) )n ist adaptiert. O
Bemerkung B.r7. (XflT) )n ist auch adaptiert an #T) := (Frn, )

Lemma B.a8. Sei T eine Stoppzeit. Ist (Xy,)n, ein (Sub-/ Super-) Martingal, so auch (X, I )
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Beweis. Sei Cp, = 1irspy,n € N. (Cy), ist previsibel, denn {T'>n} = {T<n-1}° ¢ Z,_;.
Schreibe

TnAn n
XTAn = XO + Z (Xm - Xm—l) = XO + Z ]-{TZm}(Xm - Xm—l) = (C b X)n + XO-
m=1 m=1
Damit folgt die Behauptung aus Lemma B.1o. O]

Korollar B.xg. Sei X ein Supermartingal und T eine Stoppzeit. Es gelte mindestens eine der folgenden
Bedingungen

1) T ist beschrinkt.

i1) X ist beschriinkt, d.h. sup,,.y, | Xn| < ¢ fis. fiirein c € Ry, und T < oo fis.
1iz) E[T'] < oo und sup,, o | X, — Xyo1| < ¢ fis. fiirein c € R,
Dann gilt E| X7| < E[Xo]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichbeit.)

Beweis. Angenommen 7) gilt, dann existiert ein m € N mit 7" < m. Nach Lemma B.18 ist (X7u,)»,

ein Supermartingal, also gilt
E[Xo] = E[X7r0] > E[X7pm] = E[X7].

Giltiz),soist E[ X7 ] = lim E[ X7, ] < E[X(] mit dem Satz von der dominierten Konvergenz.

m—>00

Gilt 72), dann folgt T' < oo f.s. und Xpp, —— X7 fs.
Es gilt
sup | Xram| < sup (|XO| +(T Am) ~c) < | Xo| + T

mENo T?’LENQ
Da | Xo| + ¢TI € L1(IP), ist dies eine integrable Majorante fiir X7,, und es folgt wiederum mit dem

Satz von der dominierten Konvergenz

E[X7] = lim E[Xrnm] 2 E[X,].

m—00

]

Nochmal zu Beispiel B.x. An dieser Stelle haben wir genug Theorie entwickelt, um Beispiel B.1
yrigoros“ behandeln zu kénnen:
R + 3 und X dort erfiillen die Bedingung 77z) von Korollar B.19: Es gilt

]P)(R > 4k’) < P((W4j+1, W4j+2,W4j+3, W4j+4) * (Z, K, Z,K) fiir =5=0,1,..., k- 1)
= (1-(1/2)9)"

somit E[R] = Y2 P(R>7r) < 0o, zudem | X, - X, 1| < 1+2+4+8=15.
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Abbildung B.1: Aufkreuzungen

B.2 Martingalkonvergenzsatz

Sei (X,),, ein adaptierter, reellwertiger Prozess und —oo < a < b < .
Setze C := 1 x,<q) und fiir n > 1 rekursiv (siche auch Abbildung B.r)

Ch =140, =1, X, 1<b} + 1{Cn 120, X, 1<a}-

(Cp)n ist previsibel. Sei weiter
a,b <
UT(L )= Z Licy=1, Cyui=0}
k=1

die Anzahl der abgeschlossenen Aufkreuzungen von unter a nach tber b bis zur Zeit n. Uéa’b) ist
Fn-messbar. Setze Y := C' @ X, s0 gilt

Y, > (b-a)US™ = (X, —a)".
Lemma B.20 (Doobs* Aufkreuzungslemma). Sez X ein Supermartingal. Dann gilt fiir alle n € N
E[UM] < ﬁE[(Xn —a)7].
Beweis. Nach Lemma B.ioist Y = C' e X ein Supermartingal. Also gilt
0=E[Yy] 2 E[Y,] 2 (b-a)E[US"] - E[(X,, - a)7].
O

Satz B.21 (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (X)), ein Supermartingal mit
sup,, E[ X, ] < oo, dann gibt es ein X o, € L1(P) mit X,, > X fos.

*Joseph L. Doob, 1910-2004
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Beweis. Seia < b. Esgilt U,S‘“b) A Uéf b) sup,, U,Sf *) hach Konstruktion. Da

E[U(Ef’b)] = lim E[U,E“?“] < sup LE[(Xn —a)”] <sup (E[X,, ] +|a]) < o0

n—o00 n b-a

b-a

ist chf’b) < oo f.s. Fiir

Oy = {liminf X,, < af {lim sup X, > b} c{UL? = oo}

n—oo n—o00

giltalso P(O, ) = 0. Damit folgt

n— 00
n—oo a<b

P( liminf X, < limsup Xn) = IP’( U Oa7b) = 0.
a,beQ

Mit X, := limsup,, X, giltalso X,, > X f.s. Es bleibt X, € £1(IP) zu zeigen. Es gilt:

E[X2]=E[liminf X;] < liminfE[X;] < oo

n—>00 n—oo

nach Voraussetzung und

E[XEL]=E[liminf X;'] <liminf E[ X' ] = liminf (E[ X, |+E[X,,]) < E[X]+sup E[ X, ] < oo.

n—o0 n—oo n—00

Bemerkung B.22. 1. Die analoge Aussage von Satz B.2r gilt fiir ein Submartingal (X,),, mit
sup,, E[X;] < oo.

2. In der Situation von Satz B.2r liegt im Allgemeinen keine £1-Konvergenz vor, insbesondere ist
E[Xo] # lim,,_,. E[X,,] méglich, betrachte zum Beispiel die symmetrische gewdhnliche Irrfahre

startend in 1, gestoppt bei Erreichen der o.

B.3 Gleichgradig integrierbare Martingale und optionales
Stoppen

Erinnerung B.23 (z.B. [St1, Def. 3.29 und Bem. 3.32] oder [KI, Kap. 6.2]). Eine Familie reeller Zu-
fallsvariablen (X, )., heif§t gleichgradig integrierbar, falls

111_)12 supE[|Xn| : 1{|Xn|2k}] =0.
Es gilt:

i) (X,)n ist genau dann gleichgradig integrierbar, falls ein h:[0,00) — [0, 00) existiert mit
M8, oo und sup,, E[A(|X,])] < co.

Man kann annehmen, dass i monoton wachsend und konvex ist (vgl. [St1, Satz 3.33] oder [KI,
Satz 6.19]).
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ii) Sei X, X - Dann gilt X, £®, X o genau dann, wenn (X, ),, gleichgradig integrierbar ist.
(»,Konvergenzsatz von Vitali®, vgl. [St1, Satz 3.31] oder[KI, Kor. 6.26]).

Satz B.24. Sei (X,,),, cin gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert X o € L1(P)
mit X, > X fos. und in L1 (P). Es gilr

E[Xw | Zn] < Xy fs. fiir allen € N.

(Analog gilt B[ X o | Fn] > X, falls (X,)n ein gleichgradig integrierbares Submartingal, und
E[Xw | Z0] = Xy, falls (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Martingal.)

Beweis. Die Existenz von Xo, mit X,, - X f.s. folgt aus Satz B.21. Aufgrund der gleichgradigen
Integrierbarkeit gilt E[|.X,, — Xoo|] —— 0. Weiter gilt fiir n > m:

E[[E[X | Fn] - E[X, | Z,]]] = E[ELXe - X, | ][] < E[E[ X - X, | Fo]]
= E[|Xe - X,|]] — 0
und damit ist

E[(E[Xew | Zin] - Xin)*] <E[(E[Xeo | Fin] - E[X, | Zo]) | +E[(E[ X, | Fn] -Xin) "]
N <Xm firn>m

Also gilt E[ X | Z,] < X, Fis. ]

Satz B.2s. Se Y € LY(P) und (%), eine Filtration. Sei F oo = 0(Fp,n € N) und X, := E[Y |
Fn . Dann ist (X,,)n, ein gleichgradig integrierbares Martingal und es gilt

X, —— Xoo =E[Y | Z]| fs undin L'(P).

Lemma B.26. Y € LY(P) und %, ¢ .F o-Algebren, dann ist (E[Y | F,])nen gleichgradig inte-
grierbar.

Beweis. Es existiert (vgl. Erinnerung B.23) ein h: [0, 00) — [0, 00) konvex und monoton wachsend
mit @ —— oo und E[A(]Y])] < oo.

Es gilt mit der (bedingten) Jensen-Ungleichung (Satz A.7)
sup E[A([E[Y | Z,]))] < sup E[E[A(|Y]) | Z.]] = E[A(]Y])] < co.

]

Beweis von Satz B.2s. (X,,)y istein Martingal und nach Lemma B.26 gleichgradig integrierbar. Nach
Satz B.24 gilt
X, — Xo =limsup X,, fs.undin L' (P),

n—oo m—oo

X o ist Fo,-messbar.

Es bleibt X, = E[Y | % | zu zeigen. Ohne Einschrinkung sei Y > 0 (ansonsten betrachte Y+,
Y~ separat). Insbesondere ist dann X, > 0 f.s.
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Fir A € Z, sind 11 (A) = E[Xoo14] und pio(A) := E[Y'14] endliche Mafle auf (2, Z., P).
Sei A € #,, ¢ Fo.Danngilt

pn(A) =E[Xoo14] = lim E[X,14] "2" E[Y14] = 12(A).

Da U e <%, €in schnittstabiler Erzeuger von % ist, folgt f11 = 2 (denn o-endl. Mafe sind durch
Werte auf n-stabilem Erzeuger festgelegt, vgl. z.B. [Str, Satz 1.18] oder [KI, Lemma 1.42]). [

Bemerkung. Fiir ein gleichgradig integrierbares Martingal (X, ),, gilt
E[Xo | 7] = X, fiirallen € N.
Solche Martingale heiflen Doob’sche Martingale.

Satz B.27 (optional-sampling-Theorem). Es sez (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Martingal,
Xoo = im X, und T eine Stoppzeit. Dann ist Xp € LY(P) und es gilt B[ X o, | Fr]| = X fos. Ins-
besondere gilt B[ X 1) = E[ X | = E[Xo]. Isz S eine Stoppzeit mit S < T, so gilt E[ X7 | Fs] = Xg
fs.

Lemma B.28. Sei (X,,),, ein Supermartingal und T eine Stoppzeit mit T < m fs. fiir ein m € N.
Dann ist X7 € LY(P) und es gilt E[ Xy, | Fr] < X7 fos. Im Falle eines Martingals gilt Gleichbeit.

Beweis. Nach Lemma B.18 ist (X7, ), ein Supermartingal. Es gilt X7 € L1(IP), denn X7 = X7,
f.s. Fir A € Zp gilt

B, 14 = 3 E[X, Lusgron]

n=0 ——

eFn

gt

E[Xnlan(r-n}] =E l(z an{T_n}) 1A] = E[X714].
n=0

]

Lemma B.29. It (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Martingal, so ist { X1 | T Stoppzeit} gleich-
gradig integrierbar.

Beweis. Da (X,,),, gleichgradig integrierbar ist, existiert (vgl. Erinnerung B.23) ein h:[0,00) —
h=z) 5 oo und SUp,eny, E[A(|X0])] =2 M < oo.

€z T—>00

[0, 00) konvex und monoton wachsend mit
Sei T eine Stoppzeit und n € N. Es gilt

E[h(1X2])Lireny | = B[R X0l Lzeny ] 2 E[M(E[X, | Fran])Liren ]
<E[L(E[Xul | Zran))Liren ] = E[EA(Xa) Liren | Fran]]
< M.

Mitn — oo folgt E[A(|X7|)1{1<oo} | < M, das heifit

sup E[A(|X7|)] < 2M < co.
T Stoppzeit
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Beweis von Satz B.z7. Nach Satz B.2s gilt E[ X, | #,,,] = X, fs. und nach Lemma B.28 ist
E[Xm | ﬁT/\m] = XT/\m f.S.

Also ist
E[Xoo | <gsT/\m:I = E[E[Xoo | ﬁm] | <gsT/\m] = XT/\m f.s.
Seinun A € Zp. Dannist An{T <m} € Fppp,dennfirn e Nogilt An{T <m}n{T <n} =
An{T <m~An} e Fpn, € F,. Somitgilt
]E[Xoo ]-Aﬂ{Tgm}:I = E[E[Xoo]-Aﬁ{Tgm} | ng/\m]]
= B[ X7amLangremy | = E[ X7 1 anirem) |. (B.2)

Sei ohne Einschrinkung X, > 0 (sonst betrachte X}, X separat). m — oo in (B.2) mit mono-
toner Konvergenz liefert

E[Xeolan(reoo}] = E[X7Lanr<co} ].
(Alternativ: Verwende dominierte Konvergenz, das erspart die Zerlegung in Positiv- und Negativteil.)

Nach Definition gilt aber auch
E[Xoolan(r-oo}] = E[X1Lan(7-cc} ],
dh E[Xela] =E[X714].
Sei S < T eine Stoppzeit. Dann ist g ¢ Fp, also gilt
E[Xr | Fs) - E[E[Xuc | 1] | Fs] ~E[Xe| Fs] = Xs £s
O
Bemerkung und Definition B.30. Sei (X, ),, ein adaptierter Prozess mit X,, € L1 (IP) fiir n € Nj,.

Dannist X,, = M,, + A,, mit

My:=Xo, M, =Xo+ Y (X -E[X} | Fr1]),
k=1

AO = 0, An = Z(E[Xk |yk_1]—Xk_1).

k=1
wobei (M,,),, ein Martingal und (A,,),, previsibel ist. Die Darstellung X = M + A als Summe ei-
nes Martingals M und eines previsiblen Prozesses A mit Ay = 0 heifSt Doob-Zerlegunyg, sie ist f.s.
eindeutig.

(X,,)n ist genau dann ein Super- bzw. Submartingal, wenn (A, ),, nicht-wachsend bzw. nicht-
fallend ist.

Beweis. Wir zeigen nur die Eindeutigkeit. Angenommen X = M + A = M’ + A’. Sei
M, =M, -M.=A" - A,.
Dann ist (Mn)n ein previsibles Martingal mit My = 0. Alsoist M,, = My = 0 f:s., denn
M, =E[M, | .F,_1] = M, fs.
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Satz B.31. Sei (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und seien S, T Stoppzeiten mit
S <T. Dann gilt E[ X7 | Fs] < Xg fos.

Beweis. Sei X, = M, + A,, die Doob-Zerlegung. Dann gilt A,, ~ A < 0. Esist
E[|An|] = ]E[_An] = E[Mn - Xn] = ]E[Mn - MO + XO - Xn] < ]E[|Xn| + EHXOH] < C

fiir alle n mit einer geeigneten Konstante C' < oo.

Somit ist (A,,),, gleichgradig integrierbar und damit auch (M,,),, = (X, — A, )n. Also gilt
E[XT | Lg.s] = E[MT | yg] +E[AT | ys] < MS +E[AS | ngs] = Ms + AS = Xs.

[ —
=Mg fs.

B.4 L2-Martingale

Bemerkung B.32. Sei (X,,), ein Martingal und ¢:R — R konvex, sodass E[¢(X,,)] fiir alle n

existiert. Dann ist (¢(X,,)),, ein Submartingal, denn

Elo(Xni1) | Fn] 2 ¢ (E[Xni | F0]) = 0(Xn).

Die Aussage gilt ebenso, wenn (X, ),, ein Submartingal und ¢ konvex und nicht fallend ist.

Bericht B.33. Eine Funktion f:IR — R heiflt barmonisch, wenn sie die Mittelwerteigenschaft besitzt:

1 T+a
1@ =5 [ fw)dy VoeRa>0
a Jz-a
(man fordert auch, dass f lokal beschrinkt und messbar ist, so dass die Integrale stets existieren).
f:R — R heildt subbarmonisch, wenn f(x) < 21 ora ., f() dy und superbarmonisch, wenn

f(x)> £ [ f(y)dy firallex e R,a > 0.

Man kann zeigen: Auf R sind genau die konvexen Funktionen subharmonisch, zusammen mit
Bemerkung B.32 motiviert dies den Namen Submartingal (und entsprechend auch den Namen Su-

permartingal).

Beobachtung B.34. Sei (X,,),, ein quadratintegrables Martingal, d.h. X, € £L2(P) fiir alle n € N.
Dann gilt E[ (X}, - X;)(X; - X,,,)] = 0fiiralle 0 <m <[ < k,denn
E[(Xk = X0)(Xi = X;)] = E[E[(Xy - X0)(Xi - Xn) | A1)
= ]E[(Xl m) (B[Xk | 7] - )]
=E[(X; - X)) (X, - Xi)] = E[0] = 0.

Erinnerung. | X |, := \/E[X?]isteine Norm und (X, Y’) := E[ XY ] ist ein Skalarproduke, £2(P)

ist ein Hilbertraum (wenn man P-f.s.-Gleichheit ,herausfaktorisiert®).

Man spricht Beob. B.34 auch aus als: ,Martingalinkremente iiber disjunkte Zeitintervalle sind ortho-
gonal
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Lemma und Definition B.35. Sei (X,,),, ¢in quadratintegrables Martingal.
An = Z E[(Xk - Xk_1)2 | g\k—l]
k=1

ist der eindeutig bestimmte previsible Prozess mit Ay := 0, sodass (X2 — Ay, )y, ein Martingal ist. Man
schreibt auch ((X)n)n = (An)n. (X) beifSt quadratische Variation von X. (In der Literatur werden
auch folgende Namen verwendet: Wachsender Prozess, previsible quadratische Variation, Spitzklam-

merprozess von X.)

Beweis. Es gilt:

E[X?H-l - An+1 | yn] = IE:|:()(n+1 - Xn)2 + 2()(n+1 - Xn)Xn + X721 - An+1 | yn]
= IE‘:'[()(n+1 - Xn)2 | yn] - An+1 +XZ + 2XnE[Xn+1 - Xn | yn]

——An -0

S X2 A,

Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Doob-Zerlegung (Bem. und Def. B.30). ]

Insbesondere gilt also:

E[X2] = E[X3] + E[{X),] = E[XZ] + gxﬁz[m X))

und
SPE[X2] <o = supE[(X),] < .

Satz B.36. Sei (M,,),, ein L2-Martingal. Dann gilt:
i) {{M)e < <>o}fcJ {lim M, exz'stz'ert} .
i) Wenn |M,, — M,,_1| < ¢ fiir alle n fiir ein ¢ < 0o, so gilt auch

{lim M, exz'stz'ert} i {{M)o < 00} .

n—oo

117) {(M)oo = oo}fé {(]\]\j—;n — 0}.

Bemerkung B.37. iii) impliziert das Starke Gesetz der groflen Zahlen fur M,, =Y, + ...+ Y, mit Y]
unabhingig und identisch verteilt mit E[Y; ] = 0 und Var[Y; ] < oo.

Lemma B.38 (Kroneckers Lemma). Sez (x,,),, ¢ R mit s = Zﬁzl Ty = Seo E R L20 < b, 7 00,
dann gilt i Yoy by —— 0.
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Beweis von Satz B.36. Sei k € R*.
Sk = inf {n € NO | {M}n+1 > k}

ist eine Stoppzeit. Nach Lemma B.18 und Lemma B.35 ist (M2, s, (M )nns, )n ein Martingal, also
gilt

- Y

sup E[ M2

n/\Sk

)= E[M3) + supE[(M)n5,] < o0

<k
das heifSt (M,ns, )n ist L2-beschrinkt. Also existiert lim,, M, g, f.s. fiir jedes & € R*. Es gilt
{{M)o <00} = U {Sk =00} und U {Sk = 0o, lim,, M,,,s, existiert} c {lim,, M, existiert}, da-
keN keN

mit gilt ).
Sei K > 0. Tk :=inf {n € Ny | |M,,| > K} ist eine Stoppzeit und es gilt
E[M;, 7y ~(M)unty ] = E[MG].

n
—_——
<(K+c)?

Also folgt mit monotoner Konvergenz
E[(M)r, ] =sup E[{M )unry ] < E[Mg] + (K + 0)2 < 00,

Demnach ist (M), < oo fis. und es gilt

P {lim M, existiert} N{{M)o = 0}

n—00

cUgen{Tk=00}

<2 U (Tic = o) 1 (M) = 0} {0} <0} ) -0

KeN
Also gilt iz).

Weiter sei .
W, = E kTR 1+ (M) e M e

Nach Lemma B.1o ist (W}, ),, ein Martingal und es gilt

- 2|z - 1 _ 2| g =<M>n_<M>n71
E[(Wn Wn—l) | c/n—l] - (1 + <M>n)2E[(Mn Mn—l) | Jn—l] (1 " <M>n)2
(M +1) - ((M)pa+1) 1 1

T (M) (A (M)py) 1+ (M)yy 14+ (M),
Also gilt

(W)eo = J\lfl_r)IgO(W>N < h]r\lzlfzp,;(l Ry Ty (M)n) <1

und somit W,, - W, f.s. nach i). Wihle nun b, = 1 + (M),, und z,, = % in Lemma B.38,

dann folgt Y3, brxy = Yoy My — My_y = M, — Mo, d.h. iii) gilt. O
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B.s Doob-Ungleichungen

Im Folgenden sei (X, ), ein stochastischer Prozess mit Werten in R und
X =max Xg, |X|} = max|Xy|.
0<k<n 0<k<n
Lemma B.39. Sei (X,,),, ein Submartingal und X\ > 0. Dann gilt
AP(X) 2 A) < E[an{x;;zx}] < E[|Xn|1{X;‘Lz>\}] (<E[IX,]]).

Beweis. SeiT :=inf {k € Ng | X}, > A} A n.T ist eine beschrinkte Stoppzeit und es gilt mit Korol-
lar B.1g

E[Xolixzon ] + E[Xalocon] = ELX0] 3 ELXr] = E[XrLixean] + E[XrLox;on]

> AP(X;; > ) + E[ X1 xeen |-
[

Satz B.40 (Doobs LP-Ungleichungen). Sez (X,,),, ein Martingal oder ein nichtnegatives Submar-
tingal.

i) Fiirp > lund X\ > 0 gilt N’P(| X[}, > ) <E[|.X,[7].
i) Firp>1gilt B[ X, ) < EL(1X[2)7] < () E[X.P)

Bemerkung. Fiir ein £2-Martingal gestattet dies, E[ (|.X | )?] durch E[(X'),, ] zu kontrollieren, denn
E[X2] =E[XZ] +E[(X).].

Beweis von Satz B.go. 1) (|X,|P)y, istein Submartingal, also folgt die Aussage durch Anwenden von
Lemma B.39 auf (| X,,|P)-

ii) Seic> 0. Esgilt:
| X% Ac ) c L
BIOXEAor)=E| [ o an] B[ [ o 1 ar]
0 0
ubini ¢ _ ¢ _ 1
R [T oA R(X 2 A ax < [ NI SELIX L gz ] dA
0 0
Fubini CA|X|:L -2 p * -1
=" pE|[Xy| N dA | = B[ X|(1X ] A €)”]
0 p-
Hélder P " p-1 1
< EE[(IXIMC)”]  E[|X[P]7.

Fiir ¢ - oo folgt mit monotoner Konvergenz

hSaC

* p * E
E[(|X];)7] < EE[(IXM)”] » E[|X, ]
und durch Umstellen und Potenzieren dieser Ungleichung erhilt man

BT < (25 ) BUP)
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Korollar B.41 (eine Form der Kolmogorov-Ungleichung). X1, Xs,--- € L2(P) unabhiingig,
E[X,]=0,5, =X+ +X, (S :=0). Esgilt fiirx > 0

Var[S,, ]

2

P(max{|5k| :1<k<n} ZCL') <
x

Beweis. (Sy,)y, ist ein Martingal (siche Bsp. B.7, 1)), Satz B.40, 7) liefert

2
P(max{|S|: 1<k <n}>z)< E[S;”].
x

]

Korollar B.42. X1, X5, ... n.a. mitE[X,,] =0, ¢ :=sup, Var[X,,] < o0, S, = X1+ + X,,, dann

gilt fiire >0

- S| _
h?—igp Jn(logn)i/zre 0 s
Beweis. Seil(n) :=+/n (logn)Y?*<, k, = 2" fiir § > 0 sei
Aysi= {Ikri%i{wﬂ > 5£(kn)}.
Nach Kor. B.41ist
[ee] oo 1 oo
P(An,é) SQ < = 2 < 09,
> % 1) L 0 S (e T
mit Borel-Cantelli also
1
h%l_it,lp s max {| S| 1k <k} <5 fis.
Mit § | 0 folgt max{|Sk| k< kn}/f(kn) — 0 f.s. fiir n > oo und daher auch
kpog, m1) Max Skl k < Kfiog, m
lim sup [ < limsup kpiog mp) {1 [logs ]}20 f.s.
m—00 E( ) m=00 E(m) g(k[logz m])
|
ist beschr.

[

Bericht B.43. Seien X1, Xo, ... wiv.mitE[X;] =0, 02 := Var[X;] € (0,00), S,, = X7+ + X,..
Fiir sehr grofles n ist

S
a\/n

gemif} dem zentralen Grenzwertsatz, d.h. fiir festes (und grofSes) 7 sind die typischen Fluktuationen
von S, von der Ordnung O(+/n).

Korollar B.42 zeigt, dass die Fluktuationen von S,, ,global® (d.h., wenn wir ,jirgendwo® auf dem
Pfad nachschauen diirfen), hdchstens um einen Faktor (logn)!/2+¢ grofer sind als y/n. Der Faktor
aus Kor. B.42 ist nicht scharf, tatsichlich gilt

”N01

lim sup Sn =1 fs,

n—oco  /2nc?loglogn

das sogenannte Gesetz vom iterierten Logarithmus (siche z.B. [KI, Satz 22.11]).
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B.6 Zum Satz von Radon-Nikodym

Sei (S, &) ein messbarer Raum, 1, v Mafle auf (S, .o7). v ist absolut stetig beziiglich y, geschrieben
v << 1, wenn fur jedes A € o7 gilt

w(A)=0 — v(A)=0.

Wenn v eine Dichte beziiglich  besitzt (v = hy, also v(A) = [ 14hdp miteinem h: S - R,
messbar, vgl. [St1, Def. 3.16] so gilt offenbar v << p.

Satz B.44 (Eine Form des Satzes von Radon-Nikodym3). Sez (S, .97) separabler messbarer Raum
(d.h. o = 0(Ay, As,...) ist abziblbar erzeugt), p, v endliche MafSe auf (S, /) mit v < . Dann
gibteseinh >0, h e LY(p) mitv = hy.

Beweis. O.E.sei u(S),v(S) > 0, dann sind P(+) := u(-)/u(S), Q) = v(-)/v(S) Wmalle auf
(S,47) mit () << P und es gentigt zu zeigen, dass () = X P fiirein X € L}(P).

Wir beobachten zunichst:
fire >0gibtesd >0mit P(B)<d = Q(B)<e (%)
Wenn (*) nicht gilte, so gibe es B,, € &7 und ein £ > 0 mit

P(B,)<2™ neN, ianIQ(Bn) > &o.

Dann gilte fiir C := limsup,,_, o, B, = N U By, einerseits P(C') = 0 mit Borel-Cantelli, anderer-
n m2n
seits wegen inf ey Q( Umsn Bm) > g9 auch Q(C) > gg im Widerspruch zu Q) < P.
Sei
ﬁn = O'(Al, ce ,An) = {le, ceay Cn,mn}

(mit S = U Cpg, O # @), fiir w € S setze

Q(Cn,k)
Xn(w) _ P(Crr)’ w € ka und P(ka) > O,
0, weCprund P(Cpy) =0.

Xy, > 0ist #,-messbar, X, € L1(P) mit Ep[ X, ] = 1 und fiir B € %, (d.h. B = lJ;c; Cy, fiir ein
Jc{l,...,my,})ist

EP[anB] = ZEP[ancn,j] = Z Q(On,j) = Q(B)7

jeJ jed
d.h. X, ist die Dichte von Q)| #, bzgl. P|z,.
Offenbar ist (:%,), eine Filtration, fiir B’ € %, (¢ F,1)ist Ep[X,111p] = Q(B’) =
Ep[ X, 15 ] nach obigem, d.h.

Ep[Xni | #n] =X, (fs.)

*Johann Radon, 1887-1956; Otton Nikodym, 1887-1974
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(Xn)n ist also ein nicht-negatives (P-)Martingal.

Zeige: { X,,, n € N} ist gleichgradig (P-)integrierbar.
Zu e > 0 wihle § > 0 gemif (), setze M := 1/6, dann gilt fiir jedes n € N

1
P(Xn > M) < MEP[XR] = (5,

mit (*) also

]EP[an{anM}] = Q(Xn > M) <e.

Mit Satz B.24 gibtes X, € L1(P) mitEp[Xo] =1und X, =E,[ X | #,] > X fs.undin
L1(P).
X leistet das Gewiinschte: Das W’maB8 Q(A) := Ep[Xoo14], A € o7 erfiille

Q(B) =Ep[Xolp] =Ep[X,15] = Q(B) falls B e.%, fircinn €N,

dh. Q = Q auf U,, .Z,, (und dies ist ein N-stabiler Erzeuger von .27'). Mit dem Eindeutigkeitssatz fiir
Mafie (z.B. [St1, Satz 1.18] oder [KIl, Lemma 1.42])) folgt () = Q. O

Bericht B.4s. 1. Man nennt die Dichte & von v = hp beziiglich p auch die Radon-Nikodym-
Ableitung (von v beziiglich 1) und notiert dies auch als g—Z = h.

2. Satz B.44 gilt genauso, wenn y1und v o-endlich sind (zerlege S = (JJy, Sk, so dass j(Sy, ), v (Sk) < oo,
dlg, v

dlsk o )

Auch auf die Forderung, dass &7 einen abzihlbaren Erzeuger besitzt, kann man verzichten, siche

z.B. [Wi, Ch. 14.13].

dann gibt es jeweils
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