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Kapitel 1

Austauschbarkeit

Literaturhinweise Die Themen dieses Kapitels finden sich beispielsweise in [Kl, Kap. 12], [Du,
Ch. 4.7], weitergehend in [Ka, Ch. 27 und 28], sehr viel weitergehend z.B. in [K05].

1.1 Grundsätzliches
Sei I eine Indexmenge undXi, i ∈ I Zufallsvariablen mit WertebereichE.E sei ein polnischer Raum
(d.h.E ist ein topologischer Raum, der so metrisiert werden kann, dass (E,d) ein vollständiger und
separabler metrischer Raum ist, beispielsweiseE abzählbar,E = R,E = Rd,E = C([0,1])).

Definition 1.1. (Xi)i∈I heißt austauschbar, wenn gilt

L ((Xi)i∈I) =L ((Xπ(i))i∈I)

für jede endliche Permutation π ∶ I → I (d.h. π ist bijektiv und ∣ {i ∣ π(i) ≠ i} ∣ <∞).

Bemerkung 1.2. (Xi)i∈I ist genau dann austauschbar, wenn für alle n ∈ N und paarweise verschie-
dene i1, . . . in ∈ I , sowie paarweise verschiedene j1, . . . , jn ∈ I gilt

L ((Xi1 , . . . ,Xin)) =L ((Xj1 , . . . ,Xjn))

Beweis. Ist (Xi)i∈I austauschbar, so gilt L ((Xi1 , . . . ,Xin)) = L ((Xj1 , . . . ,Xjn)) nach Defini-
tion mit π(ik) = jk. Andererseits ist L ((Xi)i∈I) festgelegt durch {L ((Xj)j∈J) ∣ J ⊂ I endlich},
denn ”endliche Zylindermengen“ Bi1× . . .×Bik ××i∈I∖{i1,...ik}Ei erzeugen die Produkt-σ-Algebra
auf×i∈I Ei.

Insbesondere habenXi undXj dieselbe Verteilung für alle i, j ∈ I . Die Umkehrung gilt im All-
gemeinen nicht.

Beispiel 1.3. i) SindXi, i ∈ I unabhängig und identisch verteilt, so sind sie auch austauschbar.

ii) Teilfamilien austauschbarer Zufallsvariablen sind austauschbar.
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iii) (Ziehen ohne Zurücklegen) Es seien N Kugeln in einer Urne, M schwarze und N −M weiße.
Ziehe ohne Zurücklegen. Sei Xi ∶= 1{i−te Kugel ist schwarz}. Für x1, . . . , xN ∈ {0,1}mit x1 + . . . +
xN =M gilt

P(X1 = x1, . . . ,XN = xN) =
1

(N
M
)
= P(X1 = xπ(1), . . . ,XN = xπ(N)),

also sind dieXi austauschbar.

iv) (Münzwurf mit zufälliger Erfolgswahrscheinlichkeit) Sei Y eine ZV mit Werten in [0,1]. Gege-
ben Y = y seienX1,X2, . . . ∼ Ber(y) unabhängig und identisch verteilt (zum Beispiel realisier-
bar alsXi = 1{Ui≤Y } mit U1, U2, . . . ∼ Unif([0,1]) u.i.v. und unabhängig von Y ).

Fürn ∈ N und x1, . . . , xn ∈ {0,1}mit x1+ . . .+xn = s und jede Permutation π von {1, . . . , n}
gilt:

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn) = E[P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn ∣ Y )]

= E [
n

∏
i=1
Y xi(1 − Y )1−xi] = E[Y s(1 − Y )n−s]

= E [
n

∏
i=1
Y xπ−1(i)(1 − Y )1−xπ−1(i)]

= P(X1 = xπ−1(1), . . . ,Xn = xπ−1(n))

= P(Xπ(1) = x1, . . . ,Xπ(n) = xn)

Schreib- und Sprechweisen. Sn ∶= {Permutationen von {1,2, . . . , n}}. Ein π ∈ Sn fassen wir
auch auf als (endliche) Permutation von N via π(j) = j für j > n.
Für x = (x1, . . . , xn) ∈ En definieren wir xπ ∶= (xπ(1), . . . , xπ(n)).
Für x = (x1, x2, . . .) ∈ EN definieren wir xπ ∶= (xπ(1), xπ(2), . . .).
Für f ∶ En → E′ (mit irgendeinem WertebereichE′) definieren wir fπ((x1, . . . , xn)) ∶= f(xπ).
Gegebenenfalls setzen wir (manchmal implizit) f ∶ En → E′ in naheliegender Weise zu f ∶ EN → E′

fort, indem wir für x = (x1, x2, . . .) ∈ EN definieren f(x) ∶= f(x1, x2, . . . , xn).

Definition 1.4. f ∶ En → E′ heißt (n-) symmetrisch, wenn f = fπ für alle π ∈ Sn gilt. f ∶EN → E′

heißtn-symmetrisch, wenn f = fπ für alle π ∈ Sn. f heißt symmetrisch, falls f n-symmetrisch ist für
jedes n ∈ N.

Beispiel 1.5. i) IstE = R,E′ = R, so sind die Funktionen

f((x1, x2, . . .)) ∶= lim sup
n→∞

xn und f((x1, x2, . . .)) ∶= lim sup
n→∞

x1 + . . . + xn
n

symmetrisch.

ii) an ∶ R∞ → R, an(x) =
1

n

n

∑
i=1
xi ist n-symmetrisch, aber nichtm-symmetrisch fürm > n.

iii) s ∶ R∞ → R+, s(x) =
∞
∑
n=1
∣xn∣ ist symmetrisch.
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iv) Für x ∈ E∞ ist ξ(x) =
1

n

n

∑
i=1
δxi n-symmetrisch (n-te empirische Verteilung).

Beispiel 1.6 (n-tes symmetrisiertes Mittel). Sei k ∈ N , φ ∶ Ek → R undAn(φ) ∶ EN → R mit

An(φ)(x) =
1

n!
∑
π∈Sn

φ(xπ).

Dann istAn(φ)(x) = An(φ)(xπ
′

) für alle π′ ∈ Sn, d.h.An ist n-symmetrisch.

Definition 1.7. SeiX = (Xn)n ein stochastischer Prozess mit Werten inE.

En ∶= σ (F ○X ∣ F ∶E
N → R messbar und n-symmetrisch)

ist die σ-Algebra der unter Permutation der ersten nKoordinaten invarianten Ereignisse.

E ∶= ⋂
n∈N

En = σ (F ○X ∣ F ∶E
N → R messbar und symmetrisch)

heißt die σ-Algebra der austauschbaren Ereignisse fürX (kurz: die austauschbare σ-Algebra).

Bemerkung. E = {X−1(B) ∣ B ∈B(E)⊗N mitBπ = B für alle π ∈ Sn, n ∈ N}, wobei Bπ =

{xπ ∣ x ∈ B}.

Beobachtung 1.8. Es sei T = ⋂n∈N σ(Xn,Xn+1, . . .) die terminale σ-Algebra für X . Dann gilt
T ⊊ E .

Beweis. Es gilt σ(Xn,Xn+1, . . .) ⊂ En−1, also T ⊂ E .
Betrachte ∣E∣ > 1 und wähle B ∈ B(E) ∖ {∅,E}. S ∶= ∑∞n=1 1B(Xn) ist E -messbar, aber

{S = s} ∉ T für s ∈ N0.

Lemma 1.9. Es sei X = (Xn)n eine Folge austauschbarer Zufallsvariablen mit Werten in E und
φ∶Ek → R messbar mit E[∣φ(X)∣] <∞. Dann gilt für alle n ≥ k und π ∈ Sn:

i) E[φ(X) ∣ En] = E[φ(Xπ) ∣ En] f.s.

ii) E[φ(X) ∣ En] =
1

n!
∑
π∈Sn

φ(Xπ) = An(φ)(X).

Beweis. i) Betrachte zunächstA ∈ En der Form

A = {F1(X) ∈ B1, . . . , Fk(X) ∈ Bk}

für n-symmetrische, messbare Funktionen F1, . . . , Fk ∶ EN → R undB1, . . .Bk ∈B(R), k ∈ N.
Sei π ∈ Sn. Dann ist

E[1Aφ(X)] = E[1B1(F1(X))⋯1Bk
(Fk(X))φ(X)]

= E[1B1(F1(X
π))⋯1Bk

(Fk(X
π))φ(Xπ)]

= E[1B1(F1(X))⋯1Bk
(Fk(X))φ(X

π)] = E[1Aφ(Xπ)].
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SolcheAs bilden einen ∩-stabilen Erzeuger von En, daher gilt

E[φ(X) ∣ En] = E[φ(Xπ) ∣ En] f.s.

ii) Damit gilt auch (f.s.)

E[φ(X) ∣ En] =
1

n!
∑
π∈Sn

E[φ(Xπ) ∣ En] = E [
1

n!
∑
π∈Sn

φ(Xπ) ∣ En] = E[An(φ)(X) ∣ En]

= An(φ)(X),

daAn(φ) als n-symmetrische Funktion En-messbar ist.

1.2 Rückwärtsmartingale
Definition 1.10. Sei F = (F−n)n∈N0 eine absteigende Filtration, d.h. F0 ⊃ F−1 ⊃ F−2 ⊃ . . .

X = (X−n)n∈N0 heißt ein F -Rückwärtsmartingal (unter P), wenn

i) X−n ist F−n-messbar und E[∣X−n∣] <∞ für alle n ∈ N0.

ii) E[X−n ∣F−n−1] =X−n−1 f.s. für alle n ∈ N.

Beispiel 1.11. SeiX = (X1,X2, . . .) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit Werten in R
und E[∣X1∣] <∞. Sei F−n ∶= En und Y−n ∶= 1

n ∑
n
i=1Xi, n ∈ N. Es gilt:

E[Y−n+1 ∣F−n] = E [
1

n − 1

n−1
∑
i=1
Xi ∣En] =

1

n − 1

n−1
∑
i=1

E[Xi ∣ En]

=
1

n − 1

n−1
∑
i=1

1

n!
∑
π∈Sn

Xπ(i)

=
1

n − 1

n−1
∑
i=1

1

n!
× (n − 1)! (X1 +X2 +⋯ +Xn) =

1

n

n

∑
j=1
Xj = Y−n

(wobei wir in der zweiten Zeile Lemma 1.9 verwenden).

Bemerkung 1.12. WegenX−n = E[X0 ∣F−n], n ∈ N ist ein Rückwärtsmartingal stets gleichgradig
integrierbar (vgl. Lemma B.26).

Satz 1.13. Sei (X−n)n ein Rückwärtsmartingal bezüglich (F−n)n. Dann existiert einX−∞mitX−n →
X−∞ f.s. und in L1(P). Es giltX−∞ = E[X0 ∣F−∞]mit F−∞ ∶= ⋂nF−n.

Beweis. Sei −∞ < a < b < ∞ und U (a,b)−n die Anzahl abgeschlossener Aufkreuzungen von unter a
nach über b im Zeitintervall −n,−n + 1, . . . ,−1,0. Nach Lemma B.20 gilt:

E[U (a,b)−n ] ≤
1

b − a
E[(X−n − a)−] ≤

1

b − a
(∣a∣ +E[∣X−n∣]) ≤

1

b − a
(∣a∣ +E[∣X0∣]).

Also existiert U (a,b) ∶= limnU
(a,b)
−n mit E[U (a,b)] <∞.
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Analog zum Beweis von Satz B.21 existiert damit auchX−∞ ∶= limnX−n f.s. Mit Bemerkung 1.12
folgtX−n →X−∞ in L1(P).

X−∞ ist F−∞-messbar (denn für jedes k ∈ N ist lim supn→∞X−n = infn≥k supm≥nX−m nach
Definition F−k-messbar).

SeiA ∈F−∞. Dann gilt

E[1AX0] = E[1AE[X0 ∣F−n]] = E[1AX−n]ÐÐ→
n→∞

E[1AX−∞].

Korollar 1.14. Sei X = (X1,X2, . . .) eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen mit Werten in
R und E[∣X1∣] < ∞. Sei F−n ∶= En, T = ⋂n σ(Xn,Xn+1, . . .) die terminale σ-Algebra und E =

⋂nF−n die austauschbare σ-Algebra. Dann gilt

E[X1 ∣ E ] = E[X1 ∣ T ] f.s. und
1

n

n

∑
i=1
Xi ÐÐ→

n→∞
E[X1 ∣ E ] f.s. und in L1(P).

Beweis. Y−n ∶= 1
n ∑

n
i=1Xi ist ein Rückwärtsmartingal (vgl. Bsp. 1.11). Es gilt

Y−n → Y−∞ ∶= E[X1 ∣ E ] f.s. und in L1(P)

nach Satz 1.13 (wobei wir aus Notationsbequemlichkeit den Index um 1 verschoben haben).
Y−∞ ist T -messbar, denn es ist ein Grenzwert. Also gilt

E[X1 ∣ E ] = Y−∞ = E[Y−∞ ∣ T ] = E[E[X1 ∣ E ] ∣ T ] = E[X1 ∣ T ].

(für das letzte Gleichheitszeichen verwende Beobachtung 1.8 und die Turmeigenschaft der bedingten
Erwartung).

Korollar 1.15 (Starkes Gesetz der großen Zahlen). SeienX1,X2, . . . unabhängige und identisch ver-
teilte, reelle Zufallsvariablen mit E[∣X1∣] <∞. Dann gilt

1

n

n

∑
i=1
Xi ÐÐ→

n→∞
E[X1] f.s. und in L1(P),

denn gemäß Kolmogorovs 0-1-Gesetz (z.B. [St1, Satz 2.9] oder [Kl, Satz 2.37]) gilt P (A) ∈ {0,1} für
alleA ∈ T , demnach E[X1 ∣ T ] = E[X1] f.s.

Satz 1.16. Sei (Xn)n austauschbar mit Werten in E und φ ∶ Ek → R eine messbare Funktion mit
E[∣φ(X1, . . . ,Xk)∣] <∞. Dann gilt

lim
n→∞

An(φ)(X) = E[φ(X) ∣ E ] = E[φ(X) ∣ T ] f.s. und in L1(P).

Beweis. Nach Lemma 1.9 giltAn(φ)(X) = E[φ(X) ∣ En]. Es gilt

E1 ⊃ E2 ⊃ . . . ⊃ E =⋂
n

En,
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also ist (An(φ)(X))n ein Rückwärtsmartingal. Dann gilt nach Satz 1.13:

lim
n→∞

An(φ)(X) = E[φ(X) ∣ E ]

Zeige, dass limnAn(φ)(X)T -messbar ist: Sei ℓ ∈ N und

Sn,ℓ ∶= {π ∈ Sn ∣ π(1), . . . , π(k) ≥ ℓ} , An,l(φ) ∶=
1

n!
∑

π∈Sn,l

φπ

Es ist Sn ∖ Sn,l = ⋃ki=1 {π ∈ Sn ∣ π(i) < l} und somit ∣Sn ∖ Sn,l∣ ≤ k(l − 1)(n − 1)!. Daher gilt

E[∣An,l(φ)(X) −An(φ)(X)∣] ≤
1

n!
∣Sn ∖ Sn,l∣ ⋅E[∣φ(X)∣]ÐÐ→

n→∞
0,

das heißtAn,l(φ)(X) −An(φ)(X)→ 0 in L1(P) und damit auch stochastisch.
Wähle eine Teilfolge nm ↗∞mit

An,l(φ)(X) −An(φ)(X)→ 0 f.s.

Dann ist limnAn(φ)(X) = limmAnm(φ)(X) σ(Xl,Xl+1, . . .)-messbar für jedes l ∈ N, also T -
messbar. Mit der Turmeigenschaft (und T ⊂ E nach Beob. 1.8) folgt

lim
n→∞

An(φ)(X) = E [ lim
n→∞

An(φ)(X) ∣ T ] = E[E[φ(X) ∣ E ] ∣ T ] = E[φ(X) ∣ T ]

Korollar 1.17. Sei (Xn)n austauschbar. Dann gibt es für alleA ∈ E einB ∈ T mit P(A△B) = 0.

Beweis. SeiA ∈ E ⊂ σ(X1,X2, . . .). WähleAk ∈ σ(X1, . . . ,Xk)mit

P (A△Ak)Ð→
k→∞

0

Dies ist möglich nach dem Approximationssatz für Maße (vgl. [Kl, Satz 1.65])
SeiCk ⊂ Ek messbar, sodassAk = {(X1, . . . ,Xk) ∈ Ck} und setze φk ∶= 1Ck×E∞ . Dann gilt

φk(X)Ð→
k→∞

1A f.s.

(ggf. wähle eine Teilfolge km mit∑m P(A△Akm) < ∞). Dominierte Konvergenz für bedingte Er-
wartungen liefert

1A = E[1A ∣ E ] = E [ lim
k→∞

φk(X) ∣ E ] = lim
k→∞

E[φk(X) ∣ E ] = lim
k→∞

E[φk(X) ∣ T ] =∶ ψ f.s.

(im letzten Gleichheitszeichen verwende Satz 1.16).
ψ ist T -messbar mit ψ = 1A f.s. undB ∶= {ψ = 1} ∈ T leistet das Gewünschte.

(MitN ∶= {ψ ≠ 1A} ist P(N) = 0 und es folgt P ({ψ = 1}△A) ≤ P(N) = 0.

Korollar 1.18 (0-1-Gesetz von Hewitt und Savage1). SeienX1,X2, . . . unabhängig und identisch ver-
teilt, so gilt P(A) ∈ {0,1} für alleA ∈ E .

Beweis. Dies folgt aus Korollar 1.17 zusammen mit Kolmogorovs 0-1-Gesetz.
1Edwin Hewitt, 1920–1999 und Jimmie Leonard Savage, 1917–1971
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1.3 Struktur unendlicher austauschbarer Familien
Eine Heuristik. Sei E = {1,2, . . . , k} und seien X1,X2, . . . austauschbare, E-wertige Zufallsva-
riablen und sei

ξN =
1

N

N

∑
i=1
δxi

dieN -te empirische Verteilung.
Gegeben ξN sind (X1,X2, . . . ,XN) verteilt wie Züge ohne Zurücklegen aus einer Urne. Für

ml ∶= ∣ {1 ≤ i ≤ n ∣ xi = l} ∣mit m1 + . . . +mk = n und Notation (a)n ∶= a(a − 1) . . . (a − n + 1)
gilt

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn ∣ ξN) =
(NξN({1}))m1 . . . (NξN({k}))mk

(N)n

≈
(NξN({1}))m1 . . . (NξN({k}))mk

Nn

= (ξN({1}))
m1 . . . (ξN({k}))mk

≈ (ξ∞({1}))
m1 . . . (ξ∞({k}))

mk ,

für N ≫ 1, wenn wir für den Moment annehmen, dass sich die empirische Verteilung für N → ∞
stabilisiert mit Grenzwert ξ∞ (was aus Satz 1.21 folgen wird).

Demnach: Gegeben ξ∞ solltenX1,X2, . . . u.i.v. (mit Verteilung ξ∞) sein.

Definition 1.19. Es sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und G ,Gi ⊂ F , i ∈ I Teil-σ-
Algebren. Die Familie (Gi)i∈I heißt unabhängig gegeben G , wenn für alle endlichen J ⊂ I , Aj ∈
Gj, j ∈ J gilt:

P(⋂
j∈J
Aj ∣ G ) =∏

j∈J
P(Aj ∣ G ) f.s.

Analog heißen Zufallsvariablen (Xi)i∈I unabhängig gegeben G , falls (σ(Xi))i∈I unabhängig gegeben
G . Zufallsvariablen (Xi)i∈I heißen unabhängig und identisch verteilt gegeben G , wenn die bedingten
Verteilungen gegeben G gleich sind.

Bemerkung 1.20. i) (Gi) ist stets unabhängig gegeben G , wenn Gi ⊂ G für alle i ∈ I .

ii) Unabhängigkeit gegeben {∅,Ω} ist die ”gewöhnliche“ Unabhängigkeit.

iii) Sind F1 ⊂ F2 ⊂ F3 σ-Algebren und ist (Gi)i∈I unabhängig gegeben F1 und unabhängig
gegeben F3, so folgt nicht notwendigerweise die Unabhängigkeit gegeben F2.

Betrachte zum Beispiel X1,X2 unabhängige, reelle Zufallsvariablen, Gi = σ(Xi), i = 1,2 und
F1 = {∅,Ω}, F2 = σ(X1 +X2) und F3 = σ(X1,X2).

Satz 1.21 (Satz von de Finetti2). Sei (Xn)n eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten inE. (Xn)n
ist genau dann austauschbar, wenn es eine σ-Algebra G gibt, sodass (Xn)n unabhängig und identisch
verteilt gegeben G ist. In diesem Fall kann man G = E oder G = T wählen.

2Bruno de Finetti, 1906–1985
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Beweis. Sei zunächst (Xn)n austauschbar und G = E oder G = T .
Seien fi∶E → R beschränkt und messbar und setze φk(X) =∏k

i=1 fi(Xi). Gilt

E[φk(X) ∣ G ] = E[φk−1(X) ∣ G ] ⋅E[fk(Xk) ∣ G ] für alle k ∈ N, (1.1)

so folgt induktiv

E[
k

∏
i=1
fi(Xi) ∣ G ] =

k

∏
i=1

E[fi(Xi) ∣ G ] für alle k ∈ N,

d.h. (Xn)n sind bedingt unabhängig gegeben G (lese fi = 1Bi
, um wörtlich an Definition 1.19 anzu-

schließen).
Zeige also (1.1): Betrachte

An(φk−1)(X) ⋅An(fk)(X) =
1

n!
∑
π∈Sn

f1(Xπ(1))⋯fk−1(Xπ(k−1)) ×
1

n

n

∑
j=1
fk(Xj)

=
1

(n)k−1
∑

i1,...,ik−1∈{1,...,n}
p.w. verschieden

k−1
∏
l=1
fl(Xil) × (

n − k + 1

n
⋅

1

n − k + 1

n

∑
j=1

j∉{i1,...,ik−1}

fk(Xj)

+
1

n
∑

j∈{i1,...,ik−1}
fk(Xj))

=
n − k + 1

n
⋅

1

(n)k

n

∑
i1,...,ik=1

p.w. verschieden

k

∏
l=1
fl(Xil)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=An(φk)(X)ÐÐ→

n→∞
E[φk(X)∣G ]

+Rn,k(X)

mit ∣Rn,k(X)∣ ≤
k−1
n ∥f1∥∞⋯ ∥fk∥∞ ÐÐ→n→∞

0, also (mit Satz 1.16) folgt (1.1).

Seien nun (Xn)n unabhängig und identisch verteilt gegeben G undφ ∶ Ek → R beschränkt und
messbar. Es gilt für π ∈ Sn:

E[φ(X)] = E[E[φ(X) ∣ G ]] = E[E[φ(Xπ) ∣ G ]] = E[φ(Xπ)],

das heißt (Xn)n ist austauschbar.
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Kapitel 2

Ein Intermezzo zur Brownschen Bewegung

Motivation SeienXi u.i.v. mit P(Xi = +1) = P(Xi = −1) =
1
2 , wir fassen die Irrfahrt mit solchen

Zuwächsen als einen zufälligen Pfad auf und reskalieren die (Zeit- und Raum-)Achsen:
Für n ∈ N und t ≥ 0 sei

S
(n)
t =

1
√
n

⌊nt⌋
∑
i=1
Xi

(falls t ∈ 1
nZ, sonst linear interpoliert).

Simulationen (die wir beispielsweise im Stochastik-Praktikum betrachtet hatten) zeigen zumin-
dest dem Augenschein nach, dass die Verteilung des zufälligen Pfads (S(n)t )t≥0 kaum vom Wert von
n abzuhängen scheint, sofern nur n groß ist. Der zentrale Grenzwertsatz zeigt, dass für t1 < t2 gilt

S
(n)
t2
− S

(n)
t1

d
Ð→N (0, t2 − t1)

(denn – bis auf Rundung, die im Limes keine Rolle spielt – ist S(n)t2
− S

(n)
t1
= ∑

⌊nt2⌋
i=⌊nt1⌋Xi/

√
n eine

Summe von n(t2 − t1) vielen unabhängigen und zentrierten Summanden mit jeweils Varianz 1/n).
Zudem sind die Zuwächse über disjunkte Zeitintervalle unabhängig: Seien t1 < t2 < t3 < t4, so
enthalten S(n)t4

−S
(n)
t3

und S(n)t2
−S

(n)
t1

SummandenXi aus disjunkten Indexmengen, sind also nach
Konstruktion unabhängig (und analog, wenn man mehr als nur zwei Intervalle betrachtet).

Diese Eigenschaften verwendet man zur Definition der Brownschen Bewegung:

Definition 2.1. Ein stochastischer Prozess (Bt)t≥0 mit Werten in R heißt (Standard-)Brownsche
Bewegung, falls gilt

B0 = 0,

für n ∈ N, 0 = t0 < t1 < ⋯ < tn sind Bt1 −Bt0 ,Bt2 −Bt1 , . . . ,Btn −Btn−1 unabhängig
mit Bti −Bti−1 ∼ N (0, ti − ti−1) (2.1)

und t↦ Bt ist stetig.

Satz 2.2. Die Brownsche Bewegung (Bt)t≥0 im Sinne von Definition 2.1 existiert.
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Beweis. Wir verwenden hier eine ”explizite“ Konstruktion einer stetigen Version ausführen, dieser
Gedanke geht auf Paul Lévy zurück1 (vgl. z.B. Kapitel 1 in dem Buch von Mörters+Peres [MP] für
mehr Details.)

Betrachte zunächst nur t ∈ [0,1], seien

Dn ∶= {
k

2n
∣ k ∈ N0, k ≤ 2

n} und D ∶=
∞
⋃
n=1
Dn.

Für t ∈ D seien Zt ∼ N (0,1) unabhängig. Setze B(0) = B0 = 0 und B(1) = Z1. Sei B(d′)
konstruiert für d′ ∈ Dn−1 und setze für d ∈ Dn ∖Dn−1

B(d) ∶=
1

2
(B(d − 2−n) +B(d + 2−n)) +

Zd
√
2n+1

.

[Skizze an der Tafel, siehe auch Abbildung 2.1]

Es gilt (nach Konstruktion)

{Bd ∣ d ∈ Dn} und {Zt ∣ t ∈ D ∖Dn} sind unabhängig. (2.2)

Zeige:

B(d) −B(d − 2−n), d ∈ Dn ∖ {0} sind u.i.v. mitB(d) −B(d − 2−n) ∼ N (0,2−n) (2.3)

durch Induktion über n. Für n = 0 ist die Behauptung klar. Sei also (2.3) für n − 1 erfüllt. Betrachte
d = k

2n für k ungerade, also d ∈ Dn ∖Dn−1. Setze

An,k ∶=
1

2
(B(d + 2−n
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
∈Dn−1

) −B(d − 2−n
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
∈Dn−1

)) ∼ N (0,
1

4
2−(n−1)) = N (0,2−n−1),

Bn,k ∶=
Zd
√
2n+1

∼ N (0,2−n−1).

Nach (2.2) sind An,k und Bn,k unabhängig, also sind auch An,k +Bn,k = B(d) −B(d − 2−n) und
An,k −Bn,k = B(d + 2−n) −B(d) unabhängig und es gilt

An,k +Bn,k, An,k −Bn,k ∼ N (0,2
−n).

Demnach ist

(B (
2j

2n
) −B (

2j − 1

2n
) , B (

2j − 1

2n
) −B (

2j − 2

2n
))

j=1,...,2n−1
d
= (N (0,2−n)⊗N (0,2−n))

⊗2n−1
,

das heißt (2.3) gilt auch für n.

Setze nun

F0(t) ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, t = 0

Z1, t = 1

linear interpoliert, t ∈ (0,1)

1P. Lévy, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, 1948.
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Abbildung 2.1: Skizze der Lévy-Konstruktion der Brownschen Bewegung

und für n ∈ N

Fn(t) ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Zt√
2n+1

, t ∈ Dn ∖Dn−1

0, t ∈ Dn−1

linear interpoliert, sonst

und zeige für d ∈ Dn
B(d) =

n

∑
i=0
Fi(d) =

∞
∑
i=0
Fi(d) (2.4)

durch Induktion übern. Fürn = 0 ist die Aussage klar. Sei also (2.4) fürn−1 erfüllt. Fürd ∈ Dn∖Dn−1
gilt nach Induktionsvoraussetzung

n−1
∑
i=0
Fi(d) =

n−1
∑
i=0

Fi(d − 2−n) + Fi(d + 2−n)

2
=
1

2
(B(d − 2−n) +B(d + 2−n)),

wobei wir im ersten Schritt die Linearität von Fi auf [d − 2−n, d + 2−n] ausgenutzt haben.

Nach Konstruktion ist Fn(d) = Zd√
2n+1

, demnach ergibt sich zusammen mit der Definition von
B(d)

n

∑
i=0
Fi(d) = B(d),

das heißt (2.4) gilt auch für n.
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Für c > 1 und n ∈ N gilt

P(∣Zd∣ ≥ c
√
n) =

2
√
2π
∫
∞

c
√
n
e−

x2

2 dx ≤ ∫
∞

c
√
n
xe−

x2

2 dx = [−e−
x2

2 ]
∞

c
√
n

= e−
c2n
2 ,

das heißt für c >
√
2 log 2 gilt

∞
∑
n=1

P(∃ d ∈ Dn ∶ ∣Zd∣ ≥ c
√
n) ≤

∞
∑
n=1
(2n + 1)e−

c2n
2 <∞.

Somit existiert nach Borel-Cantelli ein (zufälliges)N0, sodass

für alle n ≥ N0 gilt ∥Fn∥∞ ∶= sup
t∈[0,1]

∣Fn(t)∣ ≤ c
√
n2−

n+1
2 , (2.5)

das heißt insbesondere
∞
∑
n=0
∥Fn∥∞ <∞. Demnach ist

B(t) =
∞
∑
n=0

Fn(t), t ∈ [0,1] (2.6)

als Grenzwert einer gleichmäßig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen selbst stetig.

Wegen (2.3) gilt für t0 < . . . < tn ∈ D

L ((Bt1 −Bt0 , . . . ,Btn −Btn−1)) = N (0, t1 − t0)⊗ . . .⊗N (0, tn − tn−1).

Der Fall allgemeiner ti folgt durch Approximation mit t′ik ∈ D (vgl. [MP]).

Für t ∈ [0,∞) betrachte nach obiger Konstruktion (B0(t))t∈[0,1], (B1(t))t∈[0,1], . . . als un-
abhängige Kopien und setze

B(t) ∶=
⌊t⌋−1
∑
i=0

Bi(1) +B⌊t⌋(t − ⌊t⌋).

Mit Lévys Konstruktion lässt sich relativ leicht einsehen, ”wie stetig“ die Pfade der Brownschen
Bewegung typischerweise sind (zumindest ”bis auf Konstante“): Es stellt sich heraus, dass t ↦ Bt

Hölder-stetig der Ordnung γ ist für jedes γ < 1/2.

Satz 2.3. 1. Es gibt einC <∞ und ein (zufälliges) h0 > 0, sodass

∣B(t + h) −B(t)∣ ≤ C
√
h log(1/h) (2.7)

für alle h ∈ (0, h0) und t ∈ [0,1 − h] gilt.

2. Für jedes c <
√
2 und ε > 0 gibt es (f.s.) ein h ∈ (0, ε) und t ∈ [0, t − h]mit

∣B(t + h) −B(t)∣ ≥ c
√
h log(1/h). (2.8)
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Beweis. 1. Schreibe B(t) = ∑∞n=0Fn(t) wie oben in (2.6). Fn ist differenzierbar bis auf endlich viele

”Knickstellen“, es gilt

∥F ′n∥∞ ≤
∥Fn∥∞
2−n

≤ c1
√
n2

n−1
2

für alle n ≥ N0 mitN0 wie oben in (2.5).
Damit folgt für ℓ > N0

∣B(t + h) −B(t)∣ ≤
∞
∑
n=0
∣Fn(t + h) − Fn(t)∣ ≤

ℓ

∑
n=0

h ∥F ′n∥∞ +
∞
∑
n=ℓ+1

2 ∥Fn∥∞

≤ h
N0−1
∑
n=0
∥F ′n∥∞

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶S1

+h
ℓ

∑
n=N0

c1
√
2

√
n2

n
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶S2

+
∞
∑
n=ℓ+1

2
√
n2−

n
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶S3

.

Für h genügend klein ist S1 ≤
√
log(1/h). Wähle ℓ > N0, sodass 2−ℓ ≤ h ≤ 2−ℓ+1 (dies ist möglich

für h genügend klein). Dann gilt

S2 ≤ c
′
2

√
ℓ2ℓ ≤ c′′2

√
1

h
log

1

h

und

S3 ≤ c
′
3

√
ℓ2−ℓ ≤ c′′3

√

h log
1

h

für gewisse Konstanten c′2, c′′2 , c′3, c′′3 . Damit folgt fürC ∶= 1 + c′′2 + c′′3

∣B(t + h) −B(t)∣ ≤ hS1 + hS2 + S3 ≤ h

√

log
1

h
+ hc′′2

√
1

h
log

1

h
+ c′′3

√

h log
1

h
≤ C

√

h log
1

h
,

d.h. (2.7) gilt.

2. Sei
Ak,n ∶= {B((k + 1)e

−n) −B(ke−n) > c
√
ne−n/2} ,

es gilt (mitZ ∼ N (0,1))

P(Ak,n) = P(e−n/2Z > c
√
ne−n/2) = P (Z > c

√
n)

=
1
√
2π
∫
∞

c
√
n
e−x

2/2 dx ≥
1
√
2π

c
√
n

c2n + 1
e−c

2n/2

Folglich ist (beachte c <
√
2)

enP(Ak,n) Ð→
n→∞
∞,

somit

P(
⌊en−1⌋
⋂
k=0

Ack,n) = (1 − P(A0,n))
⌊en−1⌋

≤ exp ( − enP(A0,n)) Ð→
n→∞

0

d.h. P(⋃⌊e
n−1⌋

k=0 Ak,n)→ 1 und (2.8) gilt.
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Beobachtung 2.4. 1. B = (Bt)t≥0 ist Standard-Brownsche Bewegung g.d.w. B zentrierter
Gaußscher Prozess (d.h. (Bt1 , . . . ,Btk) ist multivariat normalverteilt für jede Wahl von t1 <
⋯ < tk, k ∈ N) mit stetigen Pfaden und

Cov[Bs,Bt] = s ∧ t, s, t ≥ 0

2. (Skalierungsinvarianz) Für c ≠ 0 ist auch (B̃t)t≥0 mit B̃t ∶=
1
cBc2t Brownsche Bewegung.

Beweis. 1. Sei zunächst (Bt)t≥0 eine (Standard-) Brownsche Bewegung. Für 0 ≤ s ≤ t gilt

Cov[Bs,Bt] = Cov[Bs,Bs + (Bt −Bs)] = Var[Bs] +Cov[Bs,Bt −Bs] = s + 0 = s = s ∧ t.

Die Umkehrung folgt aus der Tatsache, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen eines (zen-
trierten) Gaußschen Prozesses durch die Kovarianzen festgelegt sind, vgl. Def. 4.5 (oder z.B. [Kl,
Kap. 15.6]).

2. Es gilt B̃0 = 0, B̃ hat stetige Pfade und für die Kovarianzen gilt

Cov[B̃s, B̃t] =
1

c2
Cov[Bc2s,Bc2t] =

1

c2
(c2s ∧ c2t) = s ∧ t.

Bericht 2.5. Detaillierte Auskunft über das Verhalten der Pfade der (eindimensionalen) Brownschen
Bewegung geben (präziser als die Schranken aus Satz 2.3 und die Skalierungseigenschaft aus Beob. 2.4)

das Gesetz vom iterierten Logarithmus:

lim sup
t→∞

Bt
√
2t log log t

= 1 f.s., lim sup
t↓0

Bt
√
2t log log(1/t)

= 1 f.s.

und Lévys Stetigkeitsmodul der Brownschen Bewegung:

lim sup
h↘0

sup
t∈[0,1]

Bt+h −Bt
√
2h log 1

h

= 1 f.s. (2.9)

(Siehe z.B. [MP, Chapter 1, Chapter 5.1] oder [Kl, Kap. 22].)
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Kapitel 3

Schwache Konvergenz und
charakteristische Funktionen

Literaturhinweise Die Themen dieses Kapitels finden sich beispielsweise in [Kl, Kap. 13 und 15],
[Du, Ch. 3], mit etwas anderem Fokus in [Ka, Ch. 5 und 6], weitergehend in [Bi].

3.1 Vorbemerkungen/Erinnerungen zur mengentheoretischen
Topologie

SeiE ein topologischer (meist metrischer) Raum.
Folgende Begriffe werden in diesem Kapitel vorausgesetzt: kompakt, relativkompakt, folgenkom-

pakt, lokalkompakt, totalbeschränkt. Es bezeichne

• C(E) die Menge der stetigen Funktionen vonE nach R,

• Cb(E) die Menge der stetigen, beschränkten Funktionen vonE nach R,

• Cc(E) die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger vonE nach R.

Offenbar:Cc(E) ⊂ Cb(E) ⊂ C(E)

Eine TeilmengeA ⊂ E heißt σ-kompakt, wenn es kompakte MengenBn ⊂ E gibt mit⋃nBn =

A.

Definition 3.1. Sei µ ein σ-endliches Maß auf (E,B(E)).

i) µ heißt lokal-endlich (oder Borel-Maß ), wenn für alle x ∈ E eine offene Umgebung U von x
existiert mit µ(U) <∞.

ii) µ heißt regulär (von innen), wenn µ(A) = sup{µ(K) ∣K ⊂ A,K kompakt} für alle A ∈
B(E).

µ heißt regulär (von außen), wenn µ(A) = inf {µ(U) ∣ A ⊂ U,U offen} für alleA ∈B(E).

µ heißt regulär, wenn es von innen und von außen regulär ist.
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iii) µ heißt Radon-Maß, wenn es lokal endlich und von innen regulär ist.

Es bezeichne

• M(E) die Menge der Radon-Maße aufE,

• Mf(E) die Menge der endlichen Radon-Maße aufE,

• M1(E) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmaße aufE,

• M≤1(E) die Menge der Subwahrscheinlichkeitsmaße aufE.

Beispiel. i) Ist f ∶Rd → [0,∞]messbar mit f ∈ L1loc(Rd) und ist λ das Lebesguemaß auf Rd, so
ist µ = fλ ein Radon-Maß mit µ(B) = ∫ 1B(x)f(x)λ(x.).

ii) IstE = R, dann ist µ(dx) = 1R∖{0}(x)
1
∣x∣λ(dx)+ δ0(dx) nicht lokal endlich und nicht regulär

von außen.

iii) IstE = R, dann ist µ = ∑q∈Q δq zwar σ-endlich, aber nicht regulär.

Beobachtung 3.2. Sei E polnisch und µ ∈ Mf(E). Dann gibt es zu jedem ε > 0 eine kompakte
MengeK ⊂ E mit µ(E ∖K) < ε.

Beweis. Wegen der Separabilität vonE gibt es für jedes n ∈ N eine Folge (x(n)i )i ⊂ E mit

∞
⋃
i=1
B 1

n
(x
(n)
i ) = E.

Sei ε > 0, wähle kn mit

µ(
kn

⋃
i=1
B 1

n
(x
(n)
i )) ≥ µ(E) −

ε

2n
.

Die MengeA ∶=
∞
⋂
n=1

kn

⋃
i=1
B 1

n
(x
(n)
i ) ist totalbeschränkt, also istA kompakt (man sieht leicht mit einem

Diagonalfolgenargument, dass A folgenkompakt ist, was für metrische Räume Kompaktheit impli-
ziert) und es gilt

µ(E ∖A) ≤ µ(E ∖A) ≤
∞
∑
n=1

µ(E ∖
kn

⋃
i=1
B 1

n
(x
(n)
i )) ≤

∞
∑
n=1

ε

2n
= ε.

Definition 3.3. SeiF ⊂M(E) und sei C eine Menge von messbaren Funktionen vonE nach R. C
heißt trennende Familie (kurz trennend) fürF , falls für alle µ, ν ∈ F gilt:

∀f ∈ C ∶ ∫ f dµ = ∫ f dν ⇒ µ = ν.
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Beispiel 3.4. f ∶E → R heißt Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante cf < ∞ existiert, sodass für alle
x, y ∈ E gilt: ∣f(x) − f(y)∣ ≤ cf ⋅ d(x, y).

Lf ∶= sup
x≠y∈E

∣f(x) − f(y)∣

d(x, y)

ist die Lipschitz-Konstante von f . Es bezeichne Lip(E) die lipschitz-stetigen Funktionen aufE und
Lip1(E) = {f ∈ Lip(E) ∣ Lf ≤ 1}.

Lip1(E) trennend fürM(E), fallsE lokalkompakt auch Lip1(E) ∩Cc(E).

Beweis. SeiA ∈ E abgeschlossen und sei ε > 0.

ρA,ε(x) = 1 − (
1

ε
d(x,A) ∧ 1)

erfüllt ρA,ε ≡ 1 aufA und ρA,ε(x) = 0, wenn d(x,A) ≥ ε. Es ist ρA,ε ∈ Lip(E)mit LρA,ε
≤ 1
ε .

Seien µ1, µ2 ∈M(E)mit

∫ f dµ1 = ∫ f dµ2 für alle f ∈ Lip1(E) ∩L
1(µ1) ∩L

1(µ2).

Wir zeigen
µ1(K) = µ2(K) für alle kompaktenK ⊂ E, (3.1)

dies impliziert µ1 = µ2 wegen der Regularität.
Zu x ∈ E existiert eine offene Umgebung Ux mit µ1(Ux) < ∞ und µ2(Ux) < ∞, denn die µi

sind lokal endlich. SeiK kompakt,

K ⊂ U ∶=
n

⋃
i=1
Uxi für geeignete x1, . . . , xn.

Dann ist µ1(U) <∞ und µ2(U) <∞ und es gilt δ ∶= d(U c,K) > 0.
Falls ε < δ, dann gilt

1K ≤ ρK,ε ≤ 1U

und
ρK,ε → 1K punktweise für ε↘ 0,

also folgt mit dominierter Konvergenz auch

∫ ρK,ε dµi → µi(K) punktweise für ε↘ 0.

Wegen ∫ ρK,ε dµ1 =
1
ε ∫ ερK,ε dµ1 =

1
ε ∫ ερK,ε dµ2 = ∫ ρK,ε dµ2 folgt µ1(K) = µ2(K), d.h. (3.1)

gilt.

Falls E lokalkompakt ist, kann man die Ux so wählen, dass Ux kompakt ist, damit ist auch U
kompakt und somit gilt dann ρK,ε ∈ Cc(E).
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3.2 Schwache und vage Konvergenz
Definition 3.5. Es seiE ein metrischer Raum.

i) Seien µ1, µ2, . . . , µ ∈Mf(E). Man sagt, µn konvergiert schwach (engl. weakly) gegen µ, wenn

für alle f ∈ Cb(E) gilt ∫ f dµn Ð→ ∫ f dµ für n→∞.

Man schreibt auch µn → µ schwach oder µn
w
Ð→ µ oder µ = w − limµn.

ii) Seien µ1, µ2, . . . , µ ∈M(E). Man sagt, µn konvergiert vage (auch vag, engl. vaguely) gegen µ,
wenn

für alle f ∈ Cc(E) gilt ∫ f dµn Ð→ ∫ f dµ für n→∞.

Man schreibt auch µn → µ vage oder µn
v
Ð→ µ oder µ = v − limµn.

Bemerkung 3.6. WennE ein polnischer Raum ist, so ist der schwache Limes einer Folge µn eindeu-
tig. FallsE zudem lokalkompakt ist, so ist auch der vage Limes eindeutig (dies folgt aus Beispiel 3.4).

Beispiel. BetrachteE = R.

1. Es gilt δ 1
n

w
ÐÐ→
n→∞

δ0, aber

δ 1
n
((0,∞)) = 1↛ 0 = δ0((0,∞)) und δ 1

n
((−∞,0]) = 0↛ 1 = δ0((−∞,0]).

2. δn
v
Ð→ 0-Maß, aber (δn)n konvergiert nicht schwach.

Beobachtung 3.7. Sei E lokalkompakt und polnisch. Ist (µn) ⊂ Mf(E) mit µn
v
Ð→ µ, so gilt

µ(E) ≤ lim infn µn(E).

Beweis. Wähle fN ∈ Cc(E)mit fN ↗ 1. Dann gilt

µ(E) = ∫ 1 dµ = lim
N→∞∫

fN dµ = lim
N→∞

lim
n→∞∫

fN dµn ≤ lim
N→∞

lim
n→∞

µn(E) ≤ lim inf
n→∞

µn(E).

Satz 3.8 (Portmanteau-Theorem). Sei E ein metrischer Raum und µ,µ1, µ2, . . . ∈M≤1(E). Dann
sind äquivalent:

i) µ = w − limµn.

ii) ∫ f dµn → ∫ f dµ für alle f ∈ Cb(E) ∩ Lip(E).

iii) ∫ f dµn → ∫ f dµ für alle beschränkten, messbaren f mit µ(Uf) = 0, wobei Uf ⊂ E die Unste-
tigkeitsstellen von f bezeichne (d.h. f ist µ-f.ü. stetig).

iv) lim inf
n→∞

µn(E) ≥ µ(E) und lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ µ(F ) für alle abgeschlossenen F ⊂ E.

v) lim sup
n→∞

µn(E) ≤ µ(E) und lim inf
n→∞

µn(G) ≥ µ(G) für alle offenenG ⊂ E.
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vi) µn(A)→ µ(A) für alleA ∈B(E)mit µ(∂A) = 0.

WennE zudem lokalkompakt und polnisch, so sind auch äquivalent:

vii) µ = v − limµn und µ(E) = limµn(E).

viii) µ = v − limµn und µ(E) ≥ lim supµn(E).

Beweis. iv) ⇐⇒ v) ✓ (F ist abgeschl.⇔G = E ∖ F offen (und µ(G) = µ(E) − µ(F )), E ist
zugleich offen und abgeschlossen)

iv) & v)Ô⇒ vi) ✓ (A ∖ ∂A = Å ist offen,A ∪ ∂A = A ist abgeschlossen,
lim inf µn(A) ≥ lim inf µn(A ∖ ∂A) ≥ µ(A ∖ ∂A) = µ(A),
lim supµn(A) ≤ lim supµn(A ∪ ∂A) ≤ µ(A ∪ ∂A) = µ(A).)

iii)Ô⇒ i)Ô⇒ ii) ✓ (f stetig⇒ Uf = ∅ und Lip(E) ⊂ C(E))

ii)Ô⇒ iv) : f ≡ 1 ∈ Lip(E) ∩Cb(E), also µ(E) = ∫ 1 dµ = limµn(E).
Sei F ⊂ E abgeschlossen,

ρF,ε(x) ∶= 1 − (
1

ε
d(x,F ) ∧ 1)

erfüllt ρF,ε ∈ Cb(E) ∩ Lip(E) und 1F ≤ ρF,ε (vgl. Bsp. 3.4). Mit monotoner Konvergenz folgt

lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ inf
ε>0

lim
n→∞∫

ρF,ε dµn = inf
ε>0 ∫

ρF,ε dµ = ∫ 1F dµ = ∫ 1F dµ = µ(F ).

vi)Ô⇒ iii) : Sei f beschränkt und messbar mit µ(Uf) = 0. Beobachte zunächst: Stets gilt für D ∈
B(R)

∂f−1(D) ⊂ f−1(∂D) ∪Uf

Sei dazu x ∈ ∂f−1(D) und f stetig in x. Zeige: Dann gilt x ∈ f−1(∂D).
Sei δ > 0, da x Stetigkeitspunkt ist, existiert ein ε > 0 mit f(Bε(x)) ⊂ Bδ(f(x)).
Wegen x ∈ ∂f−1(D) gibt es ein y ∈ f−1(D) ∩ Bε(x) und ein z ∉ f−1(D), z ∈ Bε(x), d.h.

z ∈ f−1(R ∖D) ∩Bε(x). Somit ist

f(y) ∈ Bδ(f(x)) ∩D und f(z) ∈ Bδ(f(x)) ∩D
c.

Da δ > 0 beliebig ist, folgt x ∈ f−1(∂D).
Sei nun

A = {y ∈ R ∶ µ(f−1({y})) > 0} .

(dies sind die Atome des Bildmaßes µ ○ f−1).A ist höchstens abzählbar, also gibt es

N ∈ N und y0 ≤ − ∥f∥∞ < y1 < y2 < . . . < yN−1 < ∥f∥∞ < yN mit yi ∉ A und ∣yi+1 − yi∣ < ε.

SeiEi = f−1([yi−1, yi)) für i = 1, . . . ,N , dann istE = ⋃Ni=1Ei und es gilt

µ(∂Ei) ≤ µ({f
−1(yi−1)}) + µ({f

−1(yi)}) + µ(Uf) = 0.

21



Also folgt

lim sup
n→∞

∫ f dµn ≤ lim sup
n→∞

∫

N

∑
i=1
yi1Ei

dµn = lim sup
n→∞

N

∑
i=1
µn(Ei)yi =

N

∑
i=1
µ(Ei)yi ≤ ε+∫ f dµ.

Das analoge Argument für −f und ε↘ 0 zeigt iii).

i)Ô⇒ vii) ✓ (Cc(E) ⊂ Cb(E) und 1 ∈ Cb(E))

vii)Ô⇒ viii) ✓

viii)Ô⇒ vii) : Es gelte µ = v − limµn und µ(E) ≥ lim supµn(E). Nach Beobachtung 3.7 gilt aber
auch µ(E) ≤ lim infn µn(E), d.h. µ(E) = limµn(E).

vii)Ô⇒ v) : SeiG ⊂ E offen und ε > 0. Wähle (mit Beobachtung 3.2) ein

K ⊂ G kompakt mit µ(G ∖K) < ε.

DaE lokalkompakt ist, gibt es eine kompakte MengeLmitK ⊂ L̊ ⊂ L ⊂ G. Es ist δ ∶= d(K,L○) > 0
und für ρK,δ(x) ∶= 1 − (1δd(x,K) ∧ 1) gilt 1K ≤ ρK,δ ≤ 1L ≤ 1G und ρK,δ ∈ Cc(E). Damit folgt

lim inf
n→∞

µn(G) ≥ lim inf
n→∞ ∫

ρK,δ dµn = ∫ ρK,δ dµ ≥ µ(K) ≥ µ(G) − ε.

Mit ε↘ 0 folgt nun v).

Definition 3.9. SeienX,X1,X2, . . . Zufallsvariablen mit Werten im metrischen RaumE.Xn kon-
vergiert in Verteilung gegenX , wenn die VerteilungenL(Xn) ∈M1(E) schwach gegenL(X) kon-
vergieren. In diesem Fall schreibt man Xn

D
Ð→ X oder Xn ⇒ X für n → ∞. Gelegentlich schreibt

manXn
D
Ð→ µ bzw.Xn⇒ µ, wenn µ = L(X) undX unspezifiziert bleibt. .

Sind X,X1,X2, . . . Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum mit Werten in ei-
nem separablen metrischen RaumE, so sagt manXn → X stochastisch, falls d(Xn,X) → 0 stocha-
stisch. In diesem Fall schreibt manXn

P
Ð→X .

GiltXn →X stochastisch, so gilt auchXn⇒X , denn für f ∈ Cb(E) ∩ Lip(E) gilt

∣E[f(Xn) − f(X)]∣ ≤ E[Lf ⋅ d(Xn,X) ∧ 2 ∥f∥∞]→ 0

(dann verwende Portmanteau-Theorem, Satz 3.8, ii).)
Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Beispiel. Seien X,X1,X2, . . . unabhängig und identisch standardnormalverteilt. Dann gilt Xn ⇒

X , aber nichtXn
P
Ð→X .

Beobachtung 3.10 (Lemma von Slutsky). SeienX,X1,X2, . . . , Y1, Y2, . . .Zufallsvariablen mit Wer-
ten im separablen metrischen Raum E. Gilt Xn ⇒ X und d(Xn, Yn) → 0 stochastisch, dann gilt
auch Yn⇒X .
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Beweis. Sei f ∈ Cb(E) ∩ Lip(E). Dann gilt ∣f(x) − f(y)∣ ≤ Lf ⋅ d(x, y) ∧ 2 ∥f∥∞. Also gilt

∣E[f(Yn)] −E[f(X)]∣ ≤ E[∣f(Yn) − f(Xn)∣] + ∣E[f(Xn)] −E[f(X)]∣
≤ E[Lf ⋅ d(Xn, Yn) ∧ 2 ∥f∥∞] + ∣E[f(Xn)] −E[f(X)]∣ Ð→

n→∞
0.

Lemma 3.11 (Continuous mapping theorem). Seien (E1, d1) und (E2, d2) metrische Räume, φ ∶
E1 → E2 messbar, Uφ die Menge der Unstetigkeitsstellen von φ.

i) Sind µ,µ1, µ2, . . . ∈M≤1(E1)mit µn
w
Ð→ µ und µ(Uφ) = 0, so gilt µn ○ φ−1

w
Ð→ µ ○ φ−1.

ii) Sind X,X1,X2, . . . E1-wertige Zufallsvariablen mit P(X ∈ Uφ) = 0 und Xn ⇒ X , so gilt
φ(Xn)⇒ φ(X).

Beweis. i) Sei f ∈ Cb(E2), dann ist f ○φ ∶ E1 → R beschränkt und messbar und es giltUf○φ ⊂ Uφ,
d.h. µ(Uf○φ) = 0. Also gilt nach Satz 3.8 iii)

∫ f d(µn ○ φ
−1) = ∫ f ○ φ dµn ÐÐ→

n→∞ ∫
f ○ φ dµ = ∫ f d(µ ○ φ−1).

ii) Setze µn = L(Xn) und µ = L(X). Dann folgt die Aussage mit i).

Bemerkung 3.12 (Der Fall E = R). µ ∈ M≤1(R) ist durch seine Verteilungsfunktion Fµ(x) =
µ((−∞, x]) festgelegt (siehe z.B. [St1, Satz 1.27] oder [Kl, Satz 1.60]).

Seien F,F1, F2, . . . Verteilungsfunktionen von W’maßen. (Fn)n konvergiert schwach gegen F ,
geschrieben Fn

D
Ð→ F oder Fn⇒ F , ∶⇔

F (x) = lim
n→∞

Fn(x) für alle Stetigkeitsstellen x von F .

Falls F,F1, F2, . . . Verteilungsfunktionen von Sub-W’maßen sind, fordern wir zusätzlich F (∞) ≥
lim supnFn(∞) (wobei F (∞) = limx→∞F (x)). Seien µ,µ1, µ2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈M≤1(R)mit zugehörigen
Verteilungsfunktionen F,F1, F2, . . . , dann gilt

µn
w
Ð→µ ⇐⇒ Fn

D
Ð→F.

”⇒“ : x Stetigkeitspunkt von F , so ist µ({x}) = µ(∂(−∞, x]) = 0, also

Fn(x) = µn((−∞, x]) Ð→
n→∞

µ((−∞, x]) = F (x)

nach Satz 3.8, vi).

”⇐“ : Sei f ∈ Lip(E) ∩Cb(E), nach Satz 3.8, ii) genügt es zu zeigen, dass

∫ f dµn Ð→
n→∞∫

f dµ (3.2)
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Sei ε > 0, wähle y0 < y1 < ⋯ < yN Stetigkeitsstellen von F mit F (y0) < ε, F (yN) > F (∞) − ε,
yi − yi−1 < ε.

Also (Lf sei die Lipschitz-Konstante von f )

∫ f dµn ≤ ∣∣f ∣∣∞(Fn(y0) + Fn(∞) − Fn(yN))

+
N

∑
i=1
(f(yi) +Lfε)(Fn(yi) − Fn(yi−1)).

Nach Vor. gilt Fn(yi)→ F (yi), Fn(∞)→ F (∞) für n→∞, demnach

lim sup
n→∞

∫ f dµn ≤ ε(2∣∣f ∣∣∞ +Lf) +
N

∑
i=1
f(yi)(F (yi) − F (yi−1)

≤ 2ε(2∣∣f ∣∣∞ +Lf) + ∫ f dµ,

mit ε ↓ 0 folglich
lim sup
n→∞

∫ f dµn ≤ ∫ f dµ.

Dasselbe Argument angewendet auf −f zeigt lim inf
n→∞ ∫

f dµn ≥ ∫ f dµ, d.h. (3.2) gilt.

3.3 Straffheit
Definition 3.13. Sei E ein metrischer Raum. K ⊂Mf(E) heißt straff (engl. tight), falls für jedes
ε > 0 eine kompakte MengeK ⊂ E existiert mit

sup
µ∈K

µ(E ∖K) < ε.

Beispiel 3.14. i) Ist E polnisch, so ist {µ} für jedes µ ∈ Mf(E) straff nach Beobachtung 3.2.
Genauso ist jede endliche Menge {µ1, µ2, . . . , µn} ⊂Mf(E) straff.

ii) IstE kompakt, so sindM1(E) undM≤1(E) straff.

iii) Sind Xi, i ∈ I reelle Zufallsvariablen mit supE[∣Xi∣] =∶ c < ∞, so ist {L(Xi) ∣ i ∈ I} straff,
denn mit der Markov-Ungleichung gilt

P(∣Xi∣ >
c

ε
) ≤

ε

c
E[∣Xi∣] ≤ ε

für alle i ∈ I und für jedes ε > 0.

iv) AufE = R sind {δn ∣ n ∈ N}, {N (0, n) ∣ n ∈ N}, {Unif([−n,n]) ∣ n ∈ N} nicht straff.

Satz 3.15 (Satz von Prohorov1). SeiE ein metrischer Raum undK ⊂M≤1(E). Dann gilt:

i) IstK straff, dann istK relativ (folgen-)kompakt bezüglich schwacher Konvergenz.
1Yuri Vasilyevich Prohorov, 1929–2013
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ii) IstE zudem polnisch, so gilt auch die Umkehrung, d.h. istK relativ (folgen-)kompakt bzgl. schwa-
cher Konvergenz, so istK straff.

Korollar 3.16. IstE kompakt, so sindM≤1(E) undM1(E) schwach (folgen-) kompakt.

Beweis von Satz 3.15. i) Sei K straff. Wähle kompakte Mengen K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ E, sodass für alle
j ∈ N gilt

sup
µ∈K

µ (E ∖Kj) ≤
1

j
.

⋃∞j=1Kj ist σ-kompakt und es giltµ (E ∖⋃∞j=1Kj) = 0 für alleµ ∈ K. Wir nehmen also o.E. an, dass
E selbst σ-kompakt (insbesondere separabel) ist, ansonsten schränke die µ ein aufE′ ∶= ⋃∞j=1Kj .

Sei x1, x2, . . . eine Aufzählung einer dichten Teilmenge vonE.

H ∶= {
m

⋃
i=1
Kji ∩Bεi(xli) ∣m ∈ N, ji ∈ N, li ∈ N, εi > 0, εi ∈ Q}

ist ein abzählbares System von kompakten Teilmengen von E. Sei (µn) ⊂ K und sei H =

{H1,H2, . . .} eine Aufzählung vonH. Wähle eine Teilfolge nk ↗∞, sodass

lim
k→∞

µnk
(H) =∶ α(H)

für alleH ∈ H existiert (möglich durch Diagonalargument).

FürG ⊂ E offen sei

µ∗(G) ∶= sup{α(H) ∣H ∈ H,H ⊂ G} , µ∗(∅) ∶= 0,

fürB ⊂ E beliebig sei
µ∗(B) ∶= inf {µ∗(G) ∣ G offen,G ⊃ B}

(beachte: ist µ∗ wohldefiniert, für offenesG fallen die beiden Setzungen zusammen).

Zeige nun: µ∗ ist ein äußeres Maß.
Nach Definition und Konstruktion gilt

µ∗(∅) = 0 und µ∗(B) ≤ µ∗(B′) fürB ⊂ B′.

Zur σ-Subadditivität: Seien G1,G2, . . . ⊂ E offene Mengen, H ∋ H ⊂ ⋃∞n=1Gn. H ist kompakt,
daher existieren r ∈ N, ji ∈ N, εi ∈ (0,∞) ∩Q und paarweise verschiedenemi ∈ N mit

H ⊂
r

⋃
i=1
Bεi(xji) und Bεi(xji) ⊂ Gmi

für i = 1, . . . , r

und nach Konstruktion istH ⊂Kj0 für ein (genügend großes) j0 ∈ N.
Sei

Hm ∶=Kj0 ∩
r

⋃
i=1
{Bεi(xji) ∣ Bεi(xji) ⊂ Gm} .
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Es istHm ⊂ Gm undH ⊂Hm1 ∪ . . . ∪Hmr , also

α(H) ≤ α(Hm1) + . . . + α(Hmr) ≤ µ
∗(Gm1) + . . . + µ

∗(Gmr) ≤
∞
∑
n=1

µ∗(Gn).

Nehme das Supremum über alleH ⊂ G, so folgt

µ∗ (
∞
⋃
n=1

Gn) ≤
∞
∑
n=1

µ∗(Gn).

Seien nunB1,B2, . . . ⊂ E beliebig. WähleGn offen mitBn ⊂ Gn und

µ∗(Bn) ≥ µ
∗(Gn) −

ε

2n
für ε > 0.

Dann gilt

µ∗ (
∞
⋃
n=1

Bn) ≤ µ
∗ (

∞
⋃
n=1

Gn) ≤
∞
∑
n=1

µ∗(Gn) ≤
∞
∑
n=1
(µ∗(Bn) +

ε

2n
) ≤ ε +

∞
∑
n=1

µ∗(Bn).

Mit ε↘ 0 folgt die σ-Subadditivität von µ∗.

Zeige weiter, dass
jede offene MengeG ⊂ E µ∗-messbar ist,

d.h. für alleB ⊂ E gilt µ∗(B) = µ∗(B ∩G) + µ∗(B ∩Gc).
Seien dazuG ⊂ E offen,B ⊂ E beliebig und ε > 0. Wähle

O ⊃ B offene Obermenge mit µ∗(O) ≤ µ∗(B) + ε,
H1 ∈ HmitH1 ⊂ O ∩G und µ∗(O ∩G) ≤ α(H1) + ε,

H2 ∈ HmitH2 ⊂ O ∩H
c
1 und µ∗(O ∩Hc

1) ≤ α(H2) + ε.

Dann giltH1 ∩H2 = ∅,O ∩Gc ⊂ O ∩Hc
1 undH1 ∪H2 ⊂ O. Mit Monotonie von µ∗ folgt nun

µ∗(B) + ε ≥ µ∗(O) ≥ α(H1 ∪H2) = α(H1) + α(H2) ≥ µ
∗(O ∩G) + µ∗(O ∩Gc) − 2ε

≥ µ∗(B ∩G) + µ∗(B ∩Gc) − 2ε

≥ µ∗(B) − 2ε

Mit ε ↘ 0 folgt nun die µ∗-Messbarkeit von G. µ∗ ist also ein äußeres Maß und die Erzeugermen-
gen von B(E), die offenen Mengen, sind µ∗-messbar. Nach dem Satz von Carathéodory (z.B. [St1,
Satz 1.22] oder [Kl, Satz 1.41/1.53]) µ∗ ein Maß auf B(E).

Zeige nun, dass µ∗ = w − limk→∞ µnk
. Es gilt für alle j ∈ N

µ∗(E) ≥ α(Kj) = lim
k→∞

µnk
(Kj) ≥ lim sup

k→∞
µnk
(E) −

1

j
,

also µ∗(E) ≥ lim supµnk
(E).
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SeiG ⊂ E offen undH ∈ HmitH ⊂ G. Dann gilt

α(H) = lim
k→∞

µnk
(H) ≤ lim inf

k→∞
µnk
(G).

Nehme nun das Supremum über H ⊂ G,H ∈ H, dann folgt µ∗(G) ≤ lim inf µnk
(G). Mit

Satz 3.8 v) folgt nun die Behauptung.

ii) SeiE polnisch und x1, x2, . . . eine Aufzählung einer dichten Teilmenge vonE. Setze

An,N ∶=
N

⋃
i=1
B 1

n
(xi),

es giltAn,N ↗N→∞ E für jedes n ∈ N.
SeiK ⊂M≤1(E) schwach relativ (folgen-) kompakt und

δ ∶= sup
n∈N

inf
N∈N

sup
µ∈K

µ(Ac
n,N).

Zeige, dass δ = 0. Sei n so groß, dass es für jedes N ∈ N ein µN ∈ K gibt mit µN(Ac
n,N) ≥

δ
2 . Sei Nk

eine Teilfolge mit Nk ↗ ∞ und µNk

w
Ð→ µ̃ ∈M≤1(E). Da Ac

n,N abgeschlossen ist, gilt mit Satz 3.8
iv)

µ̃(Ac
n,N) ≥ lim sup

k→∞
µNk
(Ac

n,N) ≥ lim sup
k→∞

µNk
(Ac

n,Nk
) ≥

δ

2
.

MitN →∞ folgt 0 = µ̃(∅) = limN→∞ µ̃(Ac
n,N), also auch δ = 0.

Zu ε > 0 wähle n,Nn ∈ N mit supµ∈K µ(Ac
n,Nn
) < ε

2n .A ∶= ⋂∞n=1An,Nn ist totalbeschränkt, d.h.
wegen der Vollständigkeit vonE istA kompakt. Dann gilt für alle µ ∈ K:

µ((A)c) ≤ µ(Ac) = µ(
∞
⋃
n=1

Ac
n,Nn
) ≤

∞
∑
n=1

µ(Ac
n,Nn
) <

∞
∑
n=1

ε

2n
= ε,

also istK straff.

Beobachtung 3.17. SeiE ein polnischer Raum und seienµ,µ1, µ2, . . . ∈M≤1(E). Dann sind äqui-
valent:

i) µ = w − limµn.

ii) {µn ∣ n ∈ N} ist straff und für eine trennende Familie C ⊂ Cb(E) gilt

∫ f dµn → ∫ f dµ für alle f ∈ C.

Beweis. i)⇒ ii). Sei µ = w − limµn. Nach Definition gilt ∫ f dµn → ∫ f dµ für alle f ∈ Cb(E),
insbesondere also auch für alle f ∈ C für jede trennende Familie C ⊂ Cb(E). Die Straffheit von
{µn ∣ n ∈ N} folgt mit Satz 3.15 ii).

ii) ⇒ i). Angenommen µ ≠ w − limµn. Dann gibt es ein g ∈ Cb(E), ein ε > 0 und eine Teilfolge
(nk)k, nk ↗∞mit

∣∫ g dµnk
− ∫ g dµ∣ ≥ ε für alle k.
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Nach Satz 3.15 i) gibt es eine Teilfolge (nkj)j und ein ν ∈M1(E)mit µnkj

w
ÐÐ→
j→∞

ν. Dann gilt für
alle f ∈ C

∫ f dν = lim
j→∞∫

f dµnkj
= ∫ f dµ.

Da C trennend ist, gilt µ = ν. Andererseits ist aber auch

∣∫ g dν − ∫ g dµ∣ ≥ ε,

was zu einem Widerspruch führt. Es muss also µ = w − limµn gelten.

Bemerkung 3.18. Sei E lokalkompakt und polnisch und seien µ,µ1, µ2, . . . ∈Mf(E). Dann sind
äquivalent:

i) µ = w − limµn.

ii) µ = v − limµn und µ(E) ≥ lim supµn(E).

iii) µ = v − limµn und {µn ∣ n ∈ N} ist straff.

Beweis. i)⇔ ii) gilt nach Satz 3.8.

i)⇒ iii) folgt aus Satz 3.15 (eine schwach konvergente Folge ist selbst schwach relativ folgenkompakt).

iii)⇒ i) : Sei L ⊂ E kompakt mit supn µn(E ∖L) ≤ 1, h ∈ Cc(E)mit h ≥ 1L. Dann gilt

sup
n
µn(E) ≤ 1 + sup

n
∫ hdµn <∞,

demnach ist auch c ∶= µ(E) ∨ supn µn(E) <∞. Dann sind

µ′ =
1

c
µ,µ′n =

1

c
µn ∈M≤1(E),

also µ′n
v
Ð→ µ′.

Da E lokalkompakt ist, ist Cc(E) trennend fürM≤1(E), also folgt µ′ = w − limµ′n mit Beob-
achtung 3.17 und damit auch µ = w − limµn.

3.4 Charakteristische Funktionen
Vorbemerkung. SeiE ein messbarer Raum. Eine Funktion

f ∶E → C ≅ R2, x↦ Ref(x) + i Imf(x)

ist genau dann messbar, wenn Ref und Imf messbar sind (beachte B(R) ⊗B(R) = B(R2) ≅

B(C)). Ist µ ein Maß aufE, dann heißt f µ-integrierbar (schreibe auchL1C(µ)), wenn Ref, Imf ∈

L1(µ). Es gilt

f ∈ L1C(µ) ⇐⇒ ∣f ∣ =
√

ff ∈ L1(µ),
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denn ∣Ref ∣, ∣Imf ∣ ≤ ∣f ∣ = ((Ref)2 + (Imf)2)
1
2 ≤
√
2 (∣Ref ∣ + ∣Imf ∣). Man setzt

∫ f dµ ∶= ∫ Ref dµ + i∫ Imf dµ.

Das Integral ist C-linear (Übung) und es gilt

∣∫ f dµ∣ ≤ ∫ ∣f ∣dµ.

Definition 3.19. Sei µ ∈Mf(Rd). Die Funktion

φµ ∶ Rd → C, t↦ ∫ ei⟨t,x⟩µ(dx) (3.3)

heißt die charakteristische Funktion von µ. (Wir notieren das Skalarprodukt als ⟨t, x⟩ = ∑dj=1 tjxj .)
Für eine Rd-wertige ZufallsvariableX schreiben wir

φX(t) = E [ei⟨t,X⟩] = φL(X)(t). (3.4)

Bemerkung. In der Analysis ist auch die Bezeichnung Fourier-Transformierte üblich, zum Teil mit
anderen Vorzeichenkonventionen.

Beispiel 3.20. i) IstX diskret, so gilt φX(t) = ∑x P(X = x)ei⟨t,x⟩, insbesondere ist

φBer(p)(t) = pe
it + 1 − p,

φBin(n,p)(t) =
n

∑
k=0
(
n

k
)pk(1 − p)n−keitk = (peit + 1 − p)n,

φPoi(λ)(t) =
∞
∑
k=0

e−λ
λk

k!
eitk = eλ(e

it−1).

ii) Es ist φN (µ,σ2)(t) = e
itµ− 1

2
σ2t2 . Betrachte ohne Einschränkung (vgl. Lemma 3.21, ii)) den Fall

µ = 0, σ2 = 1. Es gilt

φN (µ,σ2)(t) = ∫
∞

−∞
eitx

1
√
2π
e−

x2

2 dx = e−
t2

2 ∫
∞

−∞

1
√
2π
e−
(x−it)2

2 dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

= e−
t2

2 .

iii) φUnif([−1,1])(t) =
1

2 ∫
1

−1
eitx dx =

1

2 ∫
1

−1
cos(tx)dx =

sin(t)

t
.

Lemma 3.21. SeienX und Y Rd-wertige Zufallsvariablen, a ∈ R und b ∈ Rd. Dann gilt:

i) ∣φX(t)∣ ≤ 1 = φX(0) und φX ist gleichmäßig stetig.

ii) φaX+b = ei⟨t,b⟩φX(at).

iii) φ−X(t) = φX(t). Insbesondere ist φX reell, wennX symmetrisch verteilt ist.
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iv) Sind X,Y unabhängig, so ist φX+Y (t) = φX(t)φY (t). Analog ist φµ∗ν = φµφν für µ, ν ∈
Mf(Rd).

v) 0 ≤ 1 −ReφX(2t) ≤ 4(1 −ReφX(t)).

Beweis. i) Offenbar gilt ∣φX(t)∣ ≤ 1 = φX(0).

Zur gleichmäßigen Stetigkeit von φX : Sei ε > 0 undK so groß, dass

P(X ∉ [−K,K]d) < ε
4
.

Dann gilt (beachte ∣eiy − 1∣ ≤ ∣y∣, y ∈ R) für t, t′ ∈ Rd mit ∣t − t′∣ < δ ∶= ε

4
√
dK

∣φX(t) − φX(t
′)∣ ≤ E [∣ei⟨t,X⟩ − ei⟨t′,X⟩∣]
≤ 2P (X ∉ [−K,K]d) +E [∣ei⟨t−t′,X⟩ − 1∣ ⋅ ∣ei⟨t′,X⟩∣ ⋅ 1[−K,K]d(X)]
≤ 2P (X ∉ [−K,K]d) +E [∣⟨t − t′,X⟩∣ ⋅ 1[−K,K]d(X)]

≤ 2P (X ∉ [−K,K]d) +E [δ
√
d2K ⋅ 1[−K,K]d(X)]

≤ ε.

ii) Es gilt:
φaX+b(t) = E [ei⟨t,aX+b⟩] = E [ei⟨t,b⟩ei⟨at,X⟩] = ei⟨t,b⟩φX(at).

iii) Es gilt:
φ−X(t) = E [ei⟨t,−X⟩] = E [e−i⟨t,X⟩] = E [ei⟨t,X⟩] = φX(t).

iv) DaX und Y unabhängig sind, gilt:

φX+Y = E [ei⟨t,X+Y ⟩] = E [ei⟨t,X⟩ei⟨t,Y ⟩] = E [ei⟨t,X⟩] ⋅E [ei⟨t,Y ⟩] = φX(t)φY (t).

v) Mit Hilfe der Additionstheoreme des Kosinus gilt:

0 ≤ 1 − cos(2⟨t,X⟩) = 2(1 − cos2(⟨t,X⟩)) = 2(1 + cos(⟨t,X⟩))(1 − cos(⟨t,X⟩))

≤ 4(1 − cos(⟨t,X⟩)).

Da ReφX(t) = E [cos(⟨t,X⟩)], folgt damit die Behauptung.

Definition 3.22. Sei K ∈ {R,C}. C ⊂ Cb(E,K) heißt eine Algebra, wenn gilt

i) 1 ∈ C.

ii) f + g, fg ∈ C für alle f, g ∈ C.

iii) af ∈ C für alle f ∈ C, a ∈ K.

C heißt Punkte trennend, wenn für alle x ≠ y ∈ E ein f ∈ C existiert mit f(x) ≠ f(y).
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Satz 3.23 (Satz von Stone-Weierstraß2). Sei E ein kompakter, topologischer Raum, K ∈ {R,C} und
C ⊂ Cb(E,K) eine Punkte trennende Algebra. Falls K = C sei zudem C abgeschlossen unter komplexer
Konjugation. Dann liegt C bezüglich der Supremumsnorm dicht inCb(E,K).

Beweis. Bemerke zunächst: Der Abschluss C von C bezüglich der Supremumsnormtopologie ist
selbst eine Algebra. Betrachte zunächst den Fall K = R.

Wir zeigen zuerst, dass
f, g ∈ C Ô⇒ f ∧ g, f ∨ g ∈ C.

Sei dazu pn(t) eine Folge von reellen Polynomen mit supt∈[0,1] ∣pn(t)−
√
t∣→ 0,n→∞ (wähle zum

Beispiel die Bernstein-Polynome pn(t) = ∑nk=0 (
n
k
)tk(1 − t)n−k

√
k
n ). Sei 0 ≠ f ∈ C. Dann gilt

C ∋ ∥f∥∞ pn(
f(⋅)2

∥f∥
2
∞
)

gleichmäßig
ÐÐÐÐÐ→
n→∞

∣f ∣ ∈ C.

Somit sind auch f ∨ g = 1
2(f + g + ∣f − g∣) ∈ C und f ∧ g = 1

2(f + g − ∣f − g∣) ∈ C für f, g ∈ C.

Sei nun f ∈ Cb(E,K), x ∈ E und ε > 0. Zeige, dass es ein gx,ε ∈ C gibt mit

gx,ε(x) = f(x) und gx,ε ≤ f + ε. (3.5)

Da C Punkte trennend ist, gibt es zu jedem z ∈ E, z ≠ x

einHz ∈ C mitHz(z) ≠Hz(x) = 0.

Setze
hz(y) ∶= f(x) +

f(z) − f(x)

Hz(z)
Hz(y), hx(y) = f(x).

Dann ist hz ∈ C und es gilt

für alle z ∈ E: hz(x) = f(x) und hz(z) = f(z).

Also existiert eine offene Umgebung Uz von z mit hz(y) ≤ f(y) + ε für alle y ∈ Uz . DaE kompakt
ist, lässt sichE mit endlichen vielen solcher Umgebungen überdecken, d.h.E ⊂ Uz1 ∪ . . . ∪Uzn für
geeignete z1, . . . , zn. Somit erfüllt

gx,ε ∶=min{hz1 , . . . , hzn} ∈ C (3.6)

die geforderten Bedingungen in (3.5).

Sei nun x ∈ E und ε > 0. Wähle gx,ε gemäß (3.6) und wähle eine offene Umgebung Vx von xmit

gx,ε(y) ≥ f(y) − ε für alle y ∈ Vx.

DaE kompakt ist, istE ⊂ Vx1 ∪ . . . ∪ Vxm für geeignete x1, . . . , xm. Setze

g ∶=max{gx1,ε, . . . , gxm,ε} .

2nach Marshall Harvey Stone, 1903–1989 und Karl Theodor Wilhelm Weierstraß, 1815–1897 benannt
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Dann gilt f − ε ≤ g ≤ f + ε, also liegt C dicht inCb(E,R).

Betrachte nun den Fall K = C. Für f ∈ C ist Ref = 1
2(f + f), Imf =

1
2i(f − f) ∈ C. C′ ∶=

{Ref ∣ f ∈ C} ⊂ Cb(E,R) ist eine Punkte trennende Algebra. Es gilt

Re(fg) = Re(f)Re(g) − Im(f)Im(g) und Im(f) = Re(−if),

also ist C = C′ + iC′ und liegt damit nach dem ersten Fall dicht inCb(E,C).

Korollar 3.24. Sind µ, ν ∈Mf(Rd)mit φµ = φν , so gilt µ = ν.

Beweis. Wir zeigen

∫ f dµ = ∫ f dν für f ∈ Cc(Rd),

dies impliziert µ = ν nach Beispiel 3.4.
Sei f ∈ Cc(Rd), o.E. f /≡ 0. Sei 0 < ε < 1 undK so groß, dass

supp(f) ⊂ [−K,K]d, µ (Rd ∖ [−K,K]d) ≤
ε

2 ∥f∥∞ + 1
und ν (Rd ∖ [−K,K]d) ≤

ε

2 ∥f∥∞ + 1
.

Fürm = (m1, . . . ,md) ∈ Zd und x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd sei

fm,K(x) = exp (i
π

K
⟨m,x⟩).

Die von {fm,K ∣m ∈ Zd} erzeugte Algebra C trennt Punkte von Rd/2KZd. Nach Satz 3.23 gibt es
ein g ∈ C mit ∣f − g∣ < ε auf [−K,K]d und es gilt (beachte: g ∈ C ist 2K-periodisch, insbesondere
gilt ∣∣g∣∣∞ = supx∈[−K,K]d ∣g(x)∣)

∫ ∣f − g∣dµ ≤ εµ([−K,K]
d) + (2 ∥f∥∞ + 1)µ (R

d ∖ [−K,K]d) ≤ εµ([−K,K]d) + ε

≤ εµ(Rd) + ε.

Die analoge Abschätzung gilt ebenso für ν. Zusammen folgt daher

∣∫ f dµ − ∫ f dν∣ ≤ ∣∫ g dµ − ∫ g dν∣

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 daφµ=φν

+∫ ∣f−g∣dµ+∫ ∣f−g∣dν ≤ ε(µ(Rd)+ν(Rd))+2ε.

Mit ε↘ 0 folgt damit die Behauptung.

Korollar 3.25. µ ∈Mf([0,∞)) ist durch seine Laplace-Transformierte

Lµ(λ) = ∫ e−λµ(dx), λ ≥ 0

eindeutig festgelegt.

Beweis. BetrachteE = [0,∞].E ist kompakt. Für λ ≥ 0 sei

fλ∶E → [0,1], x↦ e−λx, x <∞, ∞↦

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

0, λ > 0

1, λ = 0

C = {∑
n
i=1 aifλi ∣ n ∈ N, ai ∈ R, λi ≥ 0} ist eine Punkte trennende Algebra, also folgt die Behaup-

tung mit Satz 3.23.
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Korollar 3.26. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in [a, b]. Dann ist ihre Verteilung durch ihre
Momentemn ∶= E[Xn], n = 0,1, . . . festgelegt, denn die Polynome liegen dicht inCb([a, b]).

Bemerkung. Die Aussage des Korollars gilt nicht, wenn der Wertebereich vonX unbeschränkt ist.
Betrachte dazu folgendes Gegenbeispiel: SeiX ∼ N (0,1)und setzeY ∶= eX .Y ist log-normalverteilt
mit Dichte fY (y) = 1√

2π
1
ye
− 1

2
(log y)2 , y > 0. Es gilt:

mn = E[Y n] = E[enX] = ∫
∞

−∞

1
√
2π
e−

1
2
x2+nx− 1

2
n2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

dx ⋅ e
1
2
n2

= e
1
2
n2

.

Sei b > 0. Yb habe die Verteilung P(Yb = bek) = 1
Cb
b−ke−

1
2
k2 , k ∈ Z mit Cb ∶= ∑k∈Z b−ke−

1
2
k2 . Dann

gilt für die Momente von Yb:

e−
1
2
n2E[Y n

b ] = e
− 1

2
n2

∑
k∈Z
(bek)

n b−ke−
1
2
k2

Cb
=∑
k∈Z

b−(k−n)e−
1
2
(k−n)2

Cb
=
Cb
Cb
= 1.

Es gilt also E[Y n] = E[Y n
b ] = e

1
2
n2 , aber Y und Yb haben offensichtlich nicht dieselbe Verteilung.

Satz 3.27 (Lévys3 Stetigkeitssatz). Seien P,P1, P2, . . . ∈M1 (Rd)mit charakteristischen Funktionen
φ,φ1, φ2, . . ..

i) Ist P = w − limPn, so gilt φn → φ lokal gleichmäßig.

ii) Es gelte φn → f punktweise gegen ein in 0 stetiges f ∶Rd → C, dann gibt es einQ ∈M1 (Rd)mit
f = φQ undQ = w − limPn .

Lemma 3.28. Sei F ⊂ M1 (Rd) straff. Dann ist {φµ ∣ µ ∈ F} gleichgradig gleichmäßig stetig, das
heißt für alle ε > 0 existiert ein δ > 0, sodass für alle t, t′ ∈ Rd mit ∣t − t′∣ < δ gilt

sup
µ∈F
∣φµ(t) − φµ(t

′)∣ < ε.

Beweis. Es gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

∣φµ(t) − φµ(s)∣
2
≤ ∣∫

Rd
(ei⟨t−s,x⟩ − 1) (ei⟨s,x⟩)µ(dx)∣

2

≤ ∫
Rd
∣ei⟨t−s,x⟩ − 1∣

2
µ(dx) ⋅ ∫

Rd
∣ei⟨s,x⟩∣

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

µ(dx)

= ∫
Rd
(ei⟨t−s,x⟩ − 1) (e−i⟨t−s,x⟩ − 1)µ(dx)

= ∫
Rd

2 (1 −Re (ei⟨t−s,x⟩))µ(dx)

= 2(1 −Re(φµ(t − s))).

3nach Paul Lévy, 1886–1971
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WähleK so groß, dass supµ∈F µ (Rd ∖ [−K,K]d) < ε2

6 und wähle δ so klein, dass

für alle ∣u∣ < δ gilt sup
x∈[−K,K]d

∣1 − ei⟨u,x⟩∣ <
ε2

6
.

Dann gilt für alle µ ∈ F , t, t′ ∈ Rd mit ∣t − t′∣ < δ:

∣φµ(t) − φµ(t
′)∣

2
≤ 2 (1 −Re (φµ(t − t

′))) ≤ 2∫ ∣1 − e
i⟨t−t′,x⟩∣µ(dx) ≤ 2(

ε2

6
+ 2

ε2

6
) = ε2.

Beweis von Satz 3.27. i) Die punktweise Konvergenz φn → φ ist klar, lokal gleichmäßige Konvergenz
folgt damit aus Lemma 3.28:

SeiK ⊂ Rd kompakt, ε > 0, wähle δ > 0 so klein, dass

∣t − s∣ < δ Ô⇒ sup
n∈N
∣φn(t) − φn(s)∣ ∨ ∣φ(t) − φ(s)∣ <

ε

3
.

Wähle t1, . . . , tm ∈K mitK ⊂
m

⋃
i=1
Bδ(ti), n0 so groß, dass

max
i=1,...,m

∣φn(ti) − φ(ti)∣ <
ε

3
für n ≥ n0.

Für t ∈K , n ≥ n0 wähle i ≤mmit ∣t − ti∣ < δ, so ist

∣φn(t) − φ(t)∣ ≤ ∣φn(t) − φn(ti)∣ + ∣φn(ti) − φ(ti)∣ + ∣φ(ti) − φ(t)∣ < 3
ε

3
= ε.

ii) Zeige
{Pn ∣ n ∈ N} ist straff. (3.7)

Dazu genügt es zu zeigen, dass P (k)n ∶= Pn ○ π−1k , wobei πk∶Rd → R die k-te Koordinatenprojektion
ist, für jedes k = 1, . . . , d eine straffe Familie sind, denn es gilt

Pn (Rd ∖ [−K,K]d) ≤
d

∑
k=1

P
(k)
n ([−K,K]

c).

Für s ∈ R istφ
P
(k)
n
(s) = φn(s ⋅ ek), wobei ek der k-te Einheitsvektor im Rd ist. Nach Voraussetzung

gilt φ
P
(k)
n
(s)→ f(s ⋅ ek) und s↦ f(s ⋅ ek) ist stetig in 0 mit f(0 ⋅ ek) = 1.

Setze

h(x) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

1 −
sinx

x
, x ≠ 0

0, x = 0 x

h(x)
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h ist stetig differenzierbar mit a ∶= inf {h(x) ∣ ∣x∣ ≥ 1} = 1 − sin(1) > 0. FürM > 0 ist

P
(k)
n ([−M,M]c) ≤

1

a ∫[−M,M]c
h(

x

M
)P

(k)
n (dx)

=
1

a ∫[−M,M]c
∫

1

0
1 − cos(t

x

M
) dtP

(k)
n (dx)

=
1

a ∫
1

0
∫
[−M,M]c

1 − cos(t
x

M
)P

(k)
n (dx) dt

≤
1

a ∫
1

0
1 −Re(φn (

t

M
ek)) dt.

(wir verwenden den Satz von Fubini für die zweite Gleichheit). Dann ist

lim sup
n→∞

P
(k)
n ([−M,M]c) ≤

1

a
lim sup
n→∞

∫
1

0
1 −Re(φn (

t

M
ek)) dt

=
1

a ∫
1

0
lim sup
n→∞

1 −Re(φn (
t

M
ek)) dt

=
1

a ∫
1

0
1 −Re(f (

t

M
ek)) dt

< ε

wennM so groß gewählt wird, dass inf ∣t∣≤1Re (f ( tM ek)) ≥ 1 −
ε
a gilt, d.h. (3.7) ist erfüllt.

Nach Satz 3.15 gibt es eine Teilfolge (Pnj
)j mit Pnj

w
ÐÐ→
j→∞

Q und mit i) gilt f = φQ. Somit folgt

Q = Q′ für jede konvergente Teilfolge (Pnk
)k mit Pnk

w
Ð→ Q′.

Beobachtung 3.29. i) Sei X eine reelle Zufallsvariable mit E[∣X ∣n] <∞. Dann ist φX n-mal stetig
differenzierbar mit

dn

dtn
φX(t) = E [(iX)neitX] ,

denn Restgliedabschätzung der Taylorentwicklung von eix liefert

∣eix −
n

∑
k=0

(ix)k

k!
∣ ≤
∣x∣n+1

(n + 1)!
∧
2∣x∣n

n!

und somit

E [∣ei(t+h)X − eitX
n

∑
k=0

(ih)kXk

k!
∣] ≤ E [∣h∣

n+1∣X ∣n+1

(n + 1)!
∧
2∣h∣n∣X ∣n

n!
] für t, h ∈ R;

h↦ E[eitX
n

∑
k=0

(ih)kXk

k!
] =

n

∑
k=0

hk

k!
E [(iX)keitX] ist (offenbar) differenzierbar in h.

ii) Falls E[∣X ∣n] <∞ für alle n ∈ N und

lim
n→∞
∣h∣nE[∣X ∣n]

n!
= 0 (3.8)
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für ein h ∈ R ∖ {0} gilt, so ist

φX(t + h) =
∞
∑
k=0

(ih)k

k!
E [XkeitX]

(denn dann gilt ∣φX(t + h) −∑nk=0
(ih)k
k! E [XkeitX]∣ ≤ 2

n! ∣h∣
nE[∣X ∣n]Ð→ 0 für n→∞); insbeson-

dere ist φX analytisch.

Korollar 3.30 (Momentenproblem). X reelle Zufallsvariable mit

a ∶= lim sup
n→∞

1

n
(E[∣X ∣n])

1/n
<∞.

dann istφX analytisch undL(X)durch die Angabe aller MomenteE[Xn],n ∈ N eindeutig festgelegt.

Beweis. Mit Stirling-Approximation (n! ∼
√
2πnn+1/2e−n) ergibt sich für ∣h∣ < 1/(3a)

lim sup
n→∞

∣h∣nE[∣X ∣n]
n!

= lim sup
n→∞

1
√
2πn
((E[∣X ∣n])1/n∣h∣ e

n
)
n

≤ lim sup
n→∞

1
√
2πn
(e/3)

n
= 0,

d.h. (3.8) ist erfüllt.

Wir haben in Korollar 3.24 ein ”abstraktes“ Argument verwendet, um zu zeigen, dass die charakte-
ristische Funktion ein Maß festlegt. In vielen Fällen (speziell in R1 oder in Zd oder falls µ eine Dichte
besitzt), erhält man die Eindeutigkeit auch (relativ leicht) durch ”explizite“ Fourier-Inversion:

Bericht 3.31. Sei µ ∈M1(R), so gilt

1

2π ∫
T

−T

e−ita − e−itb

it
φµ(t)dt Ð→

T→∞
µ((a, b)) +

1

2
µ({a, b})

für −∞ < a < b <∞ (z.B. [Du, Thm. 3.3.11] oder [St1, Satz 8.4]);
wenn µ = fλmit f ∈ L1(λ), f ≥ 0 auf Rd mit φµ ∈ L1(λ), so gilt

f(x) =
1

(2π)d ∫Rd
e−i⟨t,x⟩φµ(t)dt (λ-f.ü.)

wenn µ ∈M1(Rd) auf Zd konzentriert ist, gilt

µ({x}) =
1

(2π)d ∫(−π,π]d
e−i⟨t,x⟩φµ(t)dt für x ∈ Zd.
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Kapitel 4

Zentrale Grenzwertsätze

Literaturhinweise Die Themen dieses Kapitels finden sich beispielsweise in [Kl, Kap. 15], [Du,
Ch. 3.4], mit breiterem Fokus in [Ka, Ch. 6] und in [Fe, Vol. 2, Ch. XV.5–XV.7].

Erinnerung 4.1 (Zentraler Grenzwertsatz). SeienX1,X2, . . .unabhängige, identisch verteilte, reelle
Zufallsvariablen mit µ ∶= E[X1] und σ2 ∶= Var[X1] <∞. Sei

S∗n ∶=
1
√
nσ2

n

∑
j=1
(Xj − µ).

Dann gilt S∗n ⇒ N (0,1), n→∞, denn es gilt (verwende Taylorentwicklung von φX1)

φS∗n(t) = (φX1−µ
√

nσ2

(t))
n

= (φX1−µ (
t

√
nσ2
))

n

= (1 + 0
t

√
nσ2
−
1

2
σ2 t2

nσ2
+ o(

t2

nσ2
))

n

∼ (1 −
1

2

t2

n
)
n

ÐÐ→
n→∞

e−
1
2
t2 = φN (0,1)(t) für jedes t ∈ R.

Die aus der Einführung in die Stochastik bekannte Version des Zentralen Grenzwertsatzes

P (a ≤ S∗n ≤ b)ÐÐ→n→∞ ∫
b

a

1

2π
e−

x2

2 dx für jedes −∞ ≤ a < b ≤∞

folgt aus L(S∗n)⇒ N (0,1) zusammen mit Satz 3.8 vi).

Satz 4.2 (Zentraler Grenzwertsatz für Dreiecksschemata). Für n ∈ N sei kn ∈ N und Xn,1,

Xn,2 . . . ,Xn,kn ∈ L
2(P). (Xn,ℓ ∣ ℓ = 1,2, . . . , kn, n ∈ N) heißt ein Dreiecksschema von Zufallsva-

riablen. Fürn ∈ N seienXn,1,Xn,2 . . . ,Xn,kn unabhängig mitE[Xn,ℓ] = 0 und∑knℓ=1Var[Xn,ℓ] = 1

(das Schema ist ”zentriert“ und ”normiert“). Setze

Sn ∶=
kn

∑
ℓ=1
Xn,ℓ.

Es gelte die Lindeberg1-Bedingung

Ln(ε) ∶=
kn

∑
ℓ=1

E [X2
n,ℓ ⋅ 1{X2

n,ℓ
>ε2}] =

1

Var[Sn]

kn

∑
l=1

E [X2
n,l ⋅ 1{X2

n,l
>ε2Var[Sn]}]ÐÐ→n→∞

0 (4.1)

für alle ε > 0. Dann gilt Sn⇒ N (0,1), n→∞.
1nach Jarl Waldemar Lindeberg, 1876–1932
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Bemerkung 4.3. i) Falls (Xn,ℓ) die Lyapunov2-Bedingung

1

(Var[Sn])
1+ δ

2

kn

∑
ℓ=1

E [∣Xn,ℓ∣
2+δ]ÐÐ→

n→∞
0 (4.2)

für ein δ > 0 erfüllt, so gilt auch die Lindeberg-Bedingung (4.1), denn

E [X2
n,ℓ ⋅ 1{X2

n,ℓ
>ε2}] ≤ ε

−δE [∣Xn,ℓ∣
2+δ] .

ii) Die Lindeberg-Bedingung (4.1) impliziert

lim
n→∞

max
1≤ℓ≤kn

P (∣Xn,ℓ∣ > ε) = 0, (4.3)

denn

max
1≤ℓ≤kn

P (∣Xn,ℓ∣ > ε) ≤
kn

∑
ℓ=1

P (∣Xn,ℓ∣ > ε) ≤
1

ε2

kn

∑
ℓ=1

E [X2
n,ℓ ⋅ 1{X2

n,ℓ
>ε2}]ÐÐ→n→∞

0.

Man sagt auch: Das Schema ist ”asymptotisch vernachlässigbar“. Es gilt auch die Umkehrung:
Gilt (4.3) und Sn⇒ N (0,1), so gilt auch (4.1) (vgl. [Ka, Theorem 5.12]).

Beweis von Satz 4.2. Bemerke zunächst: Sind z1, . . . , zn, z′1, . . . , z′n ∈ {z ∈ C ∣ ∣z∣ ≤ 1}, so gilt

∣
n

∏
j=1
zj −

n

∏
j=1
z′j∣ ≤

n

∑
j=1
∣zj − z

′
j ∣,

denn für n = 2 gilt

∣z1z2 − z
′
1z
′
2∣ ≤ ∣z1z2 − z

′
1z2∣ + ∣z

′
1z2 − z

′
1z
′
2∣ = ∣z2∣∣z1 − z

′
1∣ + ∣z

′
1∣∣z2 − z

′
2∣ ≤ ∣z1 − z

′
1∣ + ∣z2 − z

′
2∣

und der allgemeine Fall folgt induktiv.

Sei cn,ℓ ∶= E[X2
n,ℓ] = Var[Xn,ℓ] und φn,ℓ(t) ∶= E [eitXn,ℓ]. Es gilt

lim sup
n→∞

max
1≤ℓ≤kn

cn,ℓ = 0,

denn es gilt wegen (4.1) für alle ε > 0

max
1≤ℓ≤kn

cn,ℓ ≤ ε
2 +

kn

∑
ℓ=1

E [X2
n,ℓ ⋅ 1{X2

n,ℓ
>ε2}]ÐÐ→n→∞

ε2.

Damit folgt

∣E [eitSn] − e−
1
2
t2 ∣ = ∣

kn

∏
ℓ=1
φn,ℓ(t) −

kn

∏
ℓ=1
e−

1
2
cn,ℓt

2

∣ ≤
kn

∑
ℓ=1
∣φn,ℓ(t) − e

− 1
2
cn,ℓt

2

∣

≤
kn

∑
ℓ=1
∣φn,ℓ(t) − 1 +

1

2
cn,ℓt

2∣ +
kn

∑
ℓ=1
∣e−

1
2
cn,ℓt

2

− 1 +
1

2
cn,ℓt

2∣ .

2nach Alexandr Mihailovich Lyapunov, 1857–1918
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Mit Beobachung 3.29 lässt sich das Argument der ersten Summe durch das Restglied der Taylor-
entwicklung abschätzen:

∣φn,ℓ(t) − 1 +
1

2
cn,ℓt

2∣ ≤ E [∣tXn,ℓ∣
2 ∧
∣tXn,ℓ∣3

3
] ≤ ε∣t∣3E[X2

n,ℓ] + t
2E [X2

n,ℓ ⋅ 1{X2
n,ℓ
>ε2}] .

Weiterhin gilt

∣e−
1
2
cn,ℓt

2

− 1 +
1

2
cn,ℓt

2∣ ≤
1

2!
(
1

2
cn,ℓt

2)
2

=
1

8
c2n,ℓt

4.

Zusammen ergibt sich

∣E [eitSn] − e−
1
2
t2 ∣ ≤

kn

∑
ℓ=1
∣φn,ℓ(t) − 1 +

1

2
cn,ℓt

2∣ +
kn

∑
ℓ=1
∣e−

1
2
cn,ℓt

2

− 1 +
1

2
cn,ℓt

2∣

≤ ε∣t∣3
kn

∑
ℓ=1
cn,ℓ + t

2Ln(ε) +
t4

8
( max
1≤ℓ′≤kn

cn,ℓ′)
kn

∑
ℓ=1
cn,ℓ

= ε∣t∣3 + t2Ln(ε) +
t4

8
( max
1≤ℓ′≤kn

cn,ℓ′)ÐÐ→
n→∞

ε∣t∣3 + 0 + 0 = ε∣t∣3.

Also gilt
lim sup
n→∞

∣E [eitSn] − e−
1
2
t2 ∣ ≤ ε.

Mit ε↘ 0 und Levys Stetigkeitssatz (Satz 3.27) folgt die Behauptung.

4.1 Der mehrdimensionale Fall
Beobachtung 4.4. i) Sei X = (X1, . . . ,Xd)t eine Rd-wertige Zufallsvariable. Die Kovarianzma-

trix C = (cij)i,j=1,...,d mit cij = Cov[Xi,Xj] ist symmetrisch und positiv semi-definit, denn
cij = Cov[Xi,Xj] = Cov[Xj,Xi] = cji und für a = (a1, . . . , ad)t ∈ Rd ist

atCa =
d

∑
i,j=1

aicijaj =
d

∑
i,j=1

aiajCov[Xi,Xj] = Cov [
d

∑
i=1
aiXi,

d

∑
j=1
ajXj] = Var[⟨a,X⟩] ≥ 0.

ii) SindZ1, . . . , Zd unabhängig und standardnormalverteilt, so hatZ = (Z1, . . . , Zd)t die Dichte

fZ(z) = (2π)
− d

2 exp(−
1

2
(z21 +⋯ + z

2
d)) = (2π)

− d
2 e−

1
2
∥z∥2 , z ∈ Rd.

L(Z) heißt die d-dimensionale Standardnormalverteilung.

iii) Sei µ ∈ Rd und A = (aij) ∈ Rd×d. Dann hat X ∶= µ + AZ den Erwartungswert(-vektor)
E[X] = (E[X1], . . . ,E[Xd]) = µ und die KovarianzmatrixC ∶= AAt, denn

Cov[Xk,Xℓ] = Cov [µk +
d

∑
i=1
akiZi, µl +

d

∑
j=1
aℓjZj] =

d

∑
i,j=1

akiaℓjCov[Zi, Zj]

=
d

∑
i,j=1

akiaℓjδij =
d

∑
i=1
akiaℓi = (AA

t)kℓ.
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FallsA vollen Rang d hat, so hatX die Dichte

fµ,C(x) =
1

√
(2π)d detC

exp(−
1

2
⟨x − µ,C−1(x − µ)⟩) , x ∈ Rd,

denn für g(z) ∶= µ +Az gilt g−1(x) = A−1(x − µ) und ( ∂
∂xi
gj(z))i,j = Dg(z) = A. Also folgt

mit der Dichtetransformationsformel und mit detC = det (AAt) = (detA)
2:

fµ,C(x) = fZ (g
−1(x))

1

∣detDg(g−1(x))∣
.

FallsA nicht vollen Rang hat, so besitztX keine Dichte bezüglich λd.

Was ist jedoch in dem Fall, in demA (und damit auchC) nicht vollen Rang haben? Betrachte für
u ∈ Rd:

E [ei⟨u,X⟩] = E [ei⟨u,µ⟩ ⋅ ei⟨u,AZ⟩] = ei⟨u,µ⟩E [ei∑
d
k,ℓ=1 ukakℓZℓ] = ei⟨u,µ⟩

d

∏
ℓ=1

E [ei∑d
k=1 ukakℓZℓ]

= ei⟨u,µ⟩
d

∏
ℓ=1
e−

1
2
(∑d

k=1 ukakℓ)
2

= ei⟨u,µ⟩e−
1
2 ∑

d
ℓ=1((utA)ℓ)

2

= ei⟨u,µ⟩e−
1
2
⟨utA,utA⟩

= ei⟨u,µ⟩e−
1
2
⟨ut,utAAt⟩ = ei⟨u,µ⟩e−

1
2
⟨u,Cu⟩.

Dies legt folgende Definition nahe:

Definition 4.5. Sei µ ∈ Rd, C ∈ Rd×d symmetrisch und positiv definit. X heißt d-dimensional
normalverteilt mit Erwartungswert µ und KovarianzmatrixC , falls

φX(u) = e
i⟨u,µ⟩e−

1
2
⟨u,Cu⟩.

Man schreibt auch L(X) =∶ N (µ,C).

Bemerkung 4.6. SeiX ∼ N (µ,C),A ∈ Rd×d und Y ∶= AX . Dann ist Y ∼ N (Aµ,ACAt), denn

E [ei⟨u,Y ⟩] = E [ei⟨u,AX⟩] = E [ei⟨Atu,X⟩] = ei⟨A
tu,µ⟩e−

1
2
⟨Atu,CAtu⟩ = ei⟨u,Aµ⟩e−

1
2
⟨u,ACAtu⟩.

Lemma 4.7 (Cramér-Wold device). Fürn ∈ N∪{∞} seienXn = (Xn,1, . . . ,Xn,d)t Zufallsvariablen
mit Werten in Rd. Dann sind äquivalent:

i) Xn⇒X∞, n→∞.

ii) L (⟨λ,Xn⟩)
w
ÐÐ→
n→∞

L (⟨λ,X∞⟩) für alle λ ∈ Rd.

Beweis. Es gelte zunächst Xn ⇒ X∞, n → ∞. Betrachte f(x) = ei⟨λ,x⟩. Es ist f ∈ Cb(Rd,C), also
gilt für alle t ∈ R, λ ∈ Rd

E [eit⟨λ,Xn⟩]ÐÐ→
n→∞

E [eit⟨λ,X∞⟩] .

Somit folgt ii) aus Satz 3.27 (Lévys Stetigkeitssatz).

Es gelte nun ii). Nach Voraussetzung gilt für alle λ ∈ Rd

E [ei⟨λ,Xn⟩]ÐÐ→
n→∞

E [ei⟨λ,X∞⟩]

und somit folgt i)mit Satz 3.27.
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Satz 4.8 (Zentraler Grenzwertsatz im Rd). Seien (Xn)n∈N unabhängige, identisch verteilte, d-
dimensionale Zufallsvariablen mit E[X1] = µ und Cov[X1] = C . Setze S∗n ∶=

X1+⋯+Xn−nµ√
n

. Dann
gilt S∗n ⇒ N (0,C), n→∞.

Beweis. Sei λ ∈ Rd, Xλ
n ∶= ⟨λ,Xn⟩ und Sλn ∶= ⟨λ,S∗n⟩. Betrachte ohne Einschränkung µ = 0. Mit

dem Zentralen Grenzwertsatz in R gilt Sλn ⇒ N (0,Var[Xλ
1 ]) = N (0, ⟨λ,Cλ⟩), also gilt

E [ei⟨λ,S∗n⟩]ÐÐ→
n→∞

e−
1
2
⟨λ,Cλ⟩.

Somit folgt die Behauptung mit Lemma 4.7.
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Kapitel 5

Unendlich teilbare Verteilungen

Literaturhinweise Die Themen dieses Kapitels finden sich beispielsweise in [Kl, Kap. 16], [Du,
Ch. 3.8–3.9], [Ka, Ch. 7], [Fe, Vol. 2, Ch. XVII].

Definition 5.1. Eine reelle ZufallsvariableX heißt unendlich teilbar (auch unbegrenzt teilbar), wenn
es zu jedem n ∈ N unabhängige und identisch verteilte ZufallsvariablenXn,1, . . . ,Xn,n gibt mit

X
d
=Xn,1 +⋯ +Xn,n.

Analog heißtµ ∈M1(R)unendlich teilbar, wenn es zu jedemn ∈ N einµn gibt mitµ = µn∗⋯∗µn =
µ∗nn .

Eine charakteristische Funktion φ eines Wahrscheinlichkeitsmaßes µ auf R heißt unendlich teil-
bar, wenn es zu jedemn ∈ N eine charakteristische Funktionφn eines Wahrscheinlichkeitsmaßes gibt
mit φ = φnn.

Beispiel. i) δx ist unendlich teilbar, denn δx = (δ x
n
)
∗n.

ii) N (µ,σ2) ist unendlich teilbar, dennN (µ,σ2) = N (µn ,
σ2

n )
∗n

.

iii) Die Gammaverteilung Gamma(r, λ)mit Formparameter r und Skalenparameter λmit Dichte
f(x) = λr

Γ(r)x
r−1e−λx1(0,∞)(x) ist unendlich teilbar, dennGamma(r, λ) = Gamma ( rn , λ)

∗n.

iv) Die Cauchyverteilung Cauchy(a)mit Parameter a und Dichte f(x) = 1
aπ

1

1+(x
a
)2

ist unendlich

teilbar, denn Cauchy(a) = Cauchy ( an)
∗n.

v) Poi(λ) ist unendlich teilbar, denn Poi(λ) = Poi (λn)
∗n.

Beispiel und Definition 5.2. Zu ν ∈Mf(R) ∖ {0} heißt

CPoi(ν) = e−ν(R)
∞
∑
n=0

1

n!
ν∗n

mit ν∗0 ∶= δ0 die zusammengesetzte Poisson-Verteilung (engl. compound Poisson distribution) mit In-
tensitätsmaß ν.
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Sind X1,X2, . . . unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Xi ∼ ν̃ ∶=
ν

ν(R) für
i ∈ N und istN ∼ Poi(ν(R)) unabhängig vonX1,X2, . . ., so hat

S ∶=
N

∑
j=1
Xj

die Verteilung CPoi(ν) und die charakteristische Funktion ist

φCPoi(ν)(t) = exp(∫
R
(eitx − 1)ν(dx)) .

Es gilt CPoi(ν + ν′) = CPoi(ν) ∗CPoi(ν′), insbesondere ist CPoi(ν) unendlich teilbar.

Beweis. SeiA ∈B(R). Dann gilt:

P(S ∈ A) =
∞
∑
k=0

P(N = k,S ∈ A) =
∞
∑
k=0

P(N = k,X1 +⋯ +Xk ∈ A)

=
∞
∑
k=0

P(N = k) ⋅ P(X1 +⋯ +Xk ∈ A) =
∞
∑
k=0

e−ν(R)
ν(R)k
k!
⋅ ν̃∗k(A)

=
∞
∑
k=0

e−ν(R)
ν(R)k
k!
⋅
ν∗k(A)

ν(R)k
=
∞
∑
k=0

e−ν(R)
1

k!
⋅ ν∗k(A) = CPoi(ν)(A).

Für die charakteristische Funktion betrachte

φCPoi(ν)(t) = E [eitS] =
∞
∑
k=0

E [eit(X1+⋯+Xk)1{N=k}] =
∞
∑
k=0
(E [eitX1])

k
⋅ P(N = k)

=
∞
∑
k=0

e−ν(R)
ν(R)k
k!
(∫

R
eitx ν̃(dx))

k

= exp(∫
R
eitx ν(dx) − ν(R))

= exp(∫
R
(eitx − 1)ν(dx)) .

Satz 5.3. Einµ ∈M1(R) ist genau dann unendlich teilbar, wenn es eine Folge (νn)n ⊂Mf(R)∖{0}
gibt mit CPoi(νn)

w
ÐÐ→
n→∞

µ.

Lemma 5.4. Sei (φn)n eine Folge von charakteristischen Funktionen von Wahrscheinlichkeitsmaßen.
Dann sind äquivalent:

i) φ(t) = limnφnn(t) existiert für alle t ∈ R und φ ist stetig in 0.

ii) ψ(t) = limn n (φn(t) − 1) existiert für alle t ∈ R und ψ ist stetig in 0.

Dann gilt φ = eψ (inbesondere φ(t) ≠ 0 für alle t) und φ ist die charakteristische Funktion eines
Wahrscheinlichkeitsmaßes.
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Beweis. Für alle z ∈ C mit ∣z − 1∣ < 1
2 gilt mit Taylorentwicklung

∣log(z) − (z − 1)∣ ≤
∣z − 1∣2

2
.

Insbesondere gilt für eine Folge (zn) ⊂ C:

lim sup
n→∞

n∣zn − 1∣ <∞ ⇔ lim sup
n→∞

n log(zn) <∞.

Sofern einer der Limiten existiert, gilt also

lim
n→∞

n(zn − 1) = lim
n→∞

n log(zn). (5.1)

ii)⇒ i): Wähle zn = φn(t), dann folgt mit (5.1), dass limn log (φnn(t)) = log (limnφnn(t)) existiert
für alle t ∈ R.

i) ⇒ ii): Wir nehmen zunächst an, dass φ(t) ≠ 0 für alle t ∈ R gilt. Dann können wir (den kom-
plexen) log(⋅) auf die Voraussetzung φ(t) = limnφnn(t) anwenden (wir verwenden für gegebenes t
einen Zweig, der in einer Umgebung von φ(t) ≠ 0 analytisch ist) und erhalten mit zn = φn(t) aus
(5.1) die Behauptung ii).

Offensichtlich gilt die Beziehung φ(t) = eψ(t).
Um φ(t) ≠ 0 sicherzustellen, zeigen wir, dass ein γ > 0 existiert mit

∣φ(t)∣ ≥
1

2
e−γt

2 für jedes t ∈ R. (5.2)

Nach Satz 3.27 (Lévys Stetigkeitssatz) istφ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeits-
maßes. Ebenso sind auch ∣φ∣2 = φφ und ∣φn∣2 charakteristische Funktionen von Wahrscheinlich-
keitsmaßen, daher gilt ∣φn(t)∣2n → ∣φ(t)∣2 lokal gleichmäßig nach Satz 3.27. Es existiert ein ε > 0 mit
inf ∣t∣≤ε ∣φ(t)∣ >

1
2 , denn φ(0) = 1 und φ ist stetig. Es gilt also

lim sup
n→∞

sup
∣t∣≤ε

n (1 − ∣φn(t)∣
2) <∞.

Nach Lemma 3.21 v) gilt für jede charakteristische Funktion φ̃ eines Wahrscheinlichkeitsmaßes

0 ≤ 1 −Re φ̃(2t) ≤ 4(1 −Re φ̃(t)).

Damit gilt also auch supn n (1 − ∣φn(2t)∣
2) <∞ und

∣φ(2t)∣2 ≥ lim inf
n→∞

exp (4n(∣φn(t)∣
2 − 1)) = (∣φ(t)∣2)

4
.

Also ist ∣φ(t)∣ > 1
2 für ∣t∣ ≤ ε, ∣φ(t)∣ > (12)

4 für ∣t∣ ≤ 2ε, . . . , ∣φ(t)∣ > (12)
4k für ∣t∣ ≤ 2kε, d.h.

∣φ(t)∣ ≥
1

2
1(∣t∣ ≤ ε) +

∞
∑
k=1
(
1

2
)
4k

1(ε2k−1 < ∣t∣ ≤ ε2k)

und dies impliziert (5.2).
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Korollar 5.5. i) Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.4 ist φr = erψ für jedes r > 0 die cha-
rakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaßes. Insbesondere ist φ = (φ

1
n)

n
unendlich

teilbar.

ii) Seiφ ∶R→ C stetig in 0. Dann istφ genau dann die charakteristische Funktion eines Wahrschein-
lichkeitsmaßes und unendlich teilbar, wenn es eine Folge (φn)n von charakteristischen Funktionen
von Wahrscheinlichkeitsmaßen gibt mit φnn(t)→ φ(t) für alle t ∈ R.

iii) Sei (µn)n ⊂M1(R), µn unendlich teilbar und µn
w
ÐÐ→
n→∞

µ. Dann ist auch µ unendlich teilbar.

Beweis. i) Sei φn wie in Lemma 5.4 und µn mit φµn = φn. Es ist ern(φn−1) die charakteristische
Funktion von CPoi(rnµn) (nach Bsp. und Def. 5.2), also ist

φr = ( lim
n→∞

en(φn−1))
r
= erψ

eine CFW (gemäß Lévys Stetigkeitssatz, Satz 3.27).

ii) Sei φ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaßes und unendlich teilbar.
φn = φ

1
n leistet das Gewünschte, denn

φnn(t) = φ(t)→ φ(t) für alle t ∈ R.

Die Rückrichtung folgt aus Lemma 5.4 zusammen mit Teil i).

iii) Sei µn unendlich teilbar, d.h. es gibt eine Folge (νn)n mit µn = ν∗nn . Sei φn die zugehörige cha-
rakteristische Funktion von νn undφdie charakteristische Funktion vonµ. Es gilt ν∗nn = µn → µ

und somit auch φnn → φ. Also ist µ unendlich teilbar nach ii).

Beweis von Satz 5.3. Sei zunächst (νn) ⊂Mf(R)mitCPoi(νn)
w
Ð→ µ. JedesCPoi(νn) ist unendlich

teilbar, also ist auch µ unendlich teilbar nach Korollar 5.5 iii).

Sei nun µ ∈ M1(R) unendlich teilbar, µ = µ∗nn für n ∈ N, φn = φµn und φ = φµ. Es ist
en(φn−1) = φCPoi(nµn) und

en(φn(t)−1) ÐÐ→
n→∞

φ(t) für alle t ∈ R

(gemäß Lemma 5.4), also gilt CPoi(nµn)
w
Ð→ µ.

Bemerkung 5.6. Sei ν ∈Mf(R)mit ∫R x2 ν(dx) <∞ undX ∼ CPoi(ν). Dann ist

E[X] = ∫
R
xν(dx) und Var[X] = ∫

R
x2 ν(dx).
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Beweis. Es gilt für die Ableitungen von φX(t) = exp (∫R eitx − 1ν(dx)):

φ′X(t) = ∫
R
ixeitx ν(dx) ⋅ φX(t),

φ′′X(t) = ∫
R
−x2eitx ν(dx) ⋅ φX(t) + (∫

R
ixeitx ν(dx))

2

⋅ φX(t).

Also gilt
E[X] = −iφ′X(0) = ∫

R
xν(dx),

Var[X] = E[X2] −E[X]2 = −φ′′X(0) − (∫
R
xν(dx))

2

= ∫
R
x2 ν(dx).

Beobachtung 5.7. Sei b ∈ R, σ2 ≥ 0 und νk ∈Mf(R)mit

supp(νk) ⊂ (−
1

k
,−

1

k + 1
] ∪ [

1

k + 1
,
1

k
) =∶ Ik, k = 0,1,2, . . .

wobei 1
0 ∶=∞. Sei weiter

αk ∶= ∫ xνk(dx), k = 1,2, . . .

undZ ∼ N (0,1),Xk ∼ CPoi(νk), k = 0,1,2, . . . seien unabhängig. Sei

X ∶= b + σZ +X0 +
∞
∑
k=1
(Xk − αk).

Sofern Mn ∶= ∑
n
k=1(Xk − αk) f.s. konvergiert, ist X unendlich teilbar (nach Korollar 5.5, iii), denn

alle ”Bauteile“ sind unendlich teilbar). Ist
∞
∑
k=1

Var[Xk] =
∞
∑
k=1
∫ x2 νk(dx) <∞

dann existiert limn→∞Mn, denn (Mn)n ist ein Martingal mit

sup
n∈N

E [M2
n] =

∞
∑
k=1

Var[Xk] =
∞
∑
k=1
∫ x2 νk(dx) <∞.

Demnach: Wenn ν = ∑∞k=0 νk die Bedingung

∫ (x
2 ∧ 1) ν(dx) <∞

erfüllt, so istX eine unendlich teilbare Zufallsvariable und ihre charakteristische Funktion ist

log (φX(t)) = log (E [eitb]) + log (E [eitσZ]) + log (E [eitX0]) +
∞
∑
k=1

log (E [eit(Xk−αk)])

= itb −
1

2
σ2t2 + ∫ (e

itx − 1) ν0(dx) +
∞
∑
k=1
∫ (e

itx − 1 − itx) νk(dx)

= itb −
1

2
σ2t2 + ∫ (e

itx − 1 − 1{∣x∣<1}(x) ⋅ itx) ν(dx).
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Definition 5.8. Ein σ-endliches Maß ν auf R mit ν({0}) = 0 und ∫ (x2 ∧ 1) ν(dx) < ∞ heißt
ein kanonisches Maß. (b, σ2, ν) mit b ∈ R, σ2 ∈ [0,∞) und einem kanonischen Maß ν heißt ein
kanonisches Tripel.

Satz 5.9 (Lévy-Khinchin-Formel1). Sei µ ∈M1(R) und ψ(t) = log ∫ eitx µ(dx). µ ist genau dann
unendlich teilbar, wenn es ein kanonisches Tripel (b, σ2, ν) gibt mit

ψ(t) = itb −
1

2
σ2t2 + ∫ (e

itx − 1 − 1{∣x∣<1}(x) ⋅ itx) ν(dx). (5.3)

Das kanonische Tripel ist dabei eindeutig festgelegt. ν heißt das Lévy-Maß, σ2 der Gauß’sche Koeffizi-
ent, b die Zentrierungskonstante.

Beispiel. Für m ∈ R, σ2 > 0 hatN (m,σ2) charakteristische Funktion φN (m,σ2)(t) = exp(itm −
1
2σ

2t), d.h. das kanonische Tripel ist (m,σ2,0).

Bemerkung. Anstelle der Abschneidefunktion x ⋅ 1{∣x∣<1} in (5.3) kann prinzipiell jede Funktion f̃
mit f̃(x) ∼ x für x → 0 und ∫ ∣f̃(x) − x ⋅ 1{∣x∣<1}∣ν(dx) < ∞ gewählt werden. In der Literatur
üblich sind auch f̃(x) = sin(x) (vgl. Taylorentwicklung von sin(x) bis zur Ordnung 1 ist x) oder
f̃(x) = x

1+x2 . In der Lévy-Khinchin-Formel ändert sich dann b zu b̃ = b+∫ f̃(x)−x ⋅1{∣x∣<1} ν(dx).

Beweis von Satz 5.9. ”⇐“: Sei ein solches kanonisches Tripel (b, σ2, ν) gegeben, sodass (5.3) gilt. Dann
folgt aus Beobachtung 5.7, dass µ unendlich teilbar ist.

Zeige: ψ legt das kanonische Tripel fest. Sei

gt(x) ∶= e
itx − 1 − 1{∣x∣<1}itx. (5.4)

Dann ist gt(x)
t2(x2∧1) gleichmäßig in x und t ≥ 1 beschränkt und es gilt

gt(x)

t2(x2 ∧ 1)
ÐÐ→
t→∞

0.

Damit folgt mit dominierter Konvergenz:

lim
t→∞

ψ(t)

t2
= 0 −

1

2
σ2 + lim

t→∞∫
gt(x)

t2(x2 ∧ 1)
(x2 ∧ 1)ν(dx) = −

1

2
σ2.

Also ist σ2 festgelegt. Sei nun ohne Einschränkung σ2 = 0 (sonst gehe über zu ψ(t) + 1
2σ

2t).
Es ist

ψ̃(t) ∶= ψ(t) −
1

2 ∫
t+1

t−1
ψ(s)ds (5.5)

= ∫
R
eitx (1 −

1

2 ∫
1

−1
eisx ds) ν(dx) = ∫

R
eitxh(x)ν(dx)

1nach Paul Lévy, 1886–1971 und Alexandr Jakovlevich Khinchin, 1894–1959
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(in der zweiten Zeile verwende, dass sich die Terme itb und 1{∣x∣<1}(x) ⋅ itx jeweils herausheben) mit

h(x) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

1 −
sinx

x
, x ≠ 0

0, x = 0
(5.6)

Demnach ist ψ̃ die charakteristische Funktion von ν̃ ∶= hν ∈Mf(R) (beachte: ν̃(dx) = h̃(x)(1 ∧
x2)ν(dx)mit

h̃(x) ∶=

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

h(x)
1∧x2 , x ≠ 0
1
6 , x = 0

und h̃ ist stetig, beschränkt und strikt positiv auf R).
Also ist ν̃ und somit auch ν durch ψ festgelegt und damit schließlich auch b.

”⇒“: Sei nun µ unendlich teilbar und ψ = logφµ. Dann ist

Re(ψ) ≤ 0

(denn ∣φµ(t)∣ ≤ 1) und
t↦ Im (ψ(t)) ist ungerade.

Daher ist ψ̃(0) reell und ψ̃(0) = ψ(0) − 1
2 ∫

1

−1Re(ψ(u))du ≥ 0 (für ψ̃ aus (5.5)).

Falls ψ̃(0) = 0, so ist
µ = δb für ein b ∈ R,

denn dann ist Re(ψ(t)) = 0 für alle t ∈ [−1,1], also ∣φµ(t)∣ = 1 für alle t ∈ [−1,1] und falls µ nicht
trivial wäre, so wäre

1 = ∣∫ eitx µ(dx)∣ < ∫ ∣e
itx∣ µ(dx) = 1

für (zumindest einige) t ∈ [−1,1] (eine nicht-triviale Konvexkombination von komplexen Zahlen
vom Betrag 1 liegt strikt im Inneren des Einheitskreises), ein Widerspruch. δb hat kanonisches Tripel
(b,0,0).

Sei ψ̃(0) > 0. Wähle gemäß Satz 5.3 eine Folge (νn)n ⊂Mf (R ∖ {0})mitCPoi(νn)
w
Ð→ µ. Setze

bn ∶= ∫ x ⋅ 1(−1,1)(x)νn(dx),

ψn(t) ∶= logφCPoi(νn)(t) = ∫ (e
itx − 1) νn(dx) = ∫ gt dνn + itbn

(mit gt aus (5.4)),

ψ̃n(t) ∶= ψn(t) −
1

2 ∫
t+1

t−1
ψn(s)ds = ∫ eitxh(x)νn(dx).

Dann gilt nach Lévys Stetigkeitssatz (Satz 3.27) ψn → ψ lokal gleichmäßig und ψ ist stetig, insbeson-
dere gilt

ψ̃n(t) Ð→
n→∞

ψ̃(t) für alle t ∈ R
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und ψ̃n(0) > 0 für n genügend groß.
Somit ist (mit h aus (5.6))

ν̃n(dx) =
1

ψ̃n(0)
h(x)νn(dx) ∈M1(R)

(für n genügend groß) und
ψ̃(t)

ψ̃(0)
= lim
n→∞∫

eitx ν̃n(dx)

ist die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaßes. Es gibt also ein

ν̃ ∈M1(R) mit ν̃n
w
Ð→ ν̃ und ψ̃(t) = ψ̃(0)∫ eitx ν̃(dx).

Sei σ2 ∶= 6ψ̃(0)ν̃({0}), ν(dx) ∶= ψ̃(0)
h(x) ⋅ 1{x≠0}ν̃(dx) (dies ist ein kanonisches Maß) und

ft ∶R→ R, x↦

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

gt(x)

h(x)
, x ≠ 0

−3t2, x = 0

(mit gt aus (5.4), h aus (5.6)). ft ist stetig und beschränkt, daher gilt

∫ ft dν̃n ÐÐ→
n→∞ ∫

ft dν̃ =
1

ψ̃(0)
( −

1

2
σ2t2 + ∫ gt dν)

und damit

ψ(t) = lim
n→∞

ψn(t) = lim
n→∞
(ψ̃n(0)∫ ft dν̃n + itbn) = −

1

2
σ2t2 + ∫ gt dν + lim

n→∞
itbn.

Also existiert b ∶= limn→∞ bn und es gilt

ψ(t) = itb −
1

2
σ2t2 + ∫ gt dν.

Beobachtung 5.10. Sei µ ein unendlich teilbares Wahrscheinlichkeitsmaß auf R mit zugehörigem
kanonischem Maß ν. Dann ist ν ∶= v − limn→∞ nµ

1
n ∣R∖{0}.

Beweisskizze. µ habe kanonische Tripel (b, σ2, ν), dann hat µ∗1/n kanonisches Tripel
(b/n,σ2/n, ν/n).

Stelle wie in Beob 5.7X(n) ∼ µ∗1/n dar als

X(n) =
b

n
+

σ
√
n
Z +X

(n)
0 +

∞
∑
k=1
(X
(n)
k − α

(n)
k )

mit unabhängigen Z ∼ N (0,1), X(n)k ∼ CPoi( 1nν∣IK) (Ik = (− 1
k ,−

1
k+1] ∪ [

1
k+1 ,

1
k), αk =

∫Ik x
1
nν(dx)).
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Sei A = [a, b] ⊂ R ein kompaktes Intervall mit d(0,A) > 0 und ν(∂A) = 0. Man kann zeigen,
dass man für P(X(n) ∈ A) bei geeignet gewähltemm die Beiträge von b

n , σ√
n
Z ,∑∞k=m+1(X

(n)
k −αk)

und von ∑mk=1α
(n)
k mit Limes n → ∞ (nahezu) vernachlässigen kann: Zu ε1, ε2 > 0 kann man m

und n0 so groß wählen, dass

P(∣ b
n
+

σ
√
n
Z +

∞
∑

k=m+1
(X
(n)
k − α

(n)
k ) +

m

∑
k=1

α
(n)
k ∣ > ε1) ≤

ε2
n

für n ≥ n0.

Ersetzen wir alsoX(n) durch
Y ∶=

∞
∑
k=0

X
(n)
k ∼ CPoi(ν∣S)

mit S ∶= (−∞, 1
m] ∪ [

1
m ,∞) (und wir wählenm so groß, dassA ⊂ S).

Somit ist für n gen. groß

P(Y ∈ (a + ε1, b − ε1)) −
ε2
n
≤ P(X(n) ∈ A) ≤ P(Y ∈ (a − ε1, b + ε1)) +

ε2
n
.

Mit der Darstellung (vg. Bsp. und Def. 5.2)

Y
d
=
N

∑
j=1
Ỹj mitN ∼ Poi( 1nν(S)), Ỹ1, Ỹ2, ⋅ ⋅ ⋅ ∼

ν(⋅ ∩S)
ν(s) u.a.

ist

nP(Y ∈ A) = nP(N = 1, Y1 ∈ A) + nP(N ≥ 2,∑Nj=1 Ỹj ∈ A)

= ne−ν(S)/n
1

n
ν(S)

ν(A)

ν(S)
+O(nP(N ≥ 2))

= e−ν(S)/nν(A) +O(
1

n
) Ð→
n→∞

ν(A).

Beispiel 5.11. i) Gamma(r, λ) mit Formparameter r und Skalenparameter λ hat Dichte f(x) =
λr

Γ(r)x
r−1e−λx1(0,∞)(x) und charakteristische Funktion φ(t) = 1

(1−it/λ)r , erfüllt Gamma(r, λ) =

Gamma ( rn , λ)
∗n.

Somit ist fürA ⊂ R ∖ {0} kompakt

lim
n→∞

nµ
1
n ∣R∖{0} (A) = lim

n→∞
n∫

A

λr/n

Γ(r/n)
xr/n−1e−λx1(0,∞)(x)dx = ∫

A

r

x
e−λx dx

(verwende Γ(x) ∼ 1/x für x→ 0, was z.B. aus Γ(x+ 1) = xΓ(x) folgt), d.h. das kanonische Maß ist
ν(dx) = r

xe
−λx1(0,∞)(x)dx.

Weiter ist σ2 = −2 limt→∞
1
t2 logφGamma(r,λ)(t) = 0 und b = 0 (da supp(Gamma(r, λ)) =

[0,∞)).

ii) Sei a > 0.Cauchy(a) hat Dichte f(x) = 1
aπ

1

1+(x
a
)2

und charakteristische Funktionφν(t) = e−a∣t∣.

SeiA ⊂ R ∖ (−ε, ε) und betrachte a = 1:

nCauchy (
1

n
) (A) =

1

π ∫A

n2

1 + n2x2
dxÐÐ→

n→∞
1

π ∫A

1

x2
dx.

Folglich ist ν = 1{x≠0} 1
x2 dx, σ2 = −2 limt→∞

1
t2 logφCauchy(1)(t) = 0 und b = 0 aus Symmetrie.
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5.1 Ein Bericht über stabile Verteilungen
Beispiel 5.12. Sei α ∈ (0,2) und να(dx) ∶= 1

θα
1{x≠0}∣x∣−α−1 dxmit

θα ∶= ∫
R∖{0}

(1 − cos(x))∣x∣−α−1 dx =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

−2Γ(−α) cos(απ2 ), α ≠ 1

π, α = 1

(beachte 0 ≤ 1−cos(x) ≤ x2∧2, d.h. das Integral ist endlich, vgl. z.B. [Fe, Kap. XVII, S. 568-569] für
den expliziten Wert). να ist ein kanonisches Maß (denn ∫

∞
0 (x

2 ∧ 1)x−1−α dx <∞ für α ∈ (0,2)).
Sei µα die unendlich teilbare Verteilung mit kanonischem Tripel (0,0, να). µα heißt (standard-)

symmetrisch stabile Verteilung von Index α. Gemäß Lévy-Khinchin-Formel ist

ψµα(t) = logφµα(t) = ∫
R∖{0}

(eitx − 1 − itx1{∣x∣<1})
1

θα∣x∣α+1
dx.

Der Imaginärteil des Integrals ist aus Symmetriegründen = 0, daher folgt

ψµα(t) = ∫
R∖{0}

(eitx − 1 − itx1{∣x∣<1})
1

θα∣x∣α+1
dx

= −
1

θα
∫
R∖{0}

(1 − cos(tx)) ∣x∣−α−1 dx

= −
1

θα
∫
R∖{0}

(1 − cos(y)) ∣y∣−α−1∣t∣α+1
1

∣t∣
dy = −∣t∣α

(wir substituieren tx = y für das dritte Gleichheitszeichen).
Insbesondere gilt also: SindX1, . . . ,Xn ∼ µα unabhängig, so ist

X1 +⋯ +Xn

n
1
α

d
=X1, (5.7)

denn (φµα ( t
n1/α ))

n
= (e−

∣t∣α

n )
n

= φµα(t).

Bemerkung. Die analoge Verteilungsidentität (5.7) fürα = 2 ist fürXi ∼ N (0, σ2) erfüllt, in diesem
Sinne sind die (zentrierten) Normalverteilungen die symmetrisch stabilen Verteilungen von Index 2.

Definition 5.13. Sei µ ∈M1(R) und seien X1, . . . ,Xn ∼ µ unabhängig. µ heißt (strikt) stabil mit
Index α ∈ (0,2), wenn

X1 +⋯ +Xn

n
1
α

d
=X1.

µ heißt stabil mit Index α (auch im weiteren Sinne stabil), falls es bn ∈ R gibt, sodass

X1 +⋯ +Xn − bn

n
1
α

d
=X1.

Beobachtung 5.14. SeiX unendlich teilbar mit kanonischem Tripel (b, σ2, ν) und sei a > 0. Dann
gilt:

logφaX(t) = logφX(at) = ibat −
1

2
σ2a2t2 + ∫ eitax − 1 − 1{∣x∣<1}itaxν(dx)

= ibat −
1

2
σ2a2t2 + ∫ eitax − 1 − 1{∣ax∣<1}itaxν(dx) + it∫ ax (1{∣ax∣<1} − 1{∣x∣<1}) ν(dx).
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Also hat aX das kanonische Tripel

(ab + a∫ x (1{∣ax∣<1} − 1{∣x∣<1}) ν(dx), σ
2a2, ν ○ f−1a )

mit fa(x) = ax.

Satz 5.15. X ist genau dann stabil mit Index α ∈ (0,2), wenn es b ∈ R und c+, c− ≥ 0 gibt, sodass X
das kanonische Tripel (b,0, ν) besitzt mit

ν(dx) = c−1{x<0}∣x∣
−α−1 dx + c+1{x>0}∣x∣

−α−1 dx. (5.8)

Bericht 5.16. Stabile Verteilungen von Indexα = 2 sind die Normalverteilungen, es gibt keine stabile
Verteilungen von Index α > 2.

Beweisksizze für Satz 5.15. X habe kanonisches Tripel (b,0, ν)mit ν aus (5.8),X1, . . . ,Xn seien u.a.
Kopien vonX . Dann hat

X1 +⋯ +Xn

kanonisches Tripel (nb,0, nν) und mit b̃n ∶= nb − bn1/α − n1/α
∫n−1/α≤∣x∣<1 xν(dx) hat

n1/αX + b̃n

kanonisches Tripel (nb,0, ν ○ f−1
n1/α) (vgl. Beob. 5.14).

Es ist ν ○ f−1
n1/α = nν: Betrachte z.B. a > 0, so ist

(ν ○ f−1
n1/α)([a,∞)) = ν([n

−1/αa,∞)) = c+∫
∞

n−1/αa
x−α−1 dx

= nc+∫
∞

a
y−α−1 dy = nν([a,∞))

mit Substitution y = n1/αx. Somit gilt

X1 +⋯ +Xn
d
= n1/αX + b̃n.

(Wir sehen auch: Für strikte Stabilität muss b̃n = 0 sein, dies führt für α ≠ 1 zur Bedingung b =
(c+ − c−)/(α − 1).)

Sei andererseitsX stabil mit Indexα ∈ (0,2) (also insbesondereX unendlich teilbar), dann muss
analog zu oben das zugehörige Lévy-Maß ν die Bedingung

ν ○ f−1
n1/α = nν für jedes n ∈ N

erfüllen. Setze
h+(x) ∶= ν([x,∞)), h−(x) ∶= ν((−∞,−x]), x > 0,

diese erfüllen
nh±(x) = h±(n

−1/αx), x > 0, n ∈ N.
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Mit der Wahl x = (n/j)1/α mit n, j ∈ N (und dann n = j für die zweite Gleichung) ergibt sich

nh±((n/j)
1/α) = h±(j

−1/α) = jh±(1),

d.h.
h±(x) = x

−αh±(1) für x = (n/j)1/α mit n, j ∈ N.

Da h± monoton fallend ist, gilt h±(x) = x−αh±(1) für beliebiges x > 0. Somit muss ν die Form (5.8)
haben.

Bericht 5.17. Die stabilenX aus Satz 5.15 haben

logφX(t) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

ict − d∣t∣α (1 + iθsgn(t) tan (απ2 )) , α ≠ 1

ict − d∣t∣ (1 + iθsgn(t) 2π log(∣t∣)) , α = 1

mit c ∈ R, d > 0, θ = c+−c−
c++c− ∈ [−1,1] (vgl. [Br, Theorem 9.32]).

Bericht 5.18. IstX stabil mit Index α, so ist

E [∣X ∣β]
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

<∞, 0 ≤ β < α

=∞, β ≥ α

Bericht 5.19 (Stabile Analoga zum Zentralen Grenzwertsatz). SeienX1,X2, . . . unabhängige, iden-
tisch verteilte, reelle Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F .

i) Gibt es Konstanten an, bn, für die

X1 +⋯ +Xn − bn
an

d
ÐÐ→
n→∞

Y (5.9)

gilt, so ist Y stabil.

ii) Genau dann existieren (an)n und (bn)n mit (5.9), sodass Y stabil ist mit Index α ∈ (0,2), wenn
es c+, c− ≥ 0 gibt mit c+ + c− > 0 und

a) lim
x→∞

F (−x)

1 − F (x)
=
c−
c+

.

b) Falls c+ > 0, so gilt für alle ξ > 0: lim
x→∞

P(X > ξx)
P(X > x)

=
1

ξα
, und falls c− > 0, so gilt für alle ξ > 0:

lim
x→∞

P(X < −ξx)
P(X < −x)

=
1

ξα
.

Bemerkung. Ein ”Paradebeispiel“ für die Bedingung ii) aus Bericht 5.19 ist eine Zufallsvariable X
mit Dichte

f(x) = c11{x≥1}x
−α−1 + c21{x≤−1}(−x)

−α−1.
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Kapitel 6

Markovprozesse

6.1 Grundlegendes: Stochastische Kerne, projektive Familien
Definition 6.1. Seien (S1,A1) und (S2,A2)messbare Räume. κ∶S1 ×A2 → [0,1] heißt stochasti-
scher Kern (auch Markov-Kern) (von (S1,A1) nach (S2,A2)), falls gilt

i) Für alleA2 ∈ A2 gilt: S1 ∋ x↦ κ(x,A2) ist (A1 −B(R))-messbar.

ii) Für alle x ∈ S1 gilt: κ(x, ⋅ ) ∈M1(S2).

κ heißt substochastisch, wenn in ii) gefordert wird, dass κ(x, ⋅ ) ∈M≤1(S2).

Beispiel 6.2. i) Sei S1 = S2 = S höchstens abzählbar, A1 = A2 = 2S und (pxy)x,y∈S eine stocha-
stische Matrix. Dann ist κ(x,A) ∶= ∑y∈A pxy ein stochastischer Kern (von S nach S).

ii) Sei S1 = S2 = R, A1 = A2 = B(R) und ν ∈ M1(R). Dann ist κ(x,A) ∶= (δx ∗ ν)(A) =
ν(A − x) ein stochastischer Kern.

(Interpretation: κ(x, ⋅) beschreibt einen zufälligen Sprung gemäß ν von x aus.)

Erinnerung (Produkt σ-Algebra). Seien (Si,Ai), i ∈ I messbare Räume und sei S = ×i∈I Si.
Dann ist A ∶=⊗i∈I Ai die kleinste σ-Algebra, bezüglich der alle kanonischen Projektionen πi∶S →
Si messbar sind.

Bemerkung und Definition 6.3. i) Seien (Si,Ai), i = 0,1,2 messbare Räume, κ1 ein stochasti-
scher Kern von S0 nach S1 und κ2 ein stochastischer Kern von S0 × S1 nach S2. Dann ist

κ1 ⊗ κ2 ∶S0 × (A1 ⊗A2)→ [0,1]

(x0,A)↦ ∫
S1
∫
S2

1A(x1, x2)κ2((x0, x1), dx2)κ1(x0, dx1)

ein stochastischer Kern von S0 nach S1 × S2 (”Produkt von κ1 und κ2“).
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ii) Seien (Si,Ai), i = 0,1,2 messbare Räume, κ1 ein stochastischer Kern von S0 nach S1 und κ2
ein stochastischer Kern von S1 nach S2. Dann ist

κ1 ○ κ2 ∶S0 ×A2 → [0,1]

(x,A)↦ ∫
S1

κ2(y,A)κ1(x, dy)

ein stochastischer Kern von S0 nach S2 (”Verkettung von κ1 und κ2“).

Definition 6.4. Ein messbarer Raum (S,A ) heißt Borel-Raum (oder auch Standard-Borel-Raum),
wenn es einB ∈B(R) und eine Bijektion φ ∶S → B gibt, sodass φ und φ−1 messbar sind.

Satz 6.5. Jeder polnische Raum (ausgestattet mit seiner Borel-σ-Algebra) ist ein Borel-Raum.

Beweisskizze. Betrachte zunächst [0,1]∞ mit Metrik

d ((xi), (yi)) ∶=
∞
∑
i=1

2−i∣xi − yi∣.

Für x = (x1, x2, . . .) ∈ [0,1]∞ sei

xi =
∞
∑
j=1

2−jxi,j mit xi,j ∈ {0,1}

die (eindeutige, nicht-abbrechende) Binärdarstellung. Sei (a(n), b(n))n∈N eine Aufzählung von N2

und setze
ψ(x) ∶=

∞
∑
n=1

2−nxa(n),b(n).

ψ ist bijektiv und bi-messbar (beachte: y ↦ k-te Ziffer der Binärentwicklung von y ist messbar, sie ist
stückweise konstant). Also ist [0,1]∞ ein Borel-Raum.

Zeige:E ein polnischer Raum (mit Metrik d),

so gibt es S ⊂ [0,1]∞ messbar und eine bi-messbare Bijektion φ ∶E → S. (6.1)

Sei dazu x1, x2, . . . eine dichte Folge inE und definiere

φ(x) ∶= (d(x,x1) ∧ 1, d(x,x2) ∧ 1, . . .) ∈ [0,1]
∞.

Es gilt

yn Ð→
n→∞

y inE ⇐⇒ d(yn, xm) ∧ 1 Ð→
n→∞

d(y, xm) ∧ 1 für allem ∈ N.

Sei dazu zunächst yn → y. Für allem ∈ N ist d( ⋅ , xm) stetig, also gilt d(yn, xm)∧ 1→ d(y, xm)∧ 1

für allem ∈ N.
Sei umgekehrt d(yn, xm) ∧ 1 → d(y, xm) ∧ 1 für alle m ∈ N. Es gilt d(yn, y) ∧ 1 ≤

(d(yn, xm) ∧ 1) + (d(y, xm) ∧ 1), also ist lim supn→∞ (d(yn, y) ∧ 1) ≤ 2 (d(y, xm) ∧ 1). Wähle
nun eine Folge xmk

→ y und erhalte limn→∞ d(yn, y) = 0.
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Demnach ist also φ stetig und injektiv und φ−1∶φ(E)→ E ist stetig.

Zeige:

S ∶= φ(E) ⊂ [0,1]∞ ist messbar. (6.2)

Sei dazu

Un ∶= {(xi) ∈ S ∣ ∃ V ⊂ [0,1]
∞ offen, x ∈ V und diam(φ−1(V ∩ S)) <

1

n
} .

Es ist S ⊂ Un, denn φ−1 ist stetig auf S = φ(E), und Un ist relativ offen in S.
Zeige

⋂
n
Un ⊂ S.

Sei x ∈ ⋂nUn ⊂ S. Zu n ∈ N wähle

Vn ⊂ [0,1]
∞ offen mit xn ∈ Vn ⊂ Vn−1 und diam(φ−1(V ∩ S)) <

1

n

sowie x′n ∈ Vn ∩ S mit x′n → x.

y′n ∶= φ
−1(x′n) ist Cauchyfolge in E. Da E vollständig ist, existiert ein y ∈ E mit y′n → y. Wegen

Stetigkeit von φ gilt
φ(y) = lim

n→∞
φ(φ−1(x′n)) = lim

n→∞
x′n = x,

also ist x ∈ S = φ(E).
Damit ist

S =⋂
n
Un messbar,

denn Un ist relativ offen in S und damit messbar, d.h. (6.2) gilt. Insgesamt folgt (6.1).
Mehr Details finden sich z.B. in [RW, Ch. II.82] oder [Br, Appendix 7].

Satz 6.6 (Existenz einer regulären Version der bedingten Wahrscheinlichkeiten für Borel-Werteberei-
che, vergl. auch Bericht A.9). Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G ⊂F eine Teil-σ-Algebra
und X eine Zufallsvariable mit Werten im Borel-Raum (S,A ). Dann gibt es einen stochastischen
Kern κ von (Ω,G ) nach (S,A )mit

κ(ω,B) = E [1B(X) ∣ G ] (ω) P − f.s.

für jedesB ∈ A .

Beweis. Sei ohne Einschränkung S ⊂ R Borel-messbar, sonst wähle φ ∶S → S′ ⊂ R bijektiv und
bi-messbar und betrachteX ′ ∶= φ ○X .

Für r ∈ Q sei Fr ∶= E [1(−∞,r](X) ∣ G ]. Für r, r′ ∈ Q mit r ≤ r′ gilt

Fr ≤ Fr′ , lim
n→∞

Fn = 1, lim
n→∞

F−n = 0, lim
n→∞

Fr+ 1
n
= Fr (6.3)

P-fast sicher, d.h. es gibt einN ∈F mit P(N) = 0, sodass die Ereignisse aus (6.3) auf Ω ∖N gelten.
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Setze

F̃s(ω) ∶=

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

inf{Fr(ω) ∣ r ≥ s, r ∈ Q}, ω ∈ Ω ∖N

1{s≥0}, ω ∈ N

F̃⋅ ist für jedes ω ∈ Ω die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmaßes auf R. Sei κ(ω, ⋅ ) das
zu ω gehörige Wahrscheinlichkeitsmaß. Für r ∈ Q ist

κ(ω, (−∞, r]) = Fr G -messbar nach Konstruktion.

Demnach ist
ω ↦ κ(ω,B) G -messbar für alleB ∈B(R),

denn die Menge allerB mit dieser Eigenschaft ist ein Dynkin-System, das den schnittstabilen Erzeu-
ger {(−∞, r] ∣ r ∈ Q} von B(R) umfasst (vgl. [Kl, Satz 1.19] oder [St1, Satz 1.14]).

Zeige nun, dass

κ( ⋅ ,B) für jedesB ∈B(R) eine Version von E [1B(X) ∣ G ] ist.

Sei dazuA ∈ G ,

ν1(B) ∶= E [1Aκ( ⋅ ,B)] und ν2(B) ∶= E [1A1B(X)] .

ν1 und ν2 sind endliche Maße auf R und es gilt ν1((−∞, r]) = ν2((−∞, r]) für alle r ∈ Q nach
Konstruktion. Nach dem Eindeutigkeitssatz für Maße (vgl. [Kl, Lemma 1.42] oder [St1, Satz 1.18])
folgt damit ν1(B) = ν2(B) für alleB ∈B(R), also gilt

E [1Aκ( ⋅ ,B)] = E [1A1B(X)]

für jedesA ∈ G .

Korollar 6.7. In der Situation von Satz 6.6 sei G = σ(Y ) für eine Zufallsvariable Y mit Werten im
messbaren Raum (S′,A ′). Dann gibt es einen stochastischen Kern κ′ von S′ nach S mit

κ′(Y,B) = E [1B(X) ∣ Y ] fast sicher für alle B ∈ A .

Erinnerung 6.8 (Faktorisierungslemma). SeiY eine Zufallsvariable mit Werten im messbaren Raum
(S′,A ′) und sei f ∶Ω → R σ(Y )-messbar. Dann gibt es eine messbare Funktion g ∶S′ → R mit
f = g ○ Y (siehe z.B. [St1, Lemma 1.48] oder [Kl, Korollar 1.97]).

Beweis. Sei zunächst f = 1A für ein A ∈ σ(Y ) = {Y −1(B) ∣ B ∈ A ′}, also gibt es ein B ∈ A ′ mit
A = Y −1(B). Dann ist g ∶= 1B messbar und es gilt f = g ○ Y .

Sei nun f ≥ 0. Schreibe f = ∑∞n=1αn1An für geeignete αn ≥ 0,An ∈ σ(Y ), beispielsweise

f =
∞
∑
n=1

n1{f∈[n,n+1)} +
∞
∑
k=1

2−k1{k-te Ziffer in der Binärentwicklung von f−⌊f⌋ ist 1}.

Da die Behauptung für Indikatorfunktionen gilt, folgt sie damit auch für nichtnegative f .

Sei nun f beliebig. Schreibe f = f+ − f− mit f+, f− ≥ 0. Da die Behauptung für nichtnegative
Funktionen gilt, folgt sie damit auch für f .
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Beweis von Korollar 6.7. Die Fr, r ∈ Q aus dem Beweis von Satz 6.6 sind σ(Y )-messbar, also gibt es
nach Erinnerung 6.8 eine messbare Funktion F ′r ∶S′ → R mit Fr = F ′r ○ Y .

Führe die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 6.6 für dieF ′r durch, erhalteκ′(x′, ⋅ ) fürx′ ∈ S′
als das Wahrscheinlichkeitsmaß mit Verteilungsfunktion F̃ ′⋅ (x′).

Lemma 6.9. Sei (S,A ) ein Borel-Raum, (S′,A ′) ein messbarer Raum, X eine S-wertige und Y
eine S′-wertige Zufallsvariable auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gibt es eine messbare
Funktion f ∶S′ × [0,1]→ S, sodass gilt:

Ist Ỹ eine Zufallsvariable mit Ỹ d
= Y und Ũ ∼ unif([0,1]) unabhängig von Ỹ , so ist

(f(Ỹ , Ũ), Ỹ )
d
= (X,Y ).

Beweis. Sei ohne Einschränkung S ⊂ R (messbar), ansonsten gibt es (wie im Beweis von Satz 6.6)
B ∈B(R) und φ ∶ S → B bijektiv und bi-messbar; betrachteX ′ ∶= φ(X), konstruiere ein entspre-
chendes f ′ ∶ S′ × [0,1]→ B und setze dann f ∶= φ−1 ○ f .

Sei κ′ ein stochastischer Kern von S′ nach S gemäß Korollar 6.7. Setze

f(y, u) ∶= sup{x ∈ R ∣ κ′(y, (−∞, x]) < u}, y ∈ S′, u ∈ [0,1].

f ist messbar, denn
f(y, u) = sup{x ∈ Q ∣ κ′(y, (−∞, x]) < u}

und

Cx ∶= {(y, u) ∈ S
′ × [0,1] ∣ κ′(y, (−∞, x]) < u}

= ⋃
v∈Q+∩(0,1)

{y ∣ κ′(y, (−∞, x]) < v} × [v,1] ∈ A ′ ⊗B([0,1]).

Für x ∈ R undA ∈ A ist

P (Ỹ ∈ A,f(Ỹ , Ũ) > x) = P (Ỹ ∈ A,κ′(Ỹ , (−∞, x]) < Ũ)

= ∫
S′×[0,1]

1A(y)1{κ′(y,(−∞,x])<u}L (Ỹ , Ũ)(dy, du)

= ∫
S′
1A(y)∫

[0,1]
1{κ′(y,(−∞,x])<u} duL (Ỹ )(dy)

= ∫
S′
1A(y) (1 − κ

′(y, (−∞, x])) L (Ỹ )(dy)

= E [1{Y ∈A} (1 − κ′(Y, (−∞, x]))]
= E [1{Y ∈A}κ′(Y, (x,∞))]
= E [1{Y ∈A}1{X>x}] .

Im Folgenden sei I eine beliebige Indexmenge, (Si,Ai), i ∈ I seien Borel-Räume und für J ⊂ I
sei ΩJ ∶=×i∈J Si mit Produkt-σ-Algebra AJ ∶=⊗i∈J Ai. Für J ′ ⊂ J ⊂ I sei

πJJ ′ ∶ΩJ → ΩJ ′ , (xi)i∈J ↦ (xi)i∈J ′

die kanonische Projektion. (πJJ ′ ist offenbar messbar.)
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Definition 6.10. Für J ⊂ I mit 0 < ∣J ∣ < ∞ sei PJ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (ΩJ ,AJ).
{PJ ∣ J ⊂ I, 0 < ∣J ∣ <∞} heißt projektive Familie, wenn gilt

PJ ′ = PJ ○ (π
J
J ′)
−1 für alle J ′ ⊂ J.

Beispiel 6.11. Sei I = N0,Si = S eine höchstens abzählbare Menge,µ ∈M1(S) und (pxy)x,y∈S eine
stochastische Matrix. Sei Pn ∶= P{0,1,...,n} ∈M1 (S{0,1,...,n}) gegeben durch

Pn ({x0, x1, . . . , xn}) = µ({x0})
n−1
∏
i=0
pxi,xi+1

(und erhalte PJ für allgemeine J ⊂ N, 0 < ∣J ∣ < ∞ durch ”Aussummieren“ der Koordinaten in
{0,1, . . . , n} ∖ J aus Pn, wobei n = maxJ). Dann ist {PJ ∣ J ⊂ I, 0 < ∣J ∣ < ∞} eine projektive
Familie.

(Pn beschreibt die Verteilung der ersten n Schritte einer Markovkette mit Startverteilung µ und
Übergangsmatrix p.)

Satz 6.12 (Kolmogorovs Erweiterungssatz1). Zu einer projektiven Familie {PJ ∣ J ⊂ I, 0 < ∣J ∣ <∞}
auf einem Produkt von Borel-Räumen gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf (Ω,A ) ∶=
(ΩI ,AI)mit

PJ = P ○ (π
I
J)
−1 für jedes J ⊂ I mit 0 < ∣J ∣ <∞.

P heißt projektiver Limes der {PJ}, auch geschrieben P = lim
←
J↗I

PJ .

Beweis. Zur Eindeutigkeit: Angenommen P und P ′ seien projektive Limiten der {PJ}. Seien

ZJ = {A ∈ A ∣ A = (π
I
J)
−1(B) für einB ∈ AJ}

die ”Zylindermengen“ mit Basis J .⋃J⊂I,∣J ∣<∞ZJ ist ein schnittstabiler Erzeuger von A , auf dem P

und P ′ wegen P ○ (πIJ)−1 = PJ = P ′ ○ (πIJ)−1 übereinstimmen. Nach dem Eindeutigkeitssatz für
Maße folgt daher P = P ′.

Zur Existenz: Betrachte dazu zunächst den Fall I abzählbar, sei ohne Einschränkung I = N0 und
Pn ∶= P{0,1,...,n}.

Nach Lemma 6.9 gibt es eine messbare Funktion

fn ∶S0 × . . . × Sn × [0,1]→ Sn+1,

so dass gilt: Ist (X̃0, . . . X̃n) ∼ Pn und Ũn ∼ unif([0,1]) unabhängig von (X̃0, . . . X̃n), so ist

(X̃0, . . . , X̃n, f((X̃0, . . . X̃n), Ũn)) ∼ Pn+1

(sei (X0, . . . ,Xn+1) ∼ Pn+1 und leseX ∶=Xn+1, Y ∶= (X0, . . . ,Xn) in Lemma 6.9).
Sei X0 ∼ P0 und seien U0, U1, . . . ∼ unif([0,1]) unabhängig von X0 (für die Existenz von

U0, U1, . . . vgl. [St1, Kor. 5.10] oder [Kl, Kor. 14.36]). KonstruiereX1,X2, . . . via

Xn+1 ∶= fn((X0, . . . ,Xn), Un),

1Andrej N. Kolmogorov, 1903–1987
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dann gilt induktiv
(X0, . . . ,Xn) ∼ Pn.

P ∶=L (X0,X1, . . .) ist somit projektiver Limes der {PJ}.

Sei nun I überabzählbar. Sei
C ∶= ⋃

I′⊂I
I′ abzählbar

ZI′ ,

offenbar ist C ⊂ A und alle Koordinatenprojektionen sind C-messbar.
C ist σ-Algebra, denn

i) Ω = (πII′)
−1(ΩI′) ∈ C

ii) SeiA ∈ C, das heißt es gibt ein abzählbares I ′ ⊂ I mitA ∈ ZI′ . Dann ist aber auchAc ∈ ZI′ , also
Ac ∈ C.

iii) SeienA1,A2, . . . ∈ C, alsoAn ∈ ZI′n für ein abzählbares I ′n ⊂ I . Dann ist auch I ′ ∶= ⋃n∈N I ′n ⊂ I
abzählbar und es gilt⋃n∈NAn ∈ ZI′ ⊂ C.

Zudem gilt A ⊂ C, da alle Koordinatenprojektionen C-messbar sind. Zusammen folgt A = C.

Für ein abzählbares J ⊂ I gibt es nach obigem genau ein Wahrscheinlichkeitsmaß PJ auf
(ΩJ ,AJ)mit

PK = PJ ○ (π
J
K)
−1 für jedes endlicheK ⊂ J.

Fasse dies via
P̃J ((π

I
J)
−1(B)) ∶= PJ(B) fürB ∈ AJ

als Wahrscheinlichkeitsmaß P̃J auf (Ω, ZJ) auf.
FürA ∈ A = C setze

P (A) ∶= P̃J(A), fallsA ∈ ZJ .

P ist wohldefiniert, denn istB ∈ ZJ ∩ZJ ′ eine Zylindermenge mit endlicher BasisK (⊂ J ∩J ′), d.h.
B = (πIK)

−1(B′) für einB′ ∈ AK , dann ist

P̃J(B) = PK(B
′) = P̃J ′(B)

und
{(πIK)

−1(B) ∣K ⊂ J ∩ J ′, ∣K ∣ <∞, B ∈ AK}

ist ein schnittstabiler Erzeuger vonZJ ∩ZJ ′ . Also gilt P̃J = P̃J ′ aufZJ ∩ZJ ′ .

Es bleibt nur noch zu zeigen, dassP ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,A ) ist. Es giltP (∅) = 0
und P (Ω) = 1, denn ∅,Ω ∈ ZK für jedes K . Seien A1,A2, . . . ∈ A paarweise disjunkt, das
heißt An ∈ ZJn für ein abzählbares Jn ⊂ I . Dann ist auch J ∶= ⋃n∈N Jn abzählbar und es gilt
A1,A2, . . . ,⋃n∈NAn ∈ ZJ , also folgt

P (⋃
n∈N

An) = P̃J (⋃
n∈N

An) =
∞
∑
n=1

P̃J(An) =
∞
∑
n=1

P (An).
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6.2 Markov-Prozesse und Markov-Halbgruppen
Es seiE ein polnischer Raum, I = N0 oder I = [0,∞) (oder allgemein I ⊂ R mit der Interpretation
I als ”Zeitindexmenge“). Sei X = (Xt)t∈I ein adaptierter, stochastischer Prozess mit Werten in E
(d.h. für jedes t ∈ I istXt ist eineE-wertige, Ft-messbare Zufallsvariable) definiert auf einem filtrier-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A , (Ft)t∈I). Sei weiter (Px)x∈E eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaßen auf (Ω,A ).

Definition 6.13. X heißt Markov-Prozess mit Verteilungen (Px)x∈E , wenn gilt:

i) Für x ∈ E gilt Px(X0 = x) = 1.

ii) κ(x,B) ∶= Px(X ∈ B) für x ∈ E,B ∈B(E)⊗I ist ein stochastischer Kern.

iii) X besitzt die schwache Markov-Eigenschaft: Für x ∈ E,A ∈B(E) und s, t ∈ I gilt

Px(Xt+s ∈ A ∣Fs) = κt(Xs,A) Px-f.s.

mit κt(x,A) ∶= κ(x,{y = (yv)v∈I ∈ EI ∣ yt ∈ A}) = Px(Xt ∈ A).

Falls E abzählbar ist, so heißt X auch diskreter Markov-Prozess. Falls I = N0, so heißt X auch
Markov-Kette.

Wir schreiben Ex[. . .] für Erwartungswerte unter Px, Lx(X) für die Verteilung von X unter
Px, analog Lx(X ∣ G ), etc.

Wir betrachten in diesem Kapitel nur den zeitlich homogenen Fall: für t1 < t2 hängt die bedingte
Verteilung von Xt2 gegeben Ft1 nur von Xt1 und t2 − t1 ab, nicht aber explizit von t1 und t2, vgl.
Definition 6.13, iii).

Bemerkung 6.14. Ein Markov-Prozess besitzt die elementare Markov-Eigenschaft: Unter jedem Px
gilt für u ≤ t

Px(Xt ∈ A ∣Fu) = Px(Xt ∈ A ∣Xu) f.s.

Dies folgt unmittelbar aus Definition 6.13 iii), verlangt aber im Gegensatz zu Definition 6.13 nicht
die zeitliche Homogenität der Dynamik.

Definition 6.15. Sei I ⊂ [0,∞) abgeschlossen unter Addition. Eine Familie (κt)t∈I von (sub-) sto-
chastischen Kernen vonE nachE heißt (sub-) stochastische Halbgruppe, wenn für alle s, t ∈ I gilt:

κs ○ κt = κs+t.

Dies sind die sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungen2.

Satz 6.16. Ist ((Xt)t∈I , (Px)x∈E) ein Markov-Prozess, so definiert

κt(x,A) ∶= Px(Xt ∈ A), x ∈ E, A ∈B(E), t ∈ I (6.4)
2nach Andrej Nikolaevich Kolmogorov, 1903–1987; S. Chapman, 1888–1970
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eine Markov-Halbgruppe und die endlich-dimensionalen Verteilungen von (Xt)t∈I sind durch (κt)t∈I
festgelegt. Insbesondere gilt für n ∈ N, 0 = t0 < t1 < . . . < tn und f1, . . . , fn∶E → R beschränkt und
messbar

Ex [
n

∏
j=1
fj(Xtj)] = ∫ κt1−t0(x, dx1)f1(x1)⋯∫ κtn−tn−1(xn−1, dxn)fn(xn). (6.5)

Umgekehrt gibt es zu jeder Markov-Halbgruppe (κt)t∈I einen Markov-Prozess (Xt)t∈I , sodass (6.4) und
(6.5) gelten.

Beweis. Sei ((Xt)t∈I , (Px)x∈E) ein Markov-Prozess. Nach Definition 6.13 ii) definiert (6.4) einen
stochastischen Kern. Weiter gilt für s, t ∈ I undA ∈B(E)

κs+t(x,A) = Px(Xs+t ∈ A) = Ex [Px(Xs+t ∈ A ∣Fs)] = Ex[κt(Xs,A)]

= ∫ κt(y,A)κs(x, dy) = (κs ○ κt)(x,A).

Damit ist (κt)t∈I eine Markov-Halbgruppe.

Zeige (6.5) induktiv. Sei f1 = 1A,A ∈B(R). Es ist

Ex[f1(Xt1)] = Px(Xt1 ∈ A) = κt1(x,A),

also gilt (6.5) für n = 1 für Linearkombination von Indikatorfunktionen und somit mit den ”übli-
chen Approximationsargumenten“ auch für allgemeine f . Es sei nun (6.5) wahr für ein n ∈ N. Sei
f̃(Xtn) ∶= ∫ fn+1(y)κtn+1−tn(Xtn , dy). Dann ist

Ex [
n+1
∏
j=1

fj(Xtj)] = Ex [Ex [
n+1
∏
j=1

fj(Xtj) ∣Ftn]] = Ex [
n

∏
j=1
fj(Xtj)Ex[fn+1(Xtn+1) ∣Ftn]]

= Ex [
n

∏
j=1
fj(Xtj)∫ fn+1(y)κtn+1−tn(Xtn , dy)] = Ex [

n

∏
j=1
fj(Xtj) f̃(Xtn)] .

Wende nun (6.5) an auf f1, f2, . . . , fn−1, fnf̃ .

Sei umgekehrt (κt)t∈I eine Markov-Halbgruppe. Für ein endliches J ⊂ I , J = {t0, t1, . . . , tn}
mit 0 = t0 < t1 < . . . < tn definiert (6.5) ein Wahrscheinlichkeitsmaß Px,J aufE ∣J ∣:

Px,J(A) = ∫ κt1−t0(x, dx1) . . .∫ κtn−tn−1(xn−1, dxn) ⋅ 1A(x,x1, . . . , xn), A ∈ E ∣J ∣.

Zeige: {Px,J ∣ J ⊂ I, ∣J ∣ <∞} ist eine projektive Familie. Sei J wie oben gegeben, J ′ ∶= J ∖ {tl} für
ein l ∈ {1, . . . , n} undAi ∈B(E). Dann gilt

Px,J ((π
J
J ′)
−1(A0 × . . . ×Al−1 ×Al+1 × . . . ×An)) = Px,J (. . . ×Al−1 ×E ×Al+1 × . . .)

= . . .∫ κtl−tl−1(xl−1, dxl)1E(xl)∫ κtl+1−tl(xl, dxl+1)1Al+1
(xl+1) . . .

= . . .∫ κtl−tl−1 ○ κtl+1−tl(xl−1, dxl+1) . . . = . . .∫ κtl+1−tl−1(xl−1, dxl+1) . . .

= Px,J ′ (A0 × . . . ×Al−1 ×Al+1 × . . . ×An) ,
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das heißt Px,J ○ (πJJ ′)−1 = Px,J ′ . Mit Satz 6.12 folgt die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsmaßes Px
auf Ω = EI , A =B(E)⊗I , sodass für die t-te Koordinatenprojektion

Xt∶Ω→ E, Ft = σ(Xs ∣ s ≤ t)

die Formel (6.5) gilt. ((Xt)t∈I , (Px)x∈E) leistet das Gewünschte.
Zeige die (schwache) Markov-Eigenschaft, das heißt Px(Xt+s ∈ A ∣ Fs) = κt(Xs,A). Mengen

B der Form

B = {Xt0 ∈ A0, . . . ,Xtn−1 ∈ An−1} , 0 = t0 < . . . < tn = s, n ∈ N, Ai ∈B(E)

sind ein schnittstabiler Erzeuger von Fs. Es reicht also,

Ex [κt(Xs,A)1B] = Ex [1{Xt+s∈A}1B]

zu zeigen. Betrachte dazu

Px(Xt0 ∈ A0, . . . ,Xtn ∈ An)

= ∫ Px(Xt0 ∈ A0, . . . ,Xtn−2 ∈ An−2,Xtn−1 ∈ dxn−1)1An−1(xn−1)κtn−tn−1(xn−1,An)

= Ex [1{Xt0∈A0,...,Xtn−1∈An−1}κtn−tn−1(Xn−1,An)] ,

demnach also Px(Xtn ∈ An ∣Ftn−1) = κtn−tn−1(Xtn−1 ,An) (f.s.).

Bemerkung 6.17. Alternativ (und äquivalent zu Definition 6.15) betrachtet man die sogenannte
Übergangshalbgruppe

Ttf(x) = ∫
E
f(y)κt(x, dy), t ≥ 0, x ∈ E

die zumindest für f ∶ E → R beschränkt und messbar wohldefiniert ist; Ttf ist dann wiederum eine
beschränkte, messbare Funktion auf E. Offenbar gewinnt man mit Wahl f = 1A, A ∈ B(E) aus
Tt1A(x) = κt(x,A) den Kern κt zurück. Analog zur Interpretation κt(x,A) = Px(Xt ∈ A) in
(6.4) ist Ttf(x) = Ex[f(Xt)] für den MarkovprozessX = (Xt)t∈I aus Satz 6.16.

Die Halbgruppeneigenschaft von (κt)t∈I bezüglich Verkettung aus Definition 6.15 ist äquivalent
zur Halbgruppeneigenschaft der Familie (Tt)t∈I bezüglich Hintereinanderausführung (als lineare
Operatoren), d.h.

TtTsf ∶= (Tt ○ Ts)f = Tt(Tsf) = Tt+sf

Offensichtlich gilt Ttf ≥ 0 für f ≥ 0 (Tt ist positiv) und mit ∣∣f ∣∣ ∶= supx∈E ∣f(x)∣ auch ∣∣Ttf ∣∣ ≤
∣∣f ∣∣ (Tt ist eine Kontraktion) und Tt1 = 1 (bzw. Tt1 ≤ 1, falls (κt) sub-Markov ist).

Beispiel 6.18. SeiE abzählbar und p = (p(x, y))x,y∈E eine stochastische Matrix. Sei

κn(x,A) = ∑
y∈A

pn(x, y).

(κn)n∈N0 ist eine Markov-Halbgruppe. Satz 6.16 liefert eine Markov-Kette (Xn)n∈N0 mit Übergangs-
matrix p.
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Beispiel 6.19 (Faltungshalbgruppen und Markovprozesse mit unabhängigen stationären
Zuwächsen). Sei (νt)t∈[0,∞) ⊂ M1(R) eine Faltungsgruppe, das heißt νs ∗ νt = νs+t für
s, t ≥ 0.

κt(x, ⋅ ) = δx ∗ νt

definiert eine Markov-Halbgruppe auf R, denn für eine beschränkte, messbare Funktion f ∶R → R
gilt

∫ f(y) (κs ○ κt)(x, dy) = ∫ ∫ f(y)κt(z, dy)κs(x, dz) = ∫ ∫ f d(δz ∗ νt)κs(x, dz)

= ∫ ∫ f(z + y′)νt(dy
′)κs(x, dz) = ∫ ∫ f(x + z′ + y′)νs(dz

′)νt(dy
′)

= ∫ f(x + x′) (νs ∗ νt)(dx
′) = ∫ f(x′)κs+t(x, dx

′).

SeiXt ∶R[0,∞) → R die t-te Koordinatenprojektion. Nach Satz 6.16 (und seinem Beweis) gibt es auf
Ω ∶= R[0,∞), A ∶=B(R)[0,∞) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen (Px)x∈R mit

Px ○ (Xt0 , . . . ,Xtn)
−1 = δx ⊗

n

⊗
j=1
κtj−tj−1 , n ∈ N, 0 = t0 < . . . < tn.

Es gilt

Px(Xt0 ∈ B0,Xt1 −Xt0 ∈ B1, . . . ,Xtn −Xtn−1 ∈ Bn) = δx(B0)
n

∏
j=1
νtj−tj−1(Bj).

Man sagt: (Xt)t∈[0,∞) hat unabhängige, stationäre Zuwächse.

Insbesondere: Sei ν ∈ M1(R) unendlich teilbar mit φν(u) = exp(ψ(u)) mit ψ gemäß der
Lévy-Khinchin-Formel aus Satz 5.9. Ist νt, t ≥ 0 das Wahrscheinlichkeitsmaß auf R mit φνt(u) =
exp(tψ(u)), so ist

φνs∗νt(u) = φνs ⋅ φνt = e
sψ ⋅ etψ = e(s+t)ψ = φνs+t(u),

das heißt (νt)t≥0 ist eine Faltungshalbgruppe.

Bericht 6.20. Den zur Wahl νt = N (0, t) in Bsp. 6.19 gehörigen Prozess (nämlich die Brownsche
Bewegung) hatten wir bereits explizit in Satz 2.2 konstruiert. Wir haben dort auch gezeigt, dass der
zugehörige Prozess so gewählt werden kann, dass er stetige Pfade besitzt, was nicht aus dem Argu-
ment in Bsp. 6.19 folgt (Bsp. 6.19 garantiert nur eine ”rohe“ Version ohne Pfadeigenschaften, d.h.
ein W’maß auf dem Produktraum R[0,∞), dessen endlich-dimensionale Verteilungen mit denen aus
Satz 2.2 übereinstimmen).

Im Allgemeinen kann man für die Prozesse aus Bsp. 6.19 keine Version mit stetigen Pfaden finden,
es ist gibt aber immer eine Version mit rechtsstetigen Pfaden, die linksseitige Limiten besitzen. Dies
sind die sogenannten Lévy-Prozesse. (Ein einfaches Beispiel sehen wir in Bem. 6.22 unten, nämlich
Poissonprozesse auf R+.)
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Beispiel 6.21. Sei E endlich, (Q(x, y))x,y∈E eine Matrix mit Q(x, y) ≥ 0 für x ≠ y und
∑y∈EQ(x, y) = 0 für alle x ∈ E, wir betrachten Zeitindexmenge I = R+. Sei

Tt ∶= e
tQ =

∞
∑
n=0

1

n!
tnQn, P (0) = I. (6.6)

Die Reihe konvergiert, denn maxx,y∈E ∣Qn(x, y)∣ ≤ (∣E∣maxx,y∈E ∣Q(x, y)∣)
n. Es gilt TtTs = Tt+s,

denn für kommutierende MatrizenA,B (d.h.AB = BA) ist eAeB = eA+B . Die linearen Operatoren
(Tt)t≥0 (die als Matrizen dargestellt sind , da ∣E∣ <∞) bilden eine Markov-Übergangshalbgruppe wie
in Bemerkung 6.17. Insbesondere gilt

Tt+s(x, y) = ∑
z∈E

Tt(x, z)Ts(z, y)

κt(x,A) ∶= ∑y∈A Tt(x, y) bildet eine Markov-Halbgruppe, das heißt es gibt einen Markov-Prozess
(Xt)t≥0 mit

Px0(Xt1 = x1, . . . ,Xtn = xn) =
n

∏
j=1
Ttj−tj−1(xj−1, xj)

Sei ϱ ∶= maxx∈E{−Q(x,x)}, p̂(x, y) ∶= Q(x,y)
ϱ für x ≠ y und p̂(x,x) ∶= 1 + Q(x,x)

ϱ .
(p̂(x, y))x,y∈E ist eine stochastische Matrix. Es giltQ = ϱp̂ − ϱI und

Tt =
∞
∑
n=0

tn

n!

n

∑
k=0
(
n

k
)(ϱp̂)k(−ϱ)n−k =

∞
∑
k=0

(ϱt)k

k!
p̂k∑

n≥k

(−tϱ)n−k

(n − k)!
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=e−tϱ

=
∞
∑
k=0

e−tϱ
(tϱ)k

k!
p̂k,

insbesondere ist also Tt eine stochastische Matrix und es gilt

Px0(Xt+h = y ∣Xt = x) =
Tt(x0, x)Th(x, y)

Tt(x0, x)

= Th(x, y) = (e
hQ) (x, y) = δxy + hQ(x, y) + o(h), h↘ 0. (6.7)

Die MatrixQ heißt die Generatormatrix oder auch dieQ-Matrix der Halbgruppe (Tt)t≥0.

Analytisch gesehen folgt aus (6.6), dass gilt (beachte:Q und exp(tQ) kommutieren)

∂

∂t
exp(tQ) = Q exp(tQ) = exp(tQ)Q, (6.8)

wie man sich durch gliedweise Differentiation der Reihe in (6.6) überzeugt. Demnach gilt für t ≥ 0

∂

∂t
Tt = QTt, d.h. ∀x, y ∈ E ∶

∂

∂t
Tt(x, y) =∑

z

Q(x, z)Tt(z, y)

=∑
z

Q(x, z)(Tt(z, y) − Tt(x, y)), (6.9)

∂

∂t
Tt = TtQ, d.h. ∀x, y ∈ E ∶

∂

∂t
Tt(x, y) =∑

z

Tt(x, z)Q(z, y)

= Tt(x, y)Q(y, y) +∑
z≠y
Tt(x, z)Q(z, y) (6.10)
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Stochastisch: Gleichung (6.9) heißt Kolmogorovs Rückwärtsgleichung, denn gemäß (6.7) gilt

Tt+h(x, y) − Tt(x, y)

h
=

1

h
(Px(Xt+h = y) − Px(Xt = y))

=
1

h
(∑z

Px(Xt+h = y ∣Xh = z)Px(Xh = z) − Px(Xt = y))

=
1

h
(∑z

Tt(z, y)(1{x=z} + hQ(x, z) + o(h)) − Tt(x, y))

= ∑
z

Q(x, z)Tt(z, y) + o(1)

für h ↓ 0; man leitet sie also aus (6.7) her durch ”Rückwärtszerlegung“ des Prozesses X im Intervall
[0, t+h] gemäß dem Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heißt (6.10) Kolmogorovs Vorwärts-
gleichung, sie entsteht durch Zerlegung gemäß dem Wert bei t:

Tt+h(x, y) − Tt(x, y)

h
=

1

h
(∑z

Px(Xt+h = y ∣Xt = z)Px(Xt = z) − Px(Xt = y))

=
1

h
(∑z

Tt(x, z)(1{z=y} + hQ(z, h) + o(h)) − Tt(x, y))

= ∑
z

Tt(x, z)Q(z, y) + o(1)

Sowohl (6.9) als auch (6.10) sind (im Fall ∣E∣ <∞) eindeutig lösbar und beide bestimmen die Halb-
gruppe (es sind beides endliche Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten).

Bemerkung 6.22. In der Situation von Beispiel 6.21 kann man eine ”Version“ von (Xt)t≥0 konstruie-
ren, deren Pfade rechtsstetig mit linken Limiten sind. Seien dazu τ1, τ2, . . . unabhängig und identisch
exponentialverteilt mit Parameter ϱ,

S0 ∶= 0, Sn =
n

∑
i=1
τi für n ∈ N undNt ∶=

∞
∑
n=1

1{Sn≤t}, t ≥ 0.

(Nt)t≥0 ist ein Poisson-Prozess (mit Rate ϱ): Es gilt für 0 = t0 < t1 < ⋯ < tn:

L (Nt1 −Nt0 ,Nt2 −Nt1 , . . . ,Ntn −Ntn−1) =
n

⊗
i=1

Poi(ϱ(ti − ti−1))

(Übung), (Nt)t≥0 ist ein Markovprozess mit unabhängigen, stationären Zuwächsen wie in Bsp. 6.19
(zur Faltungshalbgruppe νt = Poi(ϱt)).

Sei (X̂k)k∈N eine zeitdiskrete Markov-Kette mit Übergangsmatrix p̂, dann leistetXt ∶= X̂Nt , t ≥ 0
das Gewünschte.

Satz 6.23. Ein E-wertiger stochastischer Prozess (Xt)t∈I mit Wahrscheinlichkeitsmaßen (Px)x∈E ist
genau dann ein Markov-Prozess, wenn es einen stochastischen Kern κ∶E ×B(E)⊗I → [0,1] gibt,
sodass für alle x ∈ E, s ∈ I und alle beschränkten, messbaren Funktionen f ∶EI → R gilt

Ex [f((Xt+s)t∈I) ∣Fs] = EXs [f((Xu)u∈I)] = ∫
EI
f(y)κ(Xs, dy) f.s. (6.11)

(Zudem gelte Px(X0 = x) = κ(x,{y ∈ EI ∶ y0 = x}) = 1, um auch Definition 6.13 i) zu erfüllen.)
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Beweis. Es gelte zunächst (6.11). Für t ∈ I ,A ∈B(E) setze f ∶EI → R, y ↦ 1A(yt) in (6.11) ein:

Px(Xt+s ∈ A ∣Fs) = EXs[f(X)] = κt(Xs,A),

also gilt die schwache Markov-Eigenschaft (vgl. Definition 6.13 iii)).

Sei nun umgekehrt (Xt)t∈I ein Markov-Prozess. Betrachte zunächst f von der Form

f(y) = f1(yt1)⋯fn(ytn)

für n ∈ N, t1 < . . . < tn ∈ I und gewisse beschränkte, messbare Funktionen fi. Für n = 1 folgt
(6.11) aus der schwachen Markov-Eigenschaft von (Xt)t∈I . Nehme also an, dass (6.11) für Funktionen
f obiger Form mit einem festen n ∈ N erfüllt sei. Sei f(y) = 1B1(yt1)⋯1Bn+1(ytn+1). Dann gilt

Ex [f((Xt+s)t∈I) ∣Fs] = Ex [1B1(Xs+t1)⋯1Bn+1(Xs+tn+1) ∣Fs]

= Ex [Ex [1B1(Xs+t1)⋯1Bn+1(Xs+tn+1) ∣Ftn+s] ∣Fs]

= Ex [1B1(Xs+t1)⋯1Bn(Xs+tn) ⋅ Px(Xs+tn+1 ∈ Bn+1 ∣Fs+tn) ∣Fs]

= Ex [1B1(Xs+t1)⋯1Bn(Xs+tn) ⋅ PXs+tn
(Xtn+1−tn ∈ Bn+1) ∣Fs]

= EXs [1B1(Xt1)⋯1Bn(Xtn) ⋅ PXtn
(Xtn+1−tn ∈ Bn+1)]

= EXs [1B1(Xt1)⋯1Bn(Xtn) ⋅ PXs(Xtn+1 ∈ Bn+1 ∣Ftn)]

= EXs [EXs [1B1(Xt1)⋯1Bn(Xtn)1Bn+1(Xtn+1) ∣Ftn]]

= EXs [f(X)] , (6.12)

also gilt (6.11) für Linearkombinationen solcher ”Zylinderfunktionen“ und somit (mit den ”üblichen
Approximationsargumenten“) auch für allgemeine f mit n + 1 Faktoren.

Ein weiteres ”übliches“ Approximationsargument zeigt dann, dass (6.11) für beliebige, beschränk-
te, messbare f ∶ EI → R gilt (beachte, dass Zylindermengen mit endlicher Basis einen schnittstabilen
Erzeuger von B(E)⊗I bilden).

Bemerkung. Im Beweis von Satz 6.23, speziell in Formel (6.12), spielt das Symbol X = (Xt)t∈I ge-
wissermaßen mehrere Rollen, speziell beim Übergang von Zeile 4 zu Zeile 5:Xs wird ”außen“ als ”fi-
xierte“ Zufallsvariable betrachtet, andererseits wird bei der Bildung des Erwartungswerts innerhalb
vonEXs[⋯] überXt1 , . . . ,Xtn+1 mit dem MaßPXs gemittelt. Man könnte dies notationell betonen
und eine ”Kopie“ X̃ = (X̃t)t∈I des Prozesses X mit derselben Dynamik einführen. Damit schreibt
sich (6.12) ab Zeile 5 als

. . . = EXs [1B1(X̃t1)⋯1Bn(X̃tn) ⋅ PX̃tn
(X̃tn+1−tn ∈ Bn+1)]

= EXs [1B1(X̃t1)⋯1Bn(X̃tn) ⋅ PXs(X̃tn+1 ∈ Bn+1 ∣Ftn)]

= EXs [EXs [1B1(X̃t1)⋯1Bn(X̃tn)1Bn+1(X̃tn+1) ∣Ftn]]

= EXs [f(X̃)]

Bemerkung 6.24. Sei I = N0.

i) (Xn)n∈N0 ist genau dann eine Markov-Kette, wenn für alle x ∈ E und k ∈ N0 gilt

Lx ((Xn+k)n∈N0 ∣Fk) =LXk
((Xn)n∈N0) .
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ii) Sei (Xn)n∈N0 ein stochastischer Prozess mit Verteilungen (Px)x∈E , wobeiPx(X0 = x) = 1, und
es gebe einen stochastischen Kern κ1∶E ×B(E)→ [0,1]mit

Px(Xs+1 ∈ A ∣Fs) = κ1(Xs,A) f.s.

für alle s ∈ N0 und A ∈B(E). Dann ist (Xn)n∈N0 eine Markov-Kette und die n-Schritt-Über-
gangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch κn = κn−1 ○κ1, n ∈ N. (κn)n∈N ist eine Markov-
Halbgruppe und die Verteilung vonX ist durch κ1 festgelegt.

iii) In der Situation von ii) seiE höchstens abzählbar. Dann ist (Xn)n∈N0 genau dann eine Markov-
Kette bezüglich Fn = σ(X0, . . . ,Xn), wenn es eine stochastische Matrix (p(x, y))x,y∈E gibt,
sodass für alle x0, . . . , xn, y ∈ E mit Px0(X0 = x0, . . . ,Xn = xn) > 0 gilt

Px0(Xn+1 = y ∣X0 = x0, . . . ,Xn = xn) = p(xn, y)

Beweis. i) Ist (E,d) polnisch, so istEN0 auch polnisch, zum Beispiel mit Metrik

dEN0((xn), (yn)) =
∞
∑
n=1

2−n(d(xn, yn) ∧ 1).

Dann ist B(E)⊗N0 = B(EN0), demnach gibt es eine Version der bedingten Verteilung von
(Xn+k)n∈N0 bedingt auf Fk (siehe Satz 6.6).

ii) Lese den Beweis von Satz 6.23 erneut mit ti = i.

iii) IstE diskret, so ist pxy ∶= κ(x,{y}) eine stochastische Matrix.

Bemerkung 6.25 (Formulierung der Markov-Eigenschaft mittels Shifts). Auf (EI ,B(E)⊗I) defi-
niert

(Θtx)u ∶= xt+u

eine messbare Selbstabbildung und es gilt Θt+s = Θs ○ Θt. Wenn X auf kanonische Weise auf
(EI ,B(E)⊗I) definiert ist, so formuliert man (6.11) auch als

Ex [f(X ○Θs) ∣Fs] = EXs [f(X)] .

6.3 Zur starken Markov-Eigenschaft
Definition 6.26. Ein Markov-ProzessX = (Xt)t∈I mit Verteilungen (Px)x∈E hat die starke Markov-
Eigenschaft, falls für jede fast sicher endliche Stoppzeit τ , jedes x ∈ E und jede beschränkte, messbare
Funktion f ∶EI → R gilt

Ex [f((Xτ+t)t∈I) ∣Fτ ] = EXτ [f(X)] Px-f.s.

Satz 6.27. Im Fall I = N0 besitzt jeder Markov-Prozess die starke Markov-Eigenschaft.
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Beweis. FürA ∈Fτ und s ∈ N0 giltA ∩ {τ = s} ∈Fs und somit

Ex [f((Xτ+t)t∈I)1A] = ∑
s∈N0

Ex [f((Xτ+t)t∈I)1A∩{τ=s}] = ∑
s∈N0

Ex [f((Xs+t)t∈I)1A∩{τ=s}]

= ∑
s∈N0

Ex [EXs[f(X)]1A∩{τ=s}] = ∑
s∈N0

Ex [EXτ [f(X)]1A∩{τ=s}]

= Ex [EXτ [f(X)]1A] ,

wobei im vorletzten Schritt die schwache Markov-Eigenschaft bei Zeit s eingeht.

Satz 6.28 (“Spiegelungsprinzip“). SeienY1, Y2, . . . unabhängige und identisch verteilte reelle Zufalls-
variablen mit L (Y1) =L (−Y1). SeiX0 ∶= 0 undXk ∶= ∑

k
i=1 Yi. Dann gilt für n ∈ N und a > 0

P(max
m≤n

Xm ≥ a) ≤ 2P(Xn ≥ a) − P(Xn = a).

Falls P(Y1 ∈ {−1,0,1}) = 1 und a ∈ N, so gilt Gleichheit.

Beweis. (Xk)k∈N0 ist eine Markov-Kette (wir betrachten E = R und Px = L ((Xk + x)k∈N0) für
x ∈ R, um wörtlich an Definition 6.13 anzuknüpfen). Sei a > 0, n ∈ N und

τ ∶= inf{m ∈ N0 ∶Xm ≥ a} ∧ (n + 1).

Setze f(m,X) ∶= 1{m≤n} (1{Xn−m>a} +
1
21{Xn−m=a}) und φ(m,z) ∶= Ez[f(m, (Xk)k∈N0)]. Dann

gilt aufgrund der symmetrischen Verteilung von Y1

φ(m,z)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

≥ 1
2 , fallsm ≤ n und z > a
= 1

2 , fallsm ≤ n und z = a
= 0, fallsm > n

und
f(τ, (Xτ+k)k∈N0) = 1{τ≤n} (1{Xn>a} +

1

2
1{Xn=a}) .

Wegen der starken Markov-Eigenschaft gilt E0[f(τ, (Xτ+k)k∈N0) ∣Fτ ] = φ(τ,Xτ). Weiter ist

{τ ≤ n} = {τ ≤ n} ∩ {Xτ ≥ a} ⊂ {φ(τ,Xτ) ≥
1

2
} ∩ {τ ≤ n} = {φ(τ,Xτ) > 0} ∩ {τ ≤ n},

also

P(Xn > a) +
1

2
P(Xn = a) = E0[f(τ, (Xτ+k)k∈N0)] ≥

1

2
P(τ ≤ n) = 1

2
P(max

m≤n
Xm ≥ a) . (6.13)

Falls Yi nur Werte in {−1,0,1} annimmt und a ∈ N, dann ist {τ ≤ n} = {Xτ = a}, also

{φ(τ,Xτ) > 0} ∩ {τ ≤ n} = {φ(τ,Xτ) =
1

2
} ∩ {τ ≤ n},

das heißt es gilt die Gleichheit in (6.13).
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Beispiel 6.29 (Eine Situation, in der die starke Markov-Eigenschaft nicht gilt). Im Fall I = [0,∞)
fordert man, dass die Filtration (Ft)t≥0 rechtsstetig ist, das heißt

Ft =⋂
s>t

Fs für t ≥ 0

(andernfalls betrachtet man die rechtsstetige Version (F +
t )t≥0 mit F +

t ∶= ⋂s>tFs). Sei E = [0,∞)
und eine Markov-Halbgruppe (κt)t≥0 gegeben durch

κt(x,A) ∶=

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

δx+t(A) , x > 0

e−tδ0(A) + ∫
t

0 e
−sδt−s(A)ds , x = 0

(Xt)t≥0 kann folgendermaßen dargestellt werden: Sei T ∼ Exp(1) und für t ≥ 0

Xt ∶= (t − T1{X0=0})+ + 1{X0≠0}X0.

Sei τ ∶= inf{t ≥ 0 ∣ Xt > 0} = T1{X0=0} (dies ist eine Stoppzeit, da (Ft)t rechtsstetig ist). Dann gilt
(für f ∶ [0,∞)→ R, t > 0)

E0 [f(XT+t) ∣F
+
T ] = f(t) ≠ ∫ f(y)κt(0, dy) = e

−tf(0) + ∫
t

0
e−sf(t − s)ds,

das heißt die starke Markov-Eigenschaft gilt nicht für dieses τ .

6.4 Ergänzung: Feller-Halbgruppen und Generatoren
Eine wichtige Klasse von Markovprozessen in stetiger Zeit bilden die sogenannten Feller-Prozesse, de-
ren Übergangshalbgruppen (Tt)t≥0 (vgl. Bemerkung 6.17) stetige Funktionen in stetige Funktionen
überführen (siehe Definition 6.30 unten). Fellerprozesse besitzen stets die starke Markoveigenschaft
(skizziert in Satz 6.40 unten). Zudem besitzen sie Versionen, deren Pfade rechtsstetig sind und an
jeder Stelle linke Limiten besitzen (sogenannte càdlàg-Pfade, Akronym für frz. continue à droite, li-
mite à gauche), man kann daher für einen Fellerprozess X = (Xt)t≥0 als Zufallsvariable anstelle des
allgemeinen und ”unhandlichen“ WertebereichsE[0,∞) (vgl. Satz 6.16) die MengeD([0,∞),E) al-
ler càdlàg-Funktionen von [0,∞) nach E verwenden, siehe Bericht 6.39 unten. Wir behandeln in
diesem Unterkapitel (nur) einen etwas skizzenhaften Überblick über die zugehörige Theorie, Details
finden sich beispielsweise in [Ka, Ch. 17], [EK, Ch. 1] oder [KW, Kap. 5.4–5.4].

Wir nehmen im Folgenden an: Der Wertebereich istE polnisch und lokalkompakt, wir betrach-
ten kontinuierliche Zeit, d.h. in Definition 6.13 bzw. Definition 6.15 betrachten wir Zeitindexmenge
I = R+. Wir betrachten als ”natürliche“ Familie von Testfunktionen aufE

C0(E) = {f ∶ E → R ∶ f stetig mit lim
x→∞

f(x) = 0}

(Umgebungen von ”∞“ sind die Komplemente kompakter Mengen); man überzeugt sich: ausgestat-
tet mit Supremumsnorm ∣∣f ∣∣ ∶= supx∈E ∣f(x)∣ istC0(E) ein Banachraum.

Definition 6.30. Eine Markov-Übergangshalbgruppe (Tt)t≥0 wie in Bemerkung 6.17 heißt eine
Feller-Halbgruppe, falls gilt
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1. Ttf ∈ C0(E) für f ∈ C0(E), t ≥ 0

2. Ttf(x)Ð→
t↓0

f(x), x ∈ E, f ∈ C0(E)

Ein Markovprozess X = (Xt)t, dessen Übergangshalbgruppe diese Eigenschaften hat, heißt ein
Feller-Prozess.

(Wir werden sehen, dass die Konvergenz in 2. in Definition 6.30 dann tatsächlich gleichmäßig in
x gilt, siehe Satz 6.36 unten.)

Beispiel 6.31 (Pseudo-Poisson-Prozess). κ ∶ E ×B(E) → [0,1] stochastischer Kern, λ ≥ 0, so
definiert

Af(x) ∶= λ∫
E
f(y) − f(x)κ(x, dy), x ∈ E

einen beschränkten linearen Operator aufC0(E) (beachte ∣∣Af ∣∣ ≤ 2λ∣∣f ∣∣) und es ist

Anf(x) = λn∫
E
f(y) − f(x)κn(x, dy)

mit κn = n-fache Verkettung von κmit sich selbst, vgl. Bemerkung und Definition 6.3, ii).
Tt ∶= etA, t ≥ 0 mit

Ttf(x) = e
tAf(x) =

∞
∑
n=0

(λt)n

n! ∫E
f(y) − f(x)κn(x, dy), x ∈ E

ist eine (stark stetige) Markov-Halbgruppe (d.h. ∣∣Tt+sf − Ttf ∣∣→ 0 für s→ 0).
Stochastische Interpretation: (Nt)t≥0 Poissonprozess mit Rate λ, (Xn)n∈N0 zeitdiskrete Mar-

kovkette auf E mit ein-Schritt-Übergangswahrscheinlich gemäß κ (vgl. Bemerkung 6.24), so ist
Ttf(x) = Ex[f(XNt)].

Bemerkung (ein ”elementarer“ Funktionalanalysis-Blickwinkel). A beschränkter linearer Operator
auf C0(E), d.h. ∣∣A∣∣ ∶= supf∈C0(E),∣∣f ∣∣=1 ∣∣Af ∣∣ < ∞, so definiert analog zu (6.6) in Beispiel 6.21 die
Formel Tt ∶= etA ∶= ∑∞n=0 1

n!t
nAn, t ≥ 0 eine (stark stetige) Halbgruppe beschränkter linearer Opera-

toren auf C0(E). Man gewinnt in diesem Fall den ”Generator“ A aus der so erzeugten Halbgruppe
(Tt)t≥0 zurück durch die Formel

Af = lim
t↓0

1

t
(Ttf − f)

(der Grenzwert im Sinne der Supremumsnorm existiert in diesem Fall tatsächlich für jedes f ∈
C0(E)).

Ist umgekehrt eine Feller-Halbgruppe (Tt)t≥0 gegeben, so ist zumindest auf den ersten Blick nicht
klar, ob es wie oben einen solchen ”Generator“ überhaupt gibt und ob der oben betrachtete Grenz-
wert existiert. (Tatsächlich muss man f dafür aus einer geeigneten Teilmenge D ⊂ C0(E) wählen,
i.A.D ⊊ C0(E), siehe Sätze 6.34 und 6.36.)
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Technisch geht man dazu den Weg über die sogenannte Resolvente, siehe die folgende Definiti-
on 6.32 unten. Zur Intuition dazu folgende elementare Beobachtung: Für g ∈ R (g < 0, sagen wir)
bildet bt = etg, t ≥ 0 eine (multiplikative) stetige Halbgruppe ⊂ R+, offenbar ist bsbt = bs+t. Wir
können g aus (bt)t≥0 zurückgewinnen durch die Formel

g = lim
t↓0

1

t
(bt − b0) = lim

t↓0

1

t
(etg − 1)

Andererseits ist aber auch für jedes λ > 0

∫
∞

0
e−λtegt dt = (λ − g)−1

und wir könnten prinzipiell aus dieser Formel g extrahieren (ohne eine Ableitung bilden zu müssen).

Definition und Beobachtung 6.32 (Resolvente). Für λ > 0

Rλf(x) ∶= ∫
∞

0
e−λtTtf(x)dt (6.14)

heißtRλ die (λ-)Resolvente (von (Tt)t≥0, diese ist zumindest wohldefiniert, wenn f beschränkt und
messbar).

Für f ∈ C0(E) gilt Rλf ∈ C0(E) (verwende dominerte Konvergenz, um zu sehen, dass x ↦
∫
∞
0 e−λtTtf(x)dt stetig ist und für x→∞ gegen 0 konvergiert).
Rλ ∶ C0(E)→ C0(E) ist ein beschränkter linearer Operator: es ist für x ∈ E

∣Rλf(x)∣ ≤ ∫
∞

0
e−λt∣∣Ttf ∣∣dt ≤ ∫

∞

0
e−λt∣∣f ∣∣dt =

1

λ
∣∣f ∣∣

(denn jedes Tt ist eine Kontraktion aufC0(E)) und somit

∣∣Rλ∣∣ = sup
f∈C0(E),f /≡0

∣∣Rλf ∣∣

∣∣f ∣∣
≤
1

λ

Lemma 6.33 (Resolventengleichung). Für λ,µ > 0 ist

Rλ −Rµ = (µ − λ)RλRµ (6.15)

Beweis. Sei λ ≠ µ (für λ = µ gilt (6.15) trivialerweise), f ∈ C0(E)

RλRµf(x) = ∫
∞

0
e−λtTt(Rµf)(x)dt = ∫

∞

0
e−λtTt(∫

∞
0 e−µsTsf ds)(x)dt

= ∫
∞

0
∫
∞

0
e−λte−µsTt+sf(x)dsdt = ∫

∞

0
∫
∞

0
e−(µ−λ)se−λ(t+s)Tt+sf(x)dt ds

= ∫
∞

0
e−(µ−λ)s∫

∞

s
e−λuTuf(x)duds = ∫

∞

0
e−λuTuf(x)∫

u

0
e−(µ−λ)s dsdu

= ∫
∞

0
e−λuTuf(x)

1 − e−(µ−λ)u

µ − λ
du

=
1

µ − λ ∫
∞

0
e−λuTuf(x)du −

1

µ − λ ∫
∞

0
e−µuTuf(x)du
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Satz 6.34. 1. λRλ is ein injektiver Kontraktionsoperator aufC0(E) und

∣∣λRλf − f ∣∣Ð→
λ→∞

0 für f ∈ C0(E)

2. Das BildD = {Rλf ∶ f ∈ C0(E)} ⊂ C0(E) liegt dicht in C0(E) und hängt nicht von λ > 0
ab.

3. Es gibt einen OperatorAmit DefinitionsbereichD, so dass

R−1λ = λI −A für λ > 0

4. A und Tt kommutieren für t ≥ 0.

Man nennt den Operator A mit DefinitionsbereichD aus Satz 6.34, 3. den Generator oder Erzeuger
(auch: infinitesimaler Erzeuger) der Übergangshalbgruppe (Tt)t≥0.

Beweisskizze. Wir beobachten zunächst:
a) Es ist

∣∣λRλf ∣∣ ≤ ∫
∞

0
λe−λt∣∣Ttf ∣∣dt ≤ ∫

∞

0
λe−λt∣∣f ∣∣dt = ∣∣f ∣∣

d.h. λRλ ist Kontraktion.
b) Die Resolventengleichung (6.15) zeigt, dassRλ undRµ kommutieren, und dass

Rλ(C0(E)) = Rµ(C0(E)) =∶ D

unabhängig von λ > 0 ist.
c) Für f = R1g mit g ∈ C0(E) ist mit (6.15)

∣∣λRλf − f ∣∣ = ∣∣(λRλ − I)R1g∣∣ = ∣∣(R1 − I)Rλg∣∣ ≤ ∣∣R1 − I ∣∣ ∣∣Rλg∣∣ ≤ ∣∣R1 − I ∣∣
1

λ
∣∣g∣∣Ð→

λ→∞
0

Demnach gilt
∣∣λRλf − f ∣∣Ð→

λ→∞
0 für f ∈ D

Approximation bezüglich der Supremumsnorm liefert, dass dies auch fürf ∈ D (Abschluss bezüglich
der Supremumsnorm) gilt.

1. Nach a) ist λRλ eine Kontraktion und nach c) gilt die behauptete Formel.
Zur Injektivität vonRλ: Sei f ∈ C0(E) undλ0 > 0mitRλ0f = 0. Mit der Resolventengleichung

(6.15) folgt dann Rλf − 0 = (λ − λ0)RλRλ0f = 0, d.h. Rλf = 0 für alle λ > 0. Wegen ∣∣λRλf −

f ∣∣λ→∞ → 0 folgt f ≡ 0. Somit ist Rλ injektiv und es gibt R−1λ ∶ D → C0(E)mit R−1λ Rλ = I (auf
C0(E)) undRλR−1λ = I (aufD)

2. Nach b) hängt D = Rλ(C0(E)) nicht von λ > 0 ab. Dichtheit des Bilds, d.h. D = C0(E)

benötigt etwas ”Funktionalanalysis-Maschinerie“, vgl. z.B. [Ka, S. 371]. Falls D ≠ C0(E), so gäbe
es (mit Satz von Hahn-Banach und dem Rieszschen Darstellungssatz für lineare Funktionale auf
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C0(E)) ein (nicht-triviales) signiertes Maß µ aufE (strenggenommen muss man ggf. zur ein-Punkt-
Kompaktifizierung von E übergehen) mit ∫E Rλf dµ = 0 für alle f ∈ C0(E) und λ > 0 sowie eine
Funktion f ∈ C0(E)mit ∫ f dµ ≠ 0. Dann wäre aber

0 = ∫
E
λRλf dµ = ∫

E
∫
∞

0
λe−λtTff(x)dtµ(dx)Ð→

λ→∞∫E
f(x)µ(dx) ≠ 0

ein Widerspruch.

3. Die Resolventengleichung (6.15) liefertR−1λ f −R−1µ f = (µ − λ)f für f ∈ D (wende auf (6.15) von
linksR−1λ und von rechtsR−1µ an), somit ist

A ∶= λI −R−1λ = µI −R
−1
µ

unabhängig von λ aufD (wohl-)definiert.

4. Tt undRλ kommutieren für t ≥ 0, λ > 0, daher ist

Tt(λI −A)Rλ = Tt = (λI −A)RλTt = (λI −A)TtRλ und somit TtARλ = ATtRλ

Beobachtung 6.35. (Tt)t≥0 ist durch A eindeutig bestimmt: Rλ = (λI − A)−1 ist durch (A,D)
festgelegt und somit für nicht-negatives f ∈ C0(E) und x ∈ E das Maß µf,x auf R+ mit µf,x(dt) =
Ttf(x)dt, da seine Laplace-Transformierte geradeRλf(x) ist. Da t↦ Ttf(x), die Dichte von µf,x,
stetig ist, ist sie durch µf,x festgelegt: Ttf(x) = limε↓0 µf,x([t, t + ε))/ε.

Der folgende Satz verallgemeinert die Vorwärts- und Rückwärtsgleichungen aus dem Kontext
von Beispiel 6.21 mit endlichemE (vgl. (6.10) und (6.9)) auf den allgemeinen Fall.

Satz 6.36. 1. (Tt) ist stark stetig, d.h. ∣∣Ttf − f ∣∣→ 0 für t ↓ 0, es ist

Ttf − f = ∫
t

0
TuAf du, f ∈ D, t ≥ 0

2. Ttf ist differenzierbar in t = 0 für f ∈ D und

d

dt
(Ttf) = TtAf = ATtf, f ∈ D, t ≥ 0

Beweisskizze. Ein entscheidendes Werkzeug ist die ”Yosida-Approximation“ (für λ > 0)

A(λ) ∶= λARλ = λ(λI −R
−1
λ )Rλ = λ(λRλ − I) (6.16)

von A. Offenbar ist A(λ) auf ganz C0(E) definiert, und A(λ) ist der Generator eines Pseudo-
Poisson-Prozesses in Sinne von Beispiel 6.31. Der zugehörige Prozess führt mit Rateλ jeweils Sprünge
gemäß Tτ aus, wobei τ ∼ Exp(λ) (in der Notation von Beispiel 6.31 wähle dort κ(x,A) =
∫
∞
0 λe−λtTt1A(x)dt).

Sei (T (λ)t )t≥0 die zugehörige Übergangshalbgruppe (T (λ)t = etA
(λ) wie in Beispiel 6.31), es gilt

1

h
(T
(λ)
h − I) Ð→

h↓0
A(λ) (6.17)
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(Konvergenz im Sinne der Operatornorm), siehe explizite die Konstruktion in Beispiel 6.31.
a) Mit Satz 6.34, 1. folgt für f ∈ D

A(λ)f = λRλ(Af)Ð→
λ→∞

Af (6.18)

b) Zeige: für f ∈ C0(E), t ≥ 0 istT (λ)t f ,λ ∈ (0,∞) eine Cauchy-Folge (bezüglich Supremumsnorm)
für λ→∞.

Sei zunächst f ∈ D, µ,λ, t > 0:

T
(λ)
t f − T

(µ)
t f = (T

(λ)
t/n )

nf − (T
(µ)
t/n )

nf =
n−1
∑
j=0
((T

(λ)
t/n )

n−1−j(T
(µ)
t/n )

j)(T
(λ)
t/n f − T

(µ)
t/n f)

(beachte: T (λ)
t/n und T (µ)

t/n kommutieren), daher gilt

∣∣T
(λ)
t f − T

(µ)
t f ∣∣ ≤ ∣∣

n−1
∑
j=0
((T

(λ)
t/n )

n−1−j(T
(µ)
t/n )

j)∣∣∣∣T
(λ)
t/n f − T

(µ)
t/n f ∣∣

≤ n∣∣T
(λ)
t/n f − T

(µ)
t/n f ∣∣

= t∣∣
T
(λ)
t/n f − f

t/n
−
T
(µ)
t/n f − f

t/n
∣∣ Ð→
n→∞

t∣∣A(λ)f −A(µ)f ∣∣ (6.19)

(beachte: T (λ)
t/n und T (µ)

t/n sind Kontraktionsoperatoren; wir verwenden (6.17) im letzten Schritt). So-
mit bildet wegen (6.18) tatsächlich T (λ)t f, λ > 0 eine Cauchy-Folge für λ → ∞ und wir halten fest:
die Konvergenz ist gleichmäßig für beschränkte t.

DaD dicht liegt inC0(E) (und alle beteiligten linearen Operatoren beschränkt und somit stetig
sind), gilt diese Konvergenz auch für beliebiges f ∈ C0(E). Wir bezeichnen

T̃tf ∶= lim
λ→∞

T
(λ)
t f, f ∈ C0(E) (6.20)

(T̃t)t≥0 ”erbt“ die Kontraktions- und Halbgruppeneigenschaften der (T (λ)t ).

c) Wir prüfen, dass Tt = T̃t für t ≥ 0 gilt, indem wir verifizieren, dass beide Halbgruppen dieselbe
Resolvente (Rλ)λ>0 besitzen; dann folgt die Behauptung aus Beobachtung 6.35.

Es ist

∣∣T
(µ)
t µRµf − T̃tf ∣∣ = ∣∣T

(µ)
t (µRµf − f) + T

(µ)
t f − T̃tf ∣∣

≤ ∣∣µRµf − f ∣∣ + ∣∣T
(µ)
t f − T̃tf ∣∣ Ð→

µ→∞
0

(beachte T (µ)t ist Kontraktion) und für λ > 0

∫
∞

0
e−λtT

(µ)
t µRµf dt = µ(λI −A

(µ))−1Rµf

= µ((λ + µ)I − µ2Rµ)
−1
Rµf =

µ

λ + µ
Rνf (6.21)
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mit ν = ν(λ,µ) = (λµ)/(λ + µ). Für das letzte Gleichheitszeichen beachte

((λ + µ)I − µ2Rµ)Rν = (λ + µ)Rν − µ
2RµRν

= (λ + µ)Rν − µ
2Rµ −Rν

ν − µ
= (λ + µ)Rµ

gemäß Resolventengleichung (siehe Lemma 6.33). µ→∞ in (6.21) liefert somit

∫
∞

0
e−λtT̃tf dt = Rλf

für λ > 0 wie behauptet (beachte ν = ν(λ,µ)→ λ für µ→∞).

d) Es gilt
∣∣T
(λ)
t f − f ∣∣ Ð→

t↓0
0 für jedes λ > 0

(via explizite stochastische Konstruktion wie in Beispiel 6.31: die Anzahl Sprünge bis t ist Pois(λt),
etc.), mit (6.20) oben gilt daher auch ∣∣Ttf − f ∣∣ → 0 für t ↓ 0. Demnach ist (Tt)t≥0 stark stetig wie
in 1. behauptet.

e) (6.17) oben liefert (T (λ)h − I)/h→ A(λ) mit h ↓ 0 für jedes λ > 0 und allgemein gilt für t > 0

d

dt
T
(λ)
t = A(λ)T

(λ)
t = T

(λ)
t A(λ)

(verwende Halbgruppen-Eigenschaft und starke Stetigkeit von (T (λ)t ); T
(λ)
t undA(λ) kommutieren

nach Satz 6.34) somit auch
T
(λ)
t f − f = ∫

t

0
T
(λ)
u A(λ)f du

für f ∈ D. Mit Approximation von Tt durch T (λ)t und vonA durchA(λ) (siehe (6.20) und (6.18)) ist

∣∣T
(λ)
u A(λ)f − TuAf ∣∣ ≤ ∣∣T

(λ)
u A(λ)f − TuA

(λ)f ∣∣ + ∣∣Tu(A
(λ) −A)f ∣∣

≤ ∣∣T
(λ)
u A(λ)f − TuA

(λ)f ∣∣ + ∣∣(A(λ) −A)f ∣∣Ð→
λ→∞

0

gleichmäßig in u ∈ [0, T ], damit folgt aus obigem auch

Ttf − f = ∫
t

0
TuAf du bzw. Tt+hf − Ttf = ∫

t+h

t
TuAf du

Differentation liefert d
dtTt = TtA und es gilt TtA = ATt nach Satz 6.34.

Bemerkung 6.37. Tatsächlich charakterisisiert die Eigenschaft 2.) aus Satz 6.36 den Definitionsbe-
reichD des Generators, d.h. es gilt

D = {f ∈ C0(E) ∶ lim
h↓0

1

h
(Thf − f) existiert inC0(E)}

Siehe dazu z.B. [Ka, Beweis von Thm. 17.6].
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Beobachtung 6.38. Sei (Xt)t≥0 Markov-Prozess (gemäß Satz 6.16) zur Feller-Übergangshalbgruppe
(Tt)t mit GeneratorA. Dann ist für f ∈ D

Mt ∶= f(Xt) − f(X0) − ∫
t

0
Af(Xs)ds, t ≥ 0

ein Martingal (bezüglich (Ft)t mit Ft = σ(Xs, s ≤ t)):

Ex[Mt+h −Mt ∣Ft] = Ex[f(Xt+h) − f(Xt) ∣Ft] − ∫
t+h

t
Ex[Af(Xs) ∣Ft]ds

= Thf(Xt) − f(Xt) − ∫
t+h

t
TsAf(Xt)ds = 0

nach Satz 6.36.
Weiter ist für f ∈ C0(E), f ≥ 0 der Prozess Yt ∶= e−tR1f(Xt), t ≥ 0 ein (nicht-negatives)

Supermartingal:

Ex[Yt+h ∣Ft] = e
−t(t+h)ThR1f(Xt) = e

−t(t+h)
∫
∞

0
e−uTh+uf(Xt)du

= e−t∫
∞

h
e−sTsf(Xt)ds ≤ e

−tR1f(Xt)

Bericht 6.39. Jeder Feller-Prozess besitzt eine Version mit càdlàg-Pfaden. Die entscheidende Beob-
achtung ist, dass Beobachtung 6.38 für eine dicht liegende Menge von Testfunktionen Supermartin-
gale bereitstellt; man greift dann auf eine sehr allgemeine Regularitätseigenschaft zeitkontinuierlicher
Supermartingale zurück. Siehe z.B. [Ka, Theorem 17.15] für Details.

Die Markov-Eigenschaft gilt auch, wenn man wie in Beispiel 6.29 die Filtration rechtsstetig ver-
vollständigt, d.h. zu F +

t ∶= ⋂s>tFs übergeht (was wir ggf. im Folgenden stillschweigend tun wer-
den).

Satz 6.40. Jeder Feller-Prozess (Xt)t≥0 (mit càdlàg-Pfaden) besitzt die starke Markov-Eigenschaft.

Beweisskizze. Sei τ f.s. endliche Stoppzeit. τn ∶= 1
n⌈nτ⌉ ist ebenfalls Stoppzeit und τn ↘ τ für n →

∞. FürA ∈F +
τ (⊂F +

τn für jedes n) und f ∈ C0(E) ist

Ex[1Af(Xτ+h)] = lim
n→∞

Ex[1Af(Xτn+h)] = lim
n→∞

Ex[1AEXτn
[f(Xh)]] = Ex[1AEXτ [f(Xh)]]

(Wir verwenden für die mittlere Gleichung Satz 6.27: da τn nur Werte auf 1
nN0 annimmt, können wir

hier zum zeitdiskreten Prozess (Xk/n)k∈N0 übergehen; die beiden anderen Gleichungen verwenden
die Rechtsstetigkeit der Pfade vonX , die Feller-Eigenschaft und dominierte Konvergenz.)

Analog zum Fall zeitdiskreter Markovketten heißt ein W’maß µ ∈M1(E) eine invariante Ver-
teilung für den Feller-Prozess X = (Xt)t≥0, wenn Eµ[f(Xt)] = Eµ[f(X0)] für jedes t ≥ 0 und
jedes f ∈ C0(E) gilt. Invariante Verteilungen für diskrete Markovketten lösen bekanntlich ein Glei-
chungssystem, das auf den Übergangswahrscheinlichkeiten basiert (siehe z.B. Abschnitt 6.5.3 unten).
Das Analogon für Feller-Prozesse ist die folgende Charakterisierung mittels des Generators.
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Beobachtung 6.41. µ ∈M1(E) ist genau dann eine invariante Verteilung fürX , wenn

∫
E
Ag(x)µ(dx) = 0 für alle g ∈ D

gilt.
Falls obige Bedingung erfüllt ist, so zeigt Beobachtung 6.38, dass zumindest für f ∈ D

0 = Eµ[f(Xt)] −Eµ[f(X0)] − ∫
t

0
Eµ[Af(Xs)]ds

= Eµ[f(Xt)] −Eµ[f(X0)] − ∫
t

0
∫
E
TsAf(x)µ(dx)ds

= Eµ[f(Xt)] −Eµ[f(X0)] − ∫
t

0
∫
E
ATsf(x)µ(dx)ds = Eµ[f(Xt)] −Eµ[f(X0)]

(wobei wir im dritten SchrittTsA = ATs nach Satz 6.34 verwenden). Dichtheit vonD ⊂ C0(E) zeigt
die Invarianz von µ.

Ist andererseits µ ∈M1(E) invariant, so ist für g ∈ D

∫
E
Ag(x)µ(dx) = ∫

E
lim
h↓0

1

h
(Thg(x) − g(x))µ(dx)

= lim
h↓0

1

h ∫E
(Thg(x) − g(x))µ(dx) = lim

h↓0

1

h
(Eµ[g(Xh)] −Eµ[g(X0)]) = 0

nach Satz 6.36.

Manchmal ist der volle DefinitionsbereichD des GeneratorsA ”unhandlich“ bzw. schwer explizit
zu machen. Dann ist es zum Argumentieren angenehm, sich auf eine kleinere Menge D̃ ⊂ D von Test-
funktionen, einen sogenannten “core”, zurückziehen zu können (z.B. eine Menge von Funktionen
mit ”guten Glattheitseigenschaften“), die aber immer noch reichhaltig genug ist, um den Generator
A zu charakterisieren (und damit auch die zugehörige Übergangshalbgruppe (Tt)t≥0).

Definition 6.42. Ein linearer Operator A mit Definitionsbereich (englisch “domain”)D ⊂ C0(E)

heißt abgeschlossen, wenn sein GraphGA ∶= {(f,Af) ∶ f ∈ D} ⊂ C0(E)2 abgeschlossen inC0(E)2

ist.A heißt abschließbar, wennGA ⊂ C0(E)2 einen (eindeutigen, engl. “single-valued”) OperatorA
definiert (d.h. (f1, g), (f2, g) ∈ GA⇒ f1 = f2).

DaA linear ist, gilt:

A abschließbar g.d.w. D ∋ fn → 0 undAfn → g ⇒ g = 0

Für abgeschlossenesA heißt D̃ ⊂ D ein core, wenn der Abschluss vonA∣D̃ gleichA ist.

Bericht 6.43. Für den GeneratorA einer Feller-Übergangshalbgruppe wie in Satz 6.34 und beliebiges
λ > 0 gilt

1. (A,D) ist abgeschlossen.

2. D̃ core fürA ⇐⇒ (λI −A)D̃ dicht inC0(E)
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3. D̃ ⊂ D dichter linearer Unterraum und TtD̃ ⊂ D̃ für alle t ≥ 0 (D̃ ist ”invariant“)

⇒ D̃ ist ein core fürA

Siehe z.B. [Ka, Lemma 17.8 und Prop. 17.9].

Die Frage, welche linearen Operatoren überhaupt Generatoren von Feller-Halbgruppen sind,
klärt (wenigstens prinzipiell) der folgende Satz.

Satz 6.44 (Hille-Yosida-Theorem3). Ein linearer Operator A ∶ D̃ → C0(E) auf D̃ ⊂ C0(E) ist ab-
schließbar und sein Abschluss A erzeugt eine (möglicherweise sub-Markov-)Feller-Halbgruppe (Tt)t≥0
aufC0(E) g.d.w.

1. D̃ ist dicht inC0(E)

2. das BildR(λ0I −A) ∶= {λ0f −Af ∶ f ∈ D̃} von λ0I −A ist dicht inC0(E) für ein λ0 > 0

3. A erfüllt das positive-Maximum-Prinzip: Für alle x ∈ E und f ∈ D̃ gilt

0 ≤ f(x) =max
y∈E

f(y) Ô⇒ Af(x) ≤ 0

Beweisskizze. “⇒“: FallsA eine Feller-Halbgruppe erzeugt und 0 ≤ f(x) =maxy∈E f(y) gilt, so gilt
Ttf(z) ≤maxy∈E f(y) = f(x) für jedes z ∈ E und somitAf(x) = limh↓0(Thf(x)−f(x))/h ≤ 0;
die beiden anderen Eigenschaften gelten nach Satz 6.34.

“⇐“:A erfülle 1., 2. und 3. oben.
Schritt i) Entscheidende Beobachtung:A erfüllt das positive-Maximum-PrinzipÔ⇒A is dissipativ,
d.h. ∣∣(λI − A)f ∣∣ ≥ λ∣∣f ∣∣ für f ∈ D̃, λ > 0. Sei dazu f ∈ D̃, wähle x ∈ E mit ∣f(x)∣ = ∣∣f ∣∣, setze
g ∶= (signf(x)) f . Es ist g ∈ D̃ und 0 ≤ g(x) = ∣∣g∣∣, somitAg(x) ≥ 0 und

∣∣(λI −A)f ∣∣ ≥ λg(x) −Ag(x) ≥ λg(x) = λ∣∣f ∣∣ (6.22)

Zeige:A ist abschließbar. Seien dazu fn ∈ D̃mit fn → 0 undAfn → g ∈ C0(E) gegeben. Wähle
(gemäß Voraussetzung 1.) eine Folge (gm)m∈N ⊂ D̃mit gm → g, es ist nach (6.22)

∣∣(λI −A)(gm + λfn)∣∣ ≥ λ∣∣gm + λfn∣∣ λ > 0,m,n ∈ N

mit n→∞ (und Division durch λ) folgt ∣∣(I −λ−1A)gm − g∣∣ ≥ ∣∣gm∣∣, mit λ→∞ dann ∣∣gm − g∣∣ ≥
∣∣gm∣∣, mitm→∞ somit 0 = ∣∣0∣∣ ≥ ∣∣g∣∣wie behauptet.

Der Abschluss A (mit Definitionsbereich dom(A)) von A ist ebenfalls dissipativ: Wir approxi-
mieren ein beliebiges f ∈ C0(E) gemäß Voraussetzung 1. durch eine Folge (fn)n ⊂ D̃ und erhalten
aus (6.22)

∣∣(λI −A)f ∣∣ ≥ λ∣∣f ∣∣, f ∈ C0(E), λ > 0 (6.23)
3nach Carl Einar Hille, 1894–1980 und Kōsaku Yosida, 1909–1990. E. Hille, Functional analysis and semi-groups.

American Mathematical Society Colloquium Publications, 31, (1948); K. Yosida, On the differentiability and the repre-
sentation of one-parameter semi-group of linear operators, J. Math. Soc. Japan 1, No. 1, 15-21 (1948).

79



Schritt ii) Zeige:

Λ ∶= {λ > 0 ∶ Bild von λI −A ist gleichC0(E)} = (0,∞)

Dazu zeige:
ii), a) Λ ist abgeschlossen. Seien Λ ∋ λn Ð→

n→∞
λ ∈ (0,∞), g ∈ C0(E). Dann liegt

gn ∶= (λI −A)(λnI −A)
−1g

im BildR(λI −A) und

∣∣gn − g∣∣ = ∣∣(λ − λn)(λnI −A)
−1g∣∣ ≤

∣λ − λn∣

λn
∣∣g∣∣ Ð→

n→∞
0

(wende (6.23) an mit f = (λnI −A)−1g), d.h.R(λI −A) liegt dicht inC0(E).
DaA ein abgeschlossener Operator (nach Definition) und dissipativ ist, istR(λI −A) ⊂ C0(E)

auch abgeschlossen: Seien dom(A) ∋ fn mit limn→∞(λI − A)fn = h ∈ C0(E) für n → ∞, so ist
mit (6.23)

∣∣fn − fm∣∣ ≤
1

λ
∣∣(λI −A)fn − (λI −A)fm∣∣ Ð→

m,n→∞
0

Demnach ist (fn)n Cauchy-Folge und es gibtf ∈ C0(E)mitfn → f fürn→∞. DaA abgeschlossen
ist, ist (λI −A)f = limn→∞(λI −A)fn = h, d.h. h ∈R(λI −A).

Ingesamt folgt:R(λI −A) = C0(E), d.h. λ ∈ Λ.
Zudem zeigt obiges: Rλ ∶= (λI − A)−1 ist für λ ∈ Λ definiert und ein beschränkter linearer

Operator aufC0(E)mit ∣∣Rλ∣∣ ≤ 1/λ:

∣∣Rλf ∣∣ = ∣∣(λI −A)
−1f ∣∣ ≤

1

λ
∣∣f ∣∣ (6.24)

ii), b) Λ ist offen. Sei λ ∈ Λ, für µ > 0 mit ∣µ − λ∣∣∣Rλ∣∣ < 1 ist (vgl. (6.24))

R̃µ ∶=
∞
∑
n=0
(λ − µ)nRn+1

λ

ein beschränkter linearer Operator aufC0(E) und für beliebiges f ∈ C0(E)

(µ −A)R̃µf = (λ −A)R̃µf − (λ − µ)R̃µf =
∞
∑
n=0
(λ − µ)nRn

λf −
∞
∑
n=0
(λ − µ)n+1Rn+1

λ f = f

d.h. µ ∈ Λ. Somit ist (λ − 1/∣∣Rλ∣∣, λ + 1/∣∣Rλ∣∣) ⊂ Λ.
ii), c) Wegen Voraussetzung 2. ist Λ ≠ ∅, daher muss Λ = (0,∞) gelten.

Schritt iii) Zeige: DieRλ aus Schritt ii) haben die Eigenschaften einer Resolvente wie in Lemma 6.33
(Resolventengleichung, siehe (6.15)) Satz 6.34.

Nach obigem ist Rλ für jedes λ > 0 ein beschränkter linearer Operator auf C0(E)mit ∣∣Rλ∣∣ ≤

1/λ.

80



iii), a) Es ist (nach Definition) (λI −A)Rλ = (µI −A)Rµ für λ,µ > 0 und somit

(λI −A)(Rλ −Rµ) = (µ − λ)Rµ Ô⇒ Rλ −Rµ = (µ − λ)RλRµ

(wende Rλ von links auf die erste Identität an, um die zweite zu erhalten). Demnach kommutieren
dieRλ, λ > 0 und erfüllen die Resolventengleichung (6.15).
iii), b) Zeige:

∣∣λRλf − f ∣∣ Ð→
λ→∞

0 für alle f ∈ C0(E)

Für f ∈ dom(A) ist Rλ(λI − A)f = f nach Definition und somit ∣∣λRλf − f ∣∣ = ∣∣RλAf ∣∣ ≤

λ−1∣∣Af ∣∣ → 0 für λ → ∞; wegen dom(A) ⊃ D̃ und Voraussetzung 1. überträgt sich dies auf ganz
C0(E).
iii), b) Zeige:Rλ ist ein positiver Operator (d.h.Rλg ≥ 0 fürC0(E) ∋ g ≥ 0).

Sei g ∈ C0(E) mit g ≥ 0, f ∶= Rλg und somit g = (λI − A)f . Angenommen, es gäbe x ∈ E
mit f(x) < 0. Nach Definition von A gibt es (fn)n ⊂ D̃ mit fn → f und Afn → Af . Demnach
gibt es (zumindest für n genügend groß) xn ∈ E und δ > 0 mit fn(xn) =miny∈E fn(y) ≤ −δ. Nach
Voraussetzung 3. (angewendet auf −fn) istAfn(xn) ≥ 0 und daher

inf
y∈E
(λI −A)fn(y) ≤ (λI −A)fn(xn) ≤ λfn(xn) = λ inf

y∈E
fn(y) ≤ −λδ

Andererseits ist

0 ≤ inf
y∈E

g(y) = inf
y∈E
(λI −A)f(y) = inf

y∈E
lim
n→∞
(λI −A)fn(y)

≤ lim inf
n→∞

inf
y∈E
(λI −A)fn(y) ≤ lim inf

n→∞
(λI −A)fn(xn) ≤ −λδ

ein Widerspruch.

Schritt iv) Analog zum Beweis von Satz 6.36 verwenden wir die Yosida-Approximation (vgl. (6.16))
um aus (Rλ)λ>0 eine Halbgruppe zu gewinnen. Setze

A(λ) ∶= λ(λRλ − I) und T
(λ)
t = etA

(λ)

Da Rλ positive Operatoren sind, gilt dies auch für T (λ)t = etA
(λ) . Wie im Beweis von Satz 6.36

folgt T (λ)t f → Ttf für f ∈ C0(E) mit λ → ∞ gleichmäßig für t aus beschränkten Interval-
len, wobei die Limesobjekte Tt für t ≥ 0 stark stetige, positive Kontraktionsoperatoren sind mit
Rλf = ∫

∞
0 e−λuTuf du fürf ∈ C0(E). Auch die Halbgruppeneigenschaft überträgt sich von (T (λ)t )

im Grenzwert λ→∞ auf (Tt):

(Ts+t − TsTt)f = (Ts+t − T
(λ)
s+t )f + T

(λ)
s (T

(λ)
t − Tt)f + (T

(λ)
s − Ts)Ttf Ð→

λ→∞
0

Da nach Konstruktion (λI − A)−1 = Rλ und (Rλ)λ>0 nach obigem die Resolvente zu (Tt)t≥0
ist, folgt die Behauptung nun aus Satz 6.34 und Beobachtung 6.35.
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Bemerkung 6.45. 1. Der Beweis von Satz 6.44 zeigt auch: das Bild von λI − A liegt dann für jedes
λ > 0 dicht inC0(E).

2. Die Konstruktion aus Satz 6.44 garantiert i.A. nicht, dass Tt1(x) ≡ 1 gilt, d.h. im Allgemei-
nen erhält man eine Halbgruppe von sub-Markov-Übergangsoperatoren. Man kann dann dem Zu-
standsraum einen E zusätzlichen Punkt ∆ als sogenannten ”Friedhofszustand“ hinzufügen und
Tt1{∆}(x) = 1 − Tt1(x) sowie Tt1{∆}(∆) = 1 setzen, um auf E∪̇{∆} eine Markov-Übergangs-
halbgruppe zu gewinnen.

FallsA1 = 0 gilt, so erfüllt die zugehörige ÜbergangshalbgruppeTt1(x) ≡ 1. Es ist dann nämlich
(λI −A)1 = λ1, folglich Rλ1 = λ−11 und A(λ)1 = λ(λRλ − I)1 = 0, somit T (λ)t 1 = 1 für jedes
λ > 0 und Tt1 = limλ→∞ T

(λ)
t 1 = 1.

Beispiele

Beispiel 6.46. Wir können die Beispiele aus Abschnitt 6.2 im Licht obiger Ergebnisse erneut be-
trachten:
1. (Beispiel 6.19 erneut): SeiE = R, (νt)t∈[0,∞) ⊂M1(R) eine Faltungshalbgruppe und

logφν1(t) = ibu −
1

2
σ2u2 + ∫ (e

iux − 1 − 1{∣x∣<1}(x) ⋅ iux) ν(dx)

mit kanonischem Tripel (b, σ2, ν) die zugehörige Lévy-Khinchin-Darstellung (vgl. Satz 5.9). Die zu-
gehörige Übergangshalbgruppe aus Beispiel 6.19, Ttf(x) = ∫R f(x + y)νt(dy) hat GeneratorA

Af(x) = lim
t↓0

Ttf(x) − T0f(x)

t

= bf ′(x) +
1

2
σ2f ′′(x) + ∫

R
(f(x + y) − f(x) − y1{∣y∣<1}f

′(x))ν(dh), x ∈ R

für
f ∈ D = {f ∈ C0(E) ∶ f zweimal stetig differenzierbar mit f ′′ ∈ C0(E)}

(Man kann eine Darstellung wie in Beobachtung 5.7 der Vorlesungsnotizen verwenden und dann
Taylorentwicklung von f inx bis zur zweiten Ordnung betrachten. Details: Übung) Man kann auch
(mit Bericht 6.43, 3.) zeigen, dass z.B. D̃ = {f ∈ D ∶ f ist unendlich oft differenzierbar} ein core für
A ist.

Insbesondere ist der Generator der Übergangshalbgruppe (Tt)t≥0 mit

Ttf(x) = ∫
R
(2πt)−1/2f(x + y) exp(−y2/(2t))dy

der standard-Brownbewegung (Bt)t≥0 (vgl. Kapitel 2, speziell Definition 2.1) der OperatorAf = 1
2f
′′

mit DefinitionsbereichD wie oben.
Analog besitzt σBt + µt, t ≥ 0, die Brownbewegung mit Varianzparameter σ2 > 0 und Driftpa-

rameter µ ∈ R den Generator f ↦ 1
2σ

2f ′′ + µf ′ mit DefinitionsbereichD.

2. (Beispiel 6.21 erneut): Für eine Markovkette (Xt)t≥0 mit endlichem ZustandsraumE und Sprung-
ratenmatrixQ = (Q(x, y))x,y∈E ist der Generator (natürlich)Qf(x) = ∑y∈EQ(x, y)f(y) und der
Definitionsbereich sind (natürlich) alle Funktionen f ∶ E → R.
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Etwas allgemeiner ist für einen Pseudo-Poisson-Prozess aus Beispiel 6.31 der GeneratorAmit De-
finitionsbereichD = C0(E) durch die Formel dort gegeben.

Beispiel 6.47 (Reflektierte bzw. absorbierte Brownbewegung im d = 1). Sei (Bt)t≥0 standard-
Brownbewegung auf R1.
1. Xt ∶= ∣x + Bt∣, t ≥ 0 ist eine reflektierte Brownbewegung mit Start in x ∈ E ∶= [0,∞), die
Übergangshalbgruppe ist gegeben durch

Ttf(x) = E[f(∣x +Bt∣)] = E[f(x +Bt)1{Bt>−x}] +E[f(−x −Bt)1{Bt<−x}]

= Ex[f(Bt)1{Bt≥0}] +E−x[f(Bt)1{Bt≥0}]

und man prüft, dass der Generator gegeben ist durch

Af(x) = lim
t↓0

Ttf(x) − T0f(x)

t
=
1

2
f ′′(x), x ∈ [0,∞)

mit Definitionsbereich

D1 = {f ∈ C0([0,∞)) ∶ f zweimal stetig differenzierbar mit f ′′ ∈ C0([0,∞)) und f ′(0) = 0}

2.Xt ∶= x+Bt∧τ mit τ = inf{t ≥ 0 ∶ Bt = −x} ist eine in 0 absorbierte Brownbewegung mit Start in
x ∈ E ∶= [0,∞), die Übergangshalbgruppe ist gegeben durch

Ttf(x) = E[f(x +Bt∧τ)] = E[f(x +Bt)1{t<τ}] +E[f(0)1{τ≤t}]
= Ex[f(Bt)1{Bt≥0}1{inf{Bu∶u≤t}>0}] +Ex[f(0)1{inf{Bu∶u≤t}≤0}]

= Ex[f(Bt)1{Bt≥0}] −E−x[f(Bt)1{Bt≥0}] + f(0)P0(sup{Bu ∶ u ≤ t} ≥ x)

(wir verwenden hier das Analogon von Satz 6.28, das Spiegelungsprinzip für die Brownsche Bewe-
gung). Man prüft, dass der Generator hier gegeben ist durch

Af(x) = lim
t↓0

Ttf(x) − T0f(x)

t
=
1

2
f ′′(x), x ∈ [0,∞)

nun mit Definitionsbereich

D2 = {f ∈ C0([0,∞)) ∶ f zweimal stetig differenzierbar mit f ′′ ∈ C0([0,∞)) und f ′′(0) = 0}

Insbesondere sieht man, dass es zur Charakterisierung einer Übergangshalbgruppe durch ihren
Generator (A,D) nicht nur auf die ”formale Struktur“ vonA sondern auch auf seinen Definitions-
bereich ankommt.

Zudem zeigen Beispiel 6.47, 1. und 2. zusammen, dass man in Bericht 6.43, 3. auf die Forderung,
dass D̃ invariant unter der Halbgruppe (Tt) ist, nicht verzichten kann:

D1∩D2 = {f ∈ C0([0,∞)) ∶ f zweimal ste. diff’bar mit f ′′ ∈ C0([0,∞)) und f ′(0) = f ′′(0) = 0}

liegt zwar dicht inC0([0,∞)), aber der Abschluss der Einschränkung vonA ∶ f ↦ 1
2f
′′ aufD1∩D2

ist kein Erzeuger einer Feller-Halbgruppe. Andernfalls müsste der zugehörige stochastische Prozess
zugleich eine reflektierte und eine absorbierte Brownbewgung sein, siehe z.B. [L10, Remark 3.57] für
mehr Details.
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Beispiel 6.48. SeiE = R, a ∶ E → (0,∞) und b ∶ E → R seien stetig und

Af(x) =
1

2
a(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x), x ∈ R

für f ∈ DmitD aus Beispiel 6.46, 1.
D liegt dicht in C0(R) und wegen a(⋅) > 0 erfüllt A das positive-Maximum-Prinzip (Satz 6.44,

Voraussetzung 3.). Unter geeigneten Zusatzbedingungen (z.B.a(x) ≤K(1+x2), ∣b(x)∣ ≤K(1+∣x∣)
für einK <∞) erfülltA auch Voraussetzung 2. in Satz 6.44, siehe z.B. [EK, Ch. 8.1]. Demnach gibt
es einen MarkovprozessX = (Xt)t≥0 auf R, dessen Übergangshalbgruppe Generator (A,D) hat.

Vergleich mit Beispiel 6.46, 1. zeigt: ”lokal“, d.h. in der Nähe des Punkts x über kurze Zeiträume
betrachtet, verhält sichX wie eine Brownbewegung mit Varianzparameter a(x) und Driftparameter
b(x).

(Füra(x) = σ2, b(x) = −cxmitσ2, c > 0handelt es sich um einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)

Beispiel 6.49 (Ein stochastisches Ising-Modell auf Zd). d ∈ N, E = {−1,+1}Zd
∋ η = (η(x))x∈Zd

mit Metrik d(η, η′) = ∑x∈Zd e−∣∣x∣∣∣η(x) − η′(x)∣ (die die Produkttopologie erzeugt). Für x ∈ Zd,
η ∈ E sei η(x) ∈ E gegeben durch

η(x)(y) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

−η(x), y = x

η(x), y ≠ x

Setze

D̃ = {f ∶ E → E ∶ f hängt nur von endlich vielen Koordinaten η(x) ab} ( ⊂ C0(E))

und

Af(η) = ∑
x∈Zd

c(x, η)(f(η(x)) − f(η)), f ∈ D̃

mit

c(x, η) =
⎛

⎝
1 + exp (2β∑

y∈Zd ∶
∣∣x−y∣∣=1

η(x)η(y) − hη(x))
⎞

⎠

−1

(6.25)

wobei β > 0 (”inverse Temperatur“) und h ∈ R (”externe Feldstärke“) Parameter sind, vgl. z.B.
[L85, Ch. IV]. A erfüllt das positive-Maximum-Prinzip (Satz 6.44, Voraussetzung 3.); D̃ liegt dicht in
C0(E), die ist nicht allzu schwer zu beweisen via Satz von Stone-Weierstraß (Satz 3.23, siehe auch [L85,
S. 21f] (beachte: E is kompakt); Voraussetzung 2.) in Satz 6.44 ist etwas aufwendiger zu verifizieren,
siehe z.B. [L85, Beweis von Theorem I.3.9].

6.5 Ergänzung: Zu diskreten Markov-Ketten

6.5.1 Grundlegendes Szenario
Es sei E eine abzählbare Menge, p = (pxy)x,y∈E eine stochastische Matrix und X = (Xn)n∈N0 eine
(diskrete) p-Markov-Kette, das heißt

Px0(Xn+1 = y ∣X0 = x0, . . . ,Xn−1 = xn−1,Xn = x) = pxy
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für alle n ∈ N und x0, . . . , xn−1, x, y ∈ E mit Px0(X0 = x0, . . . ,Xn−1 = xn−1,Xn = x) > 0. Wir
notieren die n-ten Potenzen der Übergangsmatrix als pnxy = Px(Xn = y).

Beispiel 6.50 (Erneuerungskette). SeiE = N0, ν = (νk)k∈N ∈M1(N) und p gegeben durch

pi,j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

νj+1, i = 0

1, j = i − 1

0, sonst

Eine Markov-Kette (Xn)n∈N0 mit Übergangsmatrix p und Start in X0 = x0 kann folgendermaßen
dargestellt werden: Seien ξ1, ξ2, . . . ∼ ν unabhängig, T0 ∶= x0, Tm ∶= T0 +∑mk=1 ξk fürm ∈ N und

Xn ∶= inf{Tk − n ∣ k ∈ N0, Tk ≥ n}.

Interpretation: Die Tk sind die ”Erneuerungszeitpunkte“ — man denke an Zeitpunkte, zu denen je-
weils eine defekte Glühbirne ausgetauscht wird —Xn ist dann die ”Restlebensdauer“ der zum Zeit-
punkt n brennenden Birne.

6.5.2 Rekurrenz und Transienz
Definition 6.51. Für x ∈ E sei T (1)x ∶= inf{n > 0 ∣Xn = x} und für k ∈ N, k ≥ 2

T
(k)
x ∶= inf{n > T

(k−1)
x ∣Xn = x}

(mit Setzung T (k)x = ∞, falls T (k−1)x = ∞). T (k)x heißt die k-te Eintrittszeit (auch Rückkehrzeit) von
X in x.

Bemerkung. i) Nach Konvention ist T (1)x > 0, auch bei Start in x.

ii) Die T (k)x sind Stoppzeiten bezüglich (Fn)n mit Fn = σ(X0, . . . ,Xn).

Definition 6.52. Für x, y ∈ E sei

F (x, y) ∶= Px(T (1)y <∞) = P(
∞
⋃
n=1
{Xn = y})

die Wahrscheinlichkeit, bei Start in x jemals y zu erreichen, beziehungsweise für y = x die Wahr-
scheinlichkeit, bei Start in x jemals nach x zurückzukehren.

Lemma 6.53. Für x, y ∈ E und k ∈ N gilt Px(T
(k)
y <∞) = F (x, y)F (y, y)k−1.

Intuitiv: Damit T (k)y <∞ gilt, muss die Kette zunächst y erreichen und dann noch (k − 1)-mal
zurückkehren.
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Beweis. Durch Induktion über k ∈ N. Für k = 1 gilt die Aussage nach Definition von F (x, y). Sei
die Behauptung also für k ∈ N erfüllt. Es gilt

Px(T (k+1)y <∞) = Ex[Px(T (k+1)y <∞ ∣F
T
(k)
y
)1{T (k)y <∞}]

= Ex[Px( inf{n > 0 ∶XT
(k)
y +n = y} <∞ ∣FT (k)y

)1{T (k)y <∞}]

= Ex[PX
T
(k)
y

(T
(1)
y <∞)1{T (k)y <∞}]

= Ex[Py(T (k)y <∞)1{T (k)y <∞}]

= F (y, y)Px(T (k)y <∞) = F (y, y)F (x, y)F (y, y)k−1

= F (x, y)F (y, y)k,

wobei wir in der vierten Zeile die starke Markov-Eigenschaft und in der fünften Zeile die Induktions-
annahme verwendet haben.

Definition 6.54. Ein Zustand x ∈ E heißt (bezüglich p)

• rekurrent, falls F (x,x) = 1,

• positiv rekurrent, falls Ex[T (1)x ] <∞ (also insbesondere F (x,x) = 1),

• nullrekurrent, falls Ex[T (1)x ] =∞ und F (x,x) = 1,

• transient, falls F (x,x) < 1,

• absorbierend, falls pxx = 1.

Die Markov-KetteX heißt (positiv / null-) rekurrent, wenn dies für jeden Zustand gilt.X heißt tran-
sient, wenn jeder rekurrente Zustand absorbierend ist.

Bemerkung. Es gilt: x absorbierend ⇒ x positiv rekurrent ⇒ x rekurrent .

Beispiel. Betrachte folgende Markov-Kette auf E = {1,2, . . . ,8}, wobei die Pfeile positiven Über-
gangswahrscheinlichkeiten entsprechen:

1

2

3

4

5

6

7

8

Zustand 1 ist absorbierend, Zustände 2,3,4,5 sind transient und Zustände 6,7,8 sind (positiv) rekur-
rent.
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Definition 6.55. SeiN(y) ∶= ∑∞n=0 1{Xn=y} die Anzahl der Besuche in y ∈ E. Sei

G(x, y) ∶= Ex[N(y)] =
∞
∑
n=0

pnx,y.

G heißt Greenfunktion4 vonX .

Satz 6.56. Für x, y ∈ E gilt

G(x, y) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

F (x,y)
1−F (y,y) , y ≠ x

1
1−F (y,y) , y = x

mit Konvention 1/0 =∞. Insbesondere istG(x, y) = F (x, y)G(y, y)+ 1{x=y} und y ist genau dann
rekurrent, wennG(y, y) =∞.

Beweis.

G(x, y) = Ex[N(y)] =
∞
∑
k=1

Px(N(y) ≥ k) = 1{x=y} +
∞
∑
k=1

Px(T (k)y <∞)

= 1{x=y} +
∞
∑
k=1

F (x, y)F (y, y)k−1 = 1{x=y} +
F (x, y)

1 − F (y, y)

Satz 6.57. Seix ∈ E rekurrent und es gelteF (x, y) > 0 für ein y ∈ E. Dann ist auch y rekurrent und es
giltF (x, y) = F (y, x) = 1. Fallsx positiv rekurrent ist, so auch y und es giltEx[T (1)y ],Ey[T (1)x ] <∞.

Beweis. Sei ohne Einschränkung y ≠ x. WegenF (x, y) > 0 gibt es ein k ∈ N und x1, . . . , xk ∈ E mit
xk = y, xi ≠ x für i = 1, . . . , k und Px(X1 = x1, . . . ,Xk = xk) > 0. Insbesondere ist pkxy > 0. Es gilt

0 = 1 − F (x,x) = Px(T (1)x =∞) ≥ Px(X1 = x1, . . . ,Xk = xk, T
(1)
x =∞)

= Ex[Px(X1 = x1, . . . ,Xk = xk, T
(1)
x =∞ ∣Fk)]

= Px(X1 = x1, . . . ,Xk = xk)Py(T (1)x =∞),

also Py(T (1)x = ∞) = 0 und damit F (y, x) = 1 − Py(T (1)x = ∞) = 1. Insbesondere gilt pℓyx > 0 für
ein ℓ ∈ N, somit

G(y, y) =∑
∞
n=0 p

n
yy ≥∑

∞
m=0 p

ℓ
yxp

m
xxp

k
xy = p

ℓ
yxp

k
xyG(x,x) =∞

nach Voraussetzung, das heißt y ist rekurrent. Vertauschung der Rollen von x und y zeigt nun auch
F (x, y) = 1.

Sei nun x positiv rekurrent und x1, . . . , xk wie zuvor, dann gilt

∞ > Ex[T (1)x ] ≥ Ex[1{X1=x1,...,Xk=xk}T
(1)
x ] = Ex[Ex[1{X1=x1,...,Xk=xk}T

(1)
x ∣Fk]]

= Ex[1{X1=x1,...,Xk=xk}Ey[T
(1)
x ]] = Px(X1 = x1, . . . ,Xk = xk)Ey[T (1)x ],

demnach ist Ey[T (1)x ] < ∞. Nach Vertauschung der Rollen von x und y erhält man nun auch
Ex[T (1)y ] <∞.

4benannt nach George Green (1793-1841), der ein analoges Objekt in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
eingeführt hat
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Definition 6.58. Eine diskrete Markov-Kette heißt irreduzibel, wenn

F (x, y) > 0 ∀x, y ∈ E.

Bemerkung 6.59. i) Eine irreduzible KetteX besitzt entweder nur rekurrente oder nur transiente
Zustände. Falls ∣E∣ > 1, so gibt es keine absorbierenden Zustände.

ii) Ist ∣E∣ <∞ undX irreduzibel, so istX rekurrent.

Beweis. i) Die Aussage folgt aus Satz 6.57.

ii) Sei x ∈ E. Es gilt

∑
y∈E

G(x, y) =
∞
∑
n=0
∑
y∈E

pnxy =
∞
∑
n=0

1 =∞,

das heißt es gibt ein y mitG(x, y) =∞. Wegen der Irreduzibilität vonX existiert ein k ∈ N mit
pkyx > 0, somit gilt auch

G(x,x) ≥
∞
∑
m=0

pmxyp
k
yx = G(x, y)p

k
yx =∞.

Beispiel 6.60 (Irrfahrten auf Zd). Seien Y1, Y2, . . . unabhängige und identisch verteilte, Zd-wertige
Zufallsvariablen. Sei (Xn)n∈N0 eine Markov-Kette mit Übergangsmatrix pxy = P(Y1 = y − x), das
heißt unter Px ist

(Xn)n∈N0

d
= (x + Y1 +⋯ + Yn).

i) Sei µ ∶= E[Y1] ≠ 0. Dann gilt für jedes x ∈ Zd

Xn

n
→ µ Px-f.s.,

insbesondere ist #{n ∈ N0 ∣Xn = x} <∞ Px-f.s., das heißtX ist transient.

ii) Sei µ ∶= E[Y1] = 0, E[∣∣Y1∣∣2] < ∞, die Kovarianzmatrix C = (Cov[Y1i , Y1,j])i,j=1,...,d sei
invertierbar und die von {y ∣ P(Y1 = y) > 0} erzeugte Gruppe sei Zd. Dann gilt

pn0,0 = P0(Xn = 0) = P(Y1 +⋯ + Yn = 0) ∼
1

(2π)d/2∣det(C)∣1/2nd/2

für n→∞ (lokaler Zentraler Grenzwertsatz, zum Beispiel via Fourier-Inversion). Somit ist

G(0,0) =
∞
∑
n=0

pn0,0

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

=∞, d = 1,2,

<∞, d ≥ 3,

das heißt eine zentrierte Irrfahrt mit endlicher Varianz ist genau dann rekurrent, wenn d ≤ 2.
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6.5.3 Invariante Verteilungen
Für ein Maß µ auf E sei µp({x}) = ∑y∈E µ({y})pyx (Transport von µ durch den Übergangskern
p).

Definition 6.61. Ein (σ-endliches) Maß µ heißt (p-)invariant, falls µp = µ. Ist µ zudem ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß, so heißt es auch eine invariante Verteilung (auch: Gleichgewichtsverteilung) von
p.

Lemma 6.62. Sei jeder Zustand transient. Dann gibt es keine invariante Verteilung für p.

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz 6.56 istG(x, y) = ∑n pnxy <∞, insbesondere gilt pnxy → 0 für
n→∞ für alle x, y ∈ E.

Angenommen µ wäre eine invariante Verteilung. Dann gibt es ein y ∈ E mit µ({y}) > 0, ein
endlichesE′ ⊂ E mit µ(E ∖E′) ≤ 1

4µ({y}) und für genügend großes n ist

max
x∈E′

pnxy <
µ({y})

4µ(E′)
.

Somit folgt

µ({y}) = µp({y}) = ⋯ = µpn({y}) = ∑
x∈E′

µ({x})pnxy + ∑
x∈E∖E′

µ({x})pnxy

≤
1

4
µ({y}) +

1

4
µ({y}) =

1

2
µ({y}),

also ein Widerspruch.

Satz 6.63. Sei x rekurrenter Zustand, dann definiert

µx({y}) ∶= Ex
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

T
(1)
x −1
∑
n=0

1{Xn=y}

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=
∞
∑
n=0

Px(Xn = y, T
(1)
x > x), y ∈ E

ein invariantes Maß µx.

Diese Konstruktion wird auch der ”Zyklus-Trick“ genannt. Intuitiv ist µx({y}) die erwartete
Anzahl Besuche in y während {0,1, . . . , T (1)x −1} und µxp({y}) die erwartete Anzahl Besuche in y
während {1,2, . . . , T (1)x }, diese Anzahlen sind aber wegenX

T
(1)
x
= x gleich.

Beweis. Zeige zunächstµx({y}) <∞ für alle y ∈ E. Es giltµx(x) = 1undµx(y) = 0, fallsF (x, y) =
0. Falls F (x, y) > 0 für y ≠ x, so setze F̂ (x, y) ∶= Px(T (1)y < T

(1)
x ). Dann ist F̂ (x, y) > 0 und
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F̂ (y, x) > 0 und es gilt

Ey
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

T
(1)
x −1
∑
n=0

1{Xn=y}

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 1 +Ey

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

T
(1)
x −1
∑

n=T (1)y

1{Xn=y}1{T (1)y <T (1)x }

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 1 +Ey

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Ey

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

T
(1)
x −1
∑

n=T (1)y

1{Xn=y}1{T (1)y <T (1)x } ∣FT
(1)
y

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 1 +Ey
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1{T (1)y <T (1)x }Ey
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

T
(1)
x −1
∑
n=0

1{Xn=y}

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 1 + (1 − F̂ (y, x))Ey
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

T
(1)
x −1
∑
n=0

1{Xn=y}

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

das heißt

Ey
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

T
(1)
x −1
∑
n=0

1{Xn=y}

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=
1

F̂ (y, x)
.

Damit folgt

µx({y}) = Ex
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

T
(1)
x −1
∑
n=0

1{Xn=y}

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= Ex

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1{T (1)y <T (1)x }

T
(1)
x −1
∑

n=T (1)y

1{Xn=y}

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= Px(T (1)y < T
(1)
x )Ey

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

T
(1)
x −1
∑
n=0

1{Xn=y}

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=
F̂ (x, y)

F̂ (y, x)
<∞

Setze nun pn(x, y) ∶= Px(Xn = y, T
(1)
x > n), dann gilt

µxp({z}) = ∑
y∈E

µx({y})pyz =
∞
∑
n=0
∑
y∈E

pn(x, y)pyz.

1. Fall: x ≠ z. Es gilt

∑
y∈E

pn(x, y) = ∑
y∈E

Px(Xn = y, T
(1)
x > n, Xn+1 = z)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=Px(Xn=y, Xn+1=z, T (1)x >n+1)

= Px(Xn+1 = z, T
(1)
x > n + 1)

und somit wegen p0(x, z) = 0 für x ≠ z

µxp(z) =
∞
∑
n=0

pn+1(x, y)
∞
∑
n=0

pn(x, y) = µx({z}).

2. Fall: x = z. Es gilt

∑
y∈E

pn(x, y)pyx = ∑
y∈E

Px(Xn = y, T
(1)
x > n, Xn+1 = x) = Px(T (1)x = n + 1),

das heißt

µxp({x}) =
∞
∑
n=0
∑
y∈E

pn(x, y)pyz =
∞
∑
n=0

Px(T (1)x = n + 1) = 1 = µx({x}).

Damit ist µx ein invariantes Maß.
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Korollar 6.64. Ist x positiv rekurrent, so definiert

π ∶=
1

Ex[T (1)x ]
µx

eine invariante Verteilung.

Satz 6.65. Eine irreduzible Markov-Kette besitzt höchstens eine invariante Verteilung.

Beweis. Seien π, ν ∈M1(E) invariante Verteilungen. p̃xy ∶= ∑∞n=1 2−npnxy ist eine stochastische Ma-
trix und aufgrund der Irreduzibilität gilt p̃xy > 0 für alle x, y ∈ E.

µ ∶= π − ν ist ein signiertes Maß mit µp̃ = µ und µ(E) = 0. Angenommen µ ist nicht das
Nullmaß, dann gibt es x1, x2 ∈ E mit µ({x1}) < 0 < µ({x2}), somit

∣µ({x1})p̃x1y + µ({x2})p̃x2y∣ < ∣µ({x1})p̃x1y ∣ + ∣µ({x2})p̃x2y ∣ ∀ y ∈ E

und

∥µp̃∥TV =∑
y

∣∑
x

µ({x})p̃xy∣ <∑
y
∑
x

∣µ({x})∣p̃xy =∑
x

∣µ({x})∣ = ∥µ∥TV = ∥µp̃∥TV .

Dies ist ein Widerspruch, µmuss also das Nullmaß sein und somit gilt π = ν.

Satz 6.66. Eine irreduzible Markov-KetteX ist genau dann positiv rekurrent, wenn sie eine (notwen-
digerweise eindeutige) invariante Verteilung π besitzt. Diese ist dann gegeben durch

π({x}) =
1

Ex[T (1)x ]
> 0, x ∈ E.

Beweis. Wenn x positiv rekurrent ist, so gibt es nach Korollar 6.64 eine invariante Verteilung, welche
nach Satz 6.65 eindeutig ist.

Sei nunπ eine invariante Verteilung. Wegenπp = π und der Irreduzibilität vonX giltπ({x}) > 0
für jedes x ∈ E. Setze Pπ ∶= ∑x∈E π({x})Px, das heißt unter Pπ istX0 ∼ π. Für x ∈ E und n ∈ N sei
σ
(n)
x ∶= sup{m ≤ n ∶Xm = x}mit Werten in {0,1, . . . , n} ∪ {−∞}. Für k ≤ n ist

Pπ(σ(n)x = k) = Pπ(Xk = x,Xk+1 ≠ x, . . . ,Xn ≠ x)

= Pπ(Xk = x)Px(X1 ≠ x, . . . ,Xn−k ≠ x)

= π({x})Px(T
(1)
x ≥ n − k + 1),

wobei wir in der zweiten Zeile die Markov-Eigenschaft und in der dritten Zeile die Invarianz von π
ausnutzen. Somit folgt

1 =∑
n

k=0 Pπ(σ
(n)
x = k) + Pπ(σ(n)x = −∞)

(†)
= π({x})∑

n

k=0Px(T
(1)
x ≥ n − k + 1) + Pπ(T (1)x ≥ n + 1).

Weiter gilt wegen der Irreduzibilität und mit monotoner Konvergenz

Pπ(T (1)x ≥ n + 1) =∑
y

π({y})Py(T (1)x ≥ n + 1)ÐÐ→
n→∞

0,

das heißt mit n→∞ folgt aus (†)

1 = π({x})∑
∞
ℓ=1Px(T

(1)
x ≥ ℓ) = π({x})Ex[T (1)x ].

Damit ist Ex[T (1)x ] <∞ und folglich x positiv rekurrent.
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6.5.4 Konvergenz ins Gleichgewicht
Definition 6.67. Für x, y ∈ E seiN(x, y) ∶= {n ∈ N ∣ pnxy > 0}.

i) dx ∶= ggT(N(x,x)) heißt Periode des Zustands x.

ii) Falls dx = dy = d für alle x, y ∈ E, so heißt d die Periode der Markov-KetteX .

iii) X heißt aperiodisch, wenn d = dx = 1 für alle x ∈ E.

Beispiel.

1

2

3

1

2

3

4

aperiodisch Periode d = 2

Lemma 6.68. i) Für x ∈ E gibt es ein nx ∈ N mit pndxxx > 0 für alle n ≥ nx.

ii) Im irreduziblen Fall gilt dx = dy für alle x, y ∈ E.

Beweis. i) Setze Ñ ∶= N(x,x)
dx

, dann ist Ñ ⊂ N0 mit ggt(Ñ) = 1 und Ñ ist abgeschlossen unter
Addition.

Zeige: Es gibt ein n′ ∈ N0 mit n′, n′ + 1 ∈ Ñ . Seien dazu n0, n0 + k ∈ Ñ . Falls k = 1, so ist
n′ = n0. Ist k > 1, so gibt es ein n1 ∈ Ñ mit k ∤ n1, das heißt n1 = mk + r mit m ∈ N
und r ∈ {1, . . . , k − 1}. Es gilt Ñ ∋ (m + 1)(n0 + k) > (m + 1)n0 + n1 ∈ Ñ mit Differenz
(m + 1)k − n1 = k − r < k. Iteriere dieses Argument maximal k mal und erhalte n′.

Sei nun nx ∶= (n′)2. Für n ≥ nx schreibe n = (n′)2 + n − (n′2) = (n′)2 + kn′ + r mit r ∈
{0,1, . . . , n′ − 1} und k ∈ N0, demnach ist n = r(n′ + 1) + (n′ − r + k)n′ ∈ Ñ .

ii) Es giltN(x, y) +N(y, z) ⊂ N(x, z) für alle x, y, z ∈ E, denn pm+nxz ≥ p
m
xyp

n
yz .

Wegen der Irreduzibilität existieren m ∈ N(x, y) und n ∈ N(y, x). Sei k ≥ ny (das heißt kdy ∈
N(y, y)), dann folgtm + kdy ∈ N(x, y) undm + n + kdy ∈ N(x,x), also

dx ∣ (m + n)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈N(x,x)

+kdy für alle k ≥ ny.

Demnach gilt dx ∣ dy und mit vertauschten Rollen von x und y auch dy ∣ dx, das heißt dx = dy.
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Bericht 6.69. Im irreduziblen Fall mit Periode d > 1 kann man E = E0 ⊍E1 ⊍ ⋯ ⊍Ed−1 disjunkt
zerlegen, so dass

pxy > 0, x ∈ Ei ⇒ y ∈ E(i+1) mod d

gilt (vgl. [Kl, Satz 18.4]).

Satz 6.70. SeiX eine aperiodische, irreduzible Markov-Kette mit invarianter Verteilungπ. Dann gilt
für jedes x ∈ E

∑
y∈E
∣Px(Xn = y) − π({y})∣ÐÐ→

n→∞
0.

Beweis. Wir konstruieren eine Kopplung von Px und Pπ.
p(x1,x2),(y1,y2) ∶= px1,y1px2,y2 ist eine irreduzible stochastische Matrix auf E × E (die Irreduzi-

bilität verwendet Lemma 6.68), π({x, y}) ∶= π({x})π({y}) ist zugehörige invariante Verteilung.
Sei (Xn, Yn)n eine p-Markov-Kette mit Startverteilung δx⊗π. Nach Satz 6.66 ist (X,Y ) rekurrent,
insbesondere ist T ∶= inf{n ∈ N0 ∶Xn = Yn} <∞ f.s. und es gilt

P(Xn = y, T ≤ n) =
n

∑
m=0
∑
x

P(T =m,Xm = x,Xn = y)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=P(T=m,Xm=x)pn−mxy =P(T=m,Ym=x)pn−mxy

=
n

∑
m=0
∑
x

P(T =m,Ym = x,Yn = y) = P(Yn = y, T ≤ n),

P(Xn = y) = P(Yn = y, T ≤ n) + P(Xn = y, T > n) ≤ P(Yn = y) + P(Xn = y, T > n)

und analog P(Yn = y) ≤ P(Xn = y) + P(Yn = y, T > n), somit

∑
y∈E
∣Px(Xn = y) − π({y})∣ = ∑

y∈E
∣P(Xn = y) − P(Yn = y)∣ ≤ 2P(T > n)ÐÐ→

n→∞
0.

Beispiel (Erneuerungskette, vgl. Beispiel 6.50). SeiE = N0, ν ∈M1(N) undX eine Markov-Kette
mit Übergangsmatrix p0,j = ν({j + 1}) für j ∈ N0, pi,i−1 = 1 für i ∈ N und pij = 0 sonst.

Sei µ ∶= ∑x∈N xν({x}) <∞ und ggT({x ∶ ν({x}) > 0}) = 1, dann istX aperiodisch, irreduzi-
bel und positiv rekurrent mit (eindeutiger) invarianter Verteilung π, gegeben durch

π({x}) =
1

µ
ν({x + 1, x + 2, . . .}), x ∈ N0

(falls m ∶= sup{x ∶ ν({x}) > 0} < ∞ so muss man wörtlich auf E′ ∶= {0,1, . . . ,m + 1} ein-
schränken).

Beweis. Die Irreduzibilität und Aperiodizität vonX sind klar. Weiter gilt

π({j + 1})pj+1,j + π({0})p0,j =
1

µ
(ν({j + 2, . . .}) ⋅ 1 + 1 ⋅ ν({j + 1})) = π({j}),

somit ist π die invariante Verteilung.
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Satz 6.71 (Diskreter Erneuerungssatz). Mit der Darstellung

Xn ∶= inf {Tk − n ∣ k ∈ N0, Tk ≥ n}

mit ξ1, ξ2, ⋅ ⋅ ⋅ ∼ ν unabhängig, E[ξ1] = µ, T0 ∶= x0 und Tm ∶= x0 + ξ1 +⋯+ ξm fürm ∈ N ergibt sich
aus Satz 6.70

P(∃k ∈ N ∶ Tk = n) = Px0(Xn = 0)ÐÐ→
n→∞

π({0}) =
1

µ
.

6.5.5 Markov-Ketten und Randwertprobleme
Definition 6.72. Sei f ∶E → R, pf(x) ∶= ∑y∈E pxyf(y) (f sei derart, dass die Summe existiert). f
heißt harmonisch (für p), wenn pf = f . f heißt subharmonisch, wenn pf ≥ f und superharmonisch,
falls pf ≤ f .

Bemerkung. Ist f harmonisch und (Xn)n eine p-Markov-Kette, so ist (f(Xn))n ein Martingal.

Definition 6.73. Sei∅ ≠ A ⊂ E und g ∶ A → R beschränkt. f löst das Dirichlet-Problem (zu p − I)
aufE ∖Amit Randwerten g (aufA), wenn gilt

(pf − f)(x) = 0, x ∈ E ∖A,

f(x) = g(x), x ∈ A.

Beobachtung 6.74. Sei (Xn)n p-Markovkette, τA ∶= inf{n ∈ N0 ∶ Xn ∈ A} (die Treffzeit von
A ⊂ E) und es gelte Px(τA <∞) = 1 für alle x ∈ E. Dann löst f(x) ∶= Ex[g(XτA)] das Dirichlet-
Problem mit Randwerten g.

Beweis. Offenbar ist f(x) = g(x) für x ∈ A, denn dann ist Px(τA = 0) = 1. Für x ∉ A gilt wegen
der Markov-Eigenschaft

Ex[g(XτA)∣X1 = y] =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

g(y) = f(y), y ∈ A,

Ey[g(XτA)] = f(y), y /∈ A.

Demnach ist für x ∉ A

f(x) =∑
y

Px(X1 = y)Ex[g(XτA)∣X1 = y] =∑
y

pxyf(y) = pf(x).

Bemerkung. Auch f̃(x) = Ex[g(XτA)1{τA<∞}] löst das Dirichlet-Problem. Ist Px(τA = ∞) > 0,
so kann es verschiedene Lösungen geben.

Sei p̃xy ∶= 1E∖A(x)pxy + 1Aδxy (p̃ ist die Übergangsmatrix von X̃n ∶= Xn∧τA , der inA absorbierten
Kette). Wir treffen folgende Annahme:

∀x ∈ E ∖A,y ∈ E ∶ ∃n ∈ N0 ∶ p̃
n
xy > 0 und inf

x∈E
Px(τA <∞) = 1 (IrrA)
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Satz 6.75 (Maximumprinzip). Es gelte (IrrA). Sei f ∶E → R mit (pf − f)(x) = 0 für x ∈ E ∖A und
es gebe x∗ ∈ E ∖Amit f(x∗) = supx∈E f(x). Dann ist f konstant.

Beweis. Es gilt f(x) = p̃f(x) = ⋯ = p̃nf(x), insbesondere

f(x∗) = p̃nf(x∗) =∑
y

p̃nx∗yf(y) ≤ f(x
∗),

also gilt f(y) = f(x∗) für alle y ∈ {z ∈ E ∣ p̃nx∗z > 0} =∶ An. Nach Annahme ist⋃∞n=1An = E.

Satz 6.76. Unter der Annahme (IrrA) ist für jede beschränkte Funktion g∶A → R das Dirichlet-
Problem mit Randwerten g eindeutig lösbar durch f(x) = Ex[g(XτA)].

Beweis. Seien f1 und f2 Lösungen. Da g beschränkt ist, sind gemäß Satz 6.75 (Maximumprinzip)
auch f1 und f2 beschränkt mit ∣∣f1∣∣∞, ∣∣f2∣∣∞ ≤ ∣∣g∣∣∞.

f̂ ∶= f1 − f2 erfüllt (pf̂ − f̂)∣E∖A ≡ 0 und f̂ ∣A ≡ 0, also muss f̂ ≡ 0 sein, denn ein x∗ ∈ E ∖A
mit f(x∗) > 0 oder −f(x∗) > 0 ergäbe einen Widerspruch zum Maximumprinzip.

Beispiel 6.77 (Einfache Irrfahrt auf Z mit Drift). SeiE = Z, r ∈ (12 ,1) und

pxy = rδy,x+1 + (1 − r)δy,x−1.

φ(x) ∶= (1−rr )
x ist harmonisch. Sei A ∶= ((−∞, a] ∪ [b,∞)) ∩ Z mit −a, b ∈ N und betrachte

g(a) = 1, g(b) = 0. Für a < x < b ist

Px(τ{a} < τ{b}) = Ex[g(XτA)] =
(1−r

r
)
b
− (1−rr )

x

(1−r
r
)
b
− (1−rr )

a
.

6.5.6 Beispiel Gibbs-Sampler und Isingmodell
Das Ising-Modell5 ist ein einfaches thermodynamisches und quantenmechanisches Modell für (Ferro-
) Magnetismus von Kristallen.

• Die Atome sitzen auf den Knoten des Gitters, wir denken an Λ = {0,1, . . . , L − 1}2 für ein
L ∈ N.

• Jedes Atom (i, j) ∈ Λ besitzt ein magnetisches Moment x(i,j) ∈ {−1,+1} (Spin).

• Atome wechselwirken (nur) mit ihren direkten Nachbarn auf dem Gitter, und sie bevorzugen
dieselbe (Spin-) Orientierung wie ihre Nachbarn zu haben.

• Die Energiefunktion eines Zustands x ∈ {±1}Λ ist gegeben durch

H(x) = − ∑
(i,j)∼(i′,j′)

x(i,j)x(i′,j′),

wobei (i, j) ∼ (i′, j′) bedeutet, dass (i, j) und (i′, j′) benachbarte Gitterpunkte sind. Dem-
nach ist die Energie eines Zustands umso kleiner, je mehr ”gleichsinnige“ Nachbarpaare (+/+
oder -/-) es gibt.

5Ernst Ising, 1924
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• Wegen thermischer Fluktuationen ist der (”mikroskopische“) Zustand eines Systems bei Tem-
peratur T > 0 zufällig.

Bei Temperatur T > 0 hat ein Zustand x die Wahrscheinlichkeit

µβ(x) ∶=
1

Zβ
exp ( − βH(x))

mit β = 1
T (inverse Temperatur) und Normierungskonstante (Zustandssumme)

Zβ ∶= ∑
x∈{±1}Λ

exp ( − βH(x)).

µβ ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf {±1}Λ, die Gibbs6-Verteilung (oft auch Boltzmann7-
Verteilung).

Um ”typische“ Konfgurationen im thermischen Gleichgewicht zu beschreiben, müssen wir Er-
wartungswerte bezüglich µβ ausrechnen. Da Zβ eine Summe über 2∣Λ∣ Terme ist, kann man µβ(x)
aber nur sehr schwer ausrechnen (zum Beispiel für ein Gitter der Größe 100 × 100 sind dies 210000 ≈
2 ⋅ 103010 Summanden).

Lösungsvorschlag: Finde eine Markov-Kette (Xn)n∈N0 , die µβ(x) als einziges Gleichgewicht be-
sitzt, denn dann hat (für n≫ 1)Xn (ungefähr) Verteilung µβ .

Gibbs-Sampler. Für (i, j) ∈ Λ, x ∈ {±1}Λ sei x(i,j),+ ∈ {±1}Λ gegeben durch

x
(i,j),+
(i′,j′) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

+1, (i′, j′) = (i, j)

x(i′,j′) (i′, j′) ≠ (i, j)

und analog x(i,j),−. Definiere (A(x, y))x,y∈{±1}Λ durch

A(x,x(i,j),+) ∶=
1

∣Λ∣

µβ(x(i,j),+)

µβ(x(i,j),+) + µβ(x(i,j),−)
,

A(x,x(i,j),−) ∶=
1

∣Λ∣

µβ(x(i,j),−)

µβ(x(i,j),+) + µβ(x(i,j),−)
,

A(x, y) ∶= 0, falls y /∈ ∪(i,j){x(i,j),+, x(i,j),−}

Beachte: A ist eine (irreduzible und aperiodische) stochastische Matrix und man braucht Zβ nicht
zu kennen, umA zu bestimmen. Interpretation vonA: Wähle zufällig einen Gitterpunkt, flippe den
Spin dort gemäß µβ , bedingt auf alle anderen Spins. Es gilt

µβ(y)A(y, z) = µβ(z)A(z, y) für alle y, z ∈ {±1}Λ

(es genügt hier, dies für y = x(i,j),+, z = x(i,j),− für alle x ∈ {±1}Λ, (i, j) ∈ Λ zu prüfen) und somit

∑
z

µβ(z)A(z, y) = µβ(y) für alle y ∈ {±1}Λ.

µβ ist ein (reversibles) Gleichgewicht fürA.
6Josiah Willard Gibbs (1839-1903)
7Ludwig Boltzmann, 1844-1906
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(a) β = 0.2 (b) β = 0.43

Abbildung 6.1: Simulationen eines Zustands gemäß µβ für L = 256

Für einen ”Mikro“-Zustand x{±1}Λ ist

m(x) ∶=
1

∣Λ∣
∑
(i,j)∈Λ

x(i,j)

die Magnetisierung (pro Spin) und

mβ ∶= ∑
x{±1}Λ

µβ(x) ∣m(x)∣

die mittlere (absolute) Magnetisierung bei inverser Temperatur β.
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Kapitel 7

(Etwas) Ergodentheorie

Definition 7.1. Ein stochastischer Prozess (Xn)n∈N0 mit Werten in einem polnischen RaumE heißt
stationär, wenn für allem ∈ N gilt

P((Xn)n∈N0 ∈ ⋅ ) = P((Xn+m)n∈N0 ∈ ⋅ ).

Beispiel. i) SindX1,X2,X3, . . . unabhängig und identisch verteilt, so ist (Xn)n∈N0 stationär.

ii) Ist (Xn)n∈N0 eine Markov-Kette mit invarianter Verteilung π undX0 ∼ π, so ist (Xn)n∈N0 stati-
onär.

iii) Für k ∈ Z seien Yk unabhängige und identisch verteilte, reelle Zufallsvariablen. Seien m ∈ N0,
c0, c1, . . . , cm ∈ R undXn ∶= ∑

m
j=0 cjYn−j (”gleitendes Mittel“). Dann ist (Xn)n∈N0 stationär.

Definition 7.2. Sei (Ω,A ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und τ ∶Ω→ Ω messbar.

i) A ∈ A heißt invariant, falls τ−1(A) = A.

A ∈ A heißt quasi-invariant, falls P(τ−1(A)△A) = 0.

I ∶= {A ∈ A ∣ A invariant} heißt die σ-Algebra der invarianten Ereignisse (auch invariante
σ-Algebra).

ii) τ heißt maßtreu (auch maßerhaltend), falls P(τ−1(A)) = P(A) für alleA ∈ A .

(Ω,A ,P, τ) heißt dann (maßerhaltendes) dynamisches System.

iii) (Ω,A ,P, τ) heißt ergodisch1, wenn I P-trivial ist, das heißt P(A) ∈ {0,1} für alleA ∈ I .

Bemerkung 7.3. Sei (Ω,A ,P, τ) ein maßerhaltendes dynamisches System.

i) Sei f ∶Ω→ R messbar. f ist genau dann I-messbar, wenn f = f ○ τ .

ii) Ist A ∈ I mit P(A) ∈ (0,1), so ist (A,A∣A,P( ⋅ ∣ A), τ∣A) ein maßerhaltendes dynamisches
System (A∣A bezeichnet dabei die Spur-σ-Algebra überA).

1Zur Etymologie des Worts ”ergodisch“ vgl. auch G. Gallavotti, J. Stat. Phys. 78, 1571-1589 (1995).
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Beispiel 7.4 (Rotation des Einheitskreises). SeiΩ = [0,1) (mit ”periodischem Rand“), A =B(Ω),
P das Lebesgue-Maß auf Ω und τr ∶x↦ x + r mod 1 (alternative Parametrisierung via x↦ e2πix).

Sei zunächst r = p
q ∈ (0,1)mit p, q ∈ N teilerfremd. Dann gilt

τ qr (x) = (x + qr)mod 1 = (x + p)mod 1 = xmod 1 = x,

das heißt τr hat periodische Orbits. Sei A0 ∶= [0,
1
2q) und A ∶= ⋃q−1n=0 τ

n
r (A0). Dann ist τ−1r (A) = A

und P(A) = 1
2 ∉ {0,1}, also ist (Ω,A ,P, τr) in diesem Fall nicht ergodisch.

Sei nun r ∈ (0,1) ∖Q. Zeige: Die Orbits liegen dicht.
Setze dazu xn ∶= τnr (0). Es gilt xn ≠ xm für n ≠m, denn sonst wäre rm = rn+k, also r = k

m−n ∈

Q, was zu einem Widerspruch führen würde. Für alleN ∈ N existierenm,n ∈ N0 mit ∣xn −xm∣ < 1
N

(”Schubfachprinzip“), also existiert auch ein k ∈ N mit 0 < xk ≤ 1
N (wähle zum Beispiel k = ∣n−m∣).

Für L ∶= ⌈ 1
xk
⌉ haben 0 < xk < x2k < . . . < xLk < 1 jeweils einen Abstand kleiner gleich 1

N , folglich
liegen die Orbits dicht.

Sei A ∈ I mit P(A) > 0. Zunächst: Falls es ein x ∈ A und ein ε > 0 gibt mit (x − ε, x + ε) ⊂ A,
so folgt

[0,1) =
∞
⋃
n=0

τnr ((x − ε, x + ε)) ⊂ A,

alsoA = [0,1) und somit P(A) = 1.
Für den allgemeinen Fall benutzen wir den Dichtesatz von Lebesgue:

Bericht 7.5 (Dichtesatz von Lebesgue2). Sei λ das Lebesgue-Maß auf R undA ∈B(R)mit λ(A) >
0. Dann gilt für λ( ⋅ ∩A)-fast alle x undBε(x) ∶= (x − ε, x + ε)

lim
ε↘0

λ(A ∩Bε(x))

λ(Bε(x))
= 1,

das heißt
λ({x ∈ A ∣ lim inf

ε↘0

λ(A ∩Bε(x))

λ(Bε(x))
< 1}) = 0.

Es gibt ein x ∈ A mit P(A∩Bε(x))
P(Bε(x)) >

3
4 für 0 < ε < ε0. Falls Ac = ∅, so ist P(A) = 1. Andernfalls

sei y ∈ Ac. Zu ε > 0 gibt es ein n ∈ N mitBε(τnr (x)) ⊂ B2ε(y), demnach

P(Ac ∩B2ε(y))

P(B2ε(y))
=
P(Ac ∩ τnr (Bε(x)))

4ε
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= 1
4ε

P(τnr (Ac∩Bε(x)))

+
P(Ac ∩ (B2ε(y) ∖ τnr (Bε(x))))

4ε
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤ 1
4ε

P(B2ε(y)∖τnr (Bε(x)))= 2ε
4ε
= 1
2

≤
1

4ε
P(Ac ∩Bε(x))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤ 1
4
P(Bε(x))

+
1

2
≤

1

4ε

2ε

4
+
2ε

4ε
=
5

8
.

Damit gilt lim infε↘0
P(Ac∩Bε(y))
P(Bε(y)) < 1 für jedes y ∈ Ac, wonach mit dem Dichtesatz von Lebesgue

P(Ac) = 0 folgt.
Somit ist (Ω,A ,P, τr) für r ∈ (0,1) ∖Q ergodisch.

2Siehe z.B. J. Elstrodt, Maß- und Integrationstheorie, Satz VII.4.9
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Beispiel und Definition 7.6. Sei X = (Xn)n∈N0 ein stochastischer Prozess mit Werten in E, reali-
siert als kanonischer Prozess auf (Ω,A ,P)mit Ω = EN0 , A = B(E)⊗N0 , P = L ((Xn)n∈N0)mit
Xi∶Ω→ E, (x0, x1, . . .)↦ xi und

τ ∶Ω→ Ω, (x0, x1, . . .)↦ (x1, x2, . . .).

Insbesondere giltXn(ω) = X0(τn(ω)).X ist genau dann stationär, wenn (Ω,A ,P, τ) ein maßer-
haltendes dynamisches System ist. Ein stationärer stochastischer ProzessX heißt ergodisch, wenn dies
für (Ω,A ,P, τ) gilt.

Beispiel. i) SindX1,X2, . . .unabhängig und identisch verteilt, so ist (Xn)n ergodisch. (Dies folgt
z.B. mittels Kolmogorovs-0-1-Gesetz.)

ii) Wir werden sehen (siehe Satz 7.13 unten): Aperiodische, irreduzible Markov-Ketten mit invari-
anter Verteilung sind ergodisch.

Satz 7.7 (Ergodensatz). Sei (Ω,A ,P, τ) ein maßerhaltendes dynamisches System,f ∶Ω→ Rmessbar,
Xn ∶= f ○ τn und Sn ∶= ∑n−1j=0 Xj . Falls f ∈ Lp(P) für ein p ≥ 1, so gilt

1

n
Sn =

1

n

n−1
∑
j=0

f ○ τ j ÐÐ→
n→∞

E[X0 ∣ I] f.s. und in Lp.

Die f.s.-Konvergenz-Aussage in Satz 7.7 heißt in der Literatur auch ”Birkhoffs3 individueller Ergo-
densatz“, die Lp-Konvergenz ”von Neumanns4 statistischer Ergodensatz.“

Lemma 7.8 (Hopfs5 Maximal-Ergodenlemma). In der Situation von Satz 7.7 seiX0 ∈ L1 undMn ∶=

max{0, S1, S2, . . . , Sn}. Dann gilt E[X01{Mn>0}] ≥ 0.

Beweis. Für 1 ≤ k ≤ n gilt
X0 +Mn ○ τ ≥X0 + Sk ○ τ = Sk+1,

sowieX0 ≥ S1 −Mn ○ τ . Damit ist

X0 ≥max{S1, . . . , Sn} −Mn ○ τ.

Weiterhin ist

{Mn > 0}
c = {Mn = 0} ∩ {Mn ○ τ ≥ 0} ⊂ {Mn −Mn ○ τ ≤ 0},

also

E[X01{Mn>0}] ≥ E[(max{S1, . . . , Sn} −Mn ○ τ)1{Mn>0}]

= E[(Mn −Mn ○ τ)1{Mn>0}]

≥ E[Mn −Mn ○ τ] = E[Mn] −E[Mn] = 0.

3George David Birkhoff 1884-1944; 1931
4John von Neumann 1903-1957; 1931
5Eberhard Hopf 1902-1983
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Beweis von Satz 7.7. Sei ohne Einschränkung E[X0 ∣ I] = 0 (ansonsten betrachte X̃n ∶= Xn −

E[Xn ∣ I] =Xn −E[X0 ∣ I]). Sei
Z ∶= lim sup

n

1
nSn,

ε > 0 und F ∶= {Z > ε} ∈ I . Weiter sei

Xε
n ∶= (Xn − ε)1F , Sεn ∶=

n−1
∑
k=0

Xε
k und M ε

n ∶=max{0, Sε1, . . . , S
ε
n}.

Für Fn ∶= {M ε
n > 0} gilt F1 ⊂ F2 ⊂ . . . und

∞
⋃
n=1

Fn = {sup
k

1

k
Sεk > 0} = {sup

k

1

k
Sεk > 0} ∩ F = F,

daher folgt mit Lemma 7.8 und monotoner Konvergenz

0 ≤ E[Xε
01Fn]ÐÐ→n→∞

E[Xε
01F ] = E[Xε

0].

Demnach gilt

0 ≤ E[Xε
0] = E[(X0 − ε)1F ] = E[E[(X0 − ε)1F ∣ I]] = E[1F (E[X0 ∣ I] − ε)] = −εP(F ),

das heißt P(F ) = 0 und mit ε ↘ 0 folgt lim supn
1
nSn ≤ 0 f.s. Ersetze nun Xn durch −Xn und

erhalte
1

n
Sn Ð→

n→∞
0 f.s.

Sei nun p ≥ 1 und X0 ∈ Lp. Zeige: {∣ 1nSn∣p ∣ n ∈ N} ist gleichgradig integrierbar. {∣X0∣p}

ist gleichgradig integrierbar, also existiert nach Erinnerung B.23 eine monoton wachsende, konvexe
Funktion φ∶ [0,∞) → [0,∞) mit φ(x)

x → ∞, x → ∞ und E[φ(∣X0∣p)] < ∞. Nach der Jensen-
Ungleichung gilt ∣ 1nSn∣p ≤

1
n ∑

n−1
j=0 ∣Xj ∣p, also folgt wegen der Monotonie und Konvexität von φ

φ(∣
1

n
Sn∣

p) ≤ φ(
1

n

n−1
∑
j=0
∣Xj ∣

p) ≤
1

n

n−1
∑
j=0

φ(∣Xj ∣
p)

und somit
sup
n

E [φ(∣ 1
n
Sn∣

p)] ≤ sup
n

1

n
nE[φ(∣X0∣

p)] = E[φ(∣X0∣
p)] <∞.

Demnach ist {∣ 1nSn∣p ∣ n ∈ N} gleichgradig integrierbar. Dies zusammen mit 1
nSn → 0, n → ∞ f.s.

impliziert dies auch 1
nSn → 0, n→∞ in Lp.

Beispiel 7.9. Sei X eine positiv rekurrente, irreduzible Markovkette auf einer abzählbaren Menge
E. Sei π die eindeutige invariante Verteilung und Pπ ∶= ∑x∈E π({x})Px. Dann istX ein stationärer
Prozess (zum Beispiel aufΩ = EN0 mit τ ∶ (xn)n ↦ (xn+1)n ) und (Ω, (2E)⊗N0 ,Pπ, τ) ist ergodisch.
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Beweis. SeiA ∈ I ⊂ T = ⋂n σ(Xn,Xn+1, . . .). Es gilt Pπ(X ∈ A ∣Fη) = PXη(X ∈ A) für jede f.s.
endliche Stoppzeit η, denn fürB ∈Fη gilt

Eπ[1{X∈B}1{X∈A}] =
∞
∑
n=0
∑
x∈E

Pπ(X ∈ B,η = n,Xn = x, X ∈ A
²
=X○τn∈A

)

=
∞
∑
n=0
∑
x∈E

Pπ(X ∈ B,η = n,Xn = x)Px(X ∈ A)

= Eπ[1{X∈B}PXη(X ∈ A)].

Insbesondere ist mit T (1)x ∶= inf{n > 0 ∣Xn = x} (<∞ f.s., daX irreduzibel und rekurrent) und der
Markov-Eigenschaft

Pπ(X ∈ A) = Eπ[Pπ(X ∈ A ∣FT
(1)
x
)] = Eπ[PX

T
(1)
x

(X ∈ A)] = Eπ[Px(X ∈ A)] = Px(X ∈ A)

für jedes x ∈ E. Somit ist

Pπ(X ∈ A) = PXn(X ∈ A)

= Pπ(X ∈ A
²
=X○τn∈A

∣X0, . . . ,Xn)ÐÐ→
n→∞

Pπ(X ∈ A ∣ σ(X0,X1, . . .)) = 1{X∈A}.

Für beliebigesA ∈ I gilt demnach Pπ(X ∈ A) ∈ {0,1}, das heißt (Ω, (2E)⊗N0 ,Pπ, τ) ist ergodisch.

Bemerkung 7.10. Insbesondere gilt in der Situation von Beispiel 7.9 für jedes f ∈ L1(π)

1

n

n−1
∑
j=0

f(Xj)ÐÐ→
n→∞

Eπ(f(X0)) = ∑
x∈E

π({x})f(x) f.s.

Definition 7.11. Ein maßerhaltendes dynamisches System (Ω,A ,P, τ) heißt mischend, wenn für
alleA,B ∈ A gilt

lim
n→∞

P(A ∩ τ−n(B)) = P(A)P(B).

Ein stochastischer ProzessX = (Xn)n∈N0 mit Werten inE heißt mischend, wenn dies für seine Dar-
stellung als kanonischer Prozess aufEN0 gilt, das heißt

lim
n→∞

P((Xm)m∈N0 ∈ A, (Xm+n)m∈N0 ∈ B) = P(X ∈ A)P(X ∈ B)

(für alle messbaren TeilmengenA,B ⊂ EN0)

Beobachtung 7.12. Ist (Ω,A ,P, τ)mischend, so ist es auch ergodisch.

Beweis. Sei (Ω,A ,P, τ)mischend undA ∈ I . Für allen ∈ N giltP(A) = P(A∩τ−n(A)), demnach
gilt

P(A) = P(A ∩ τ−n(A))ÐÐ→
n→∞

P(A)P(A) = P(A)2

und somit P(A) ∈ {0,1}.
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Bemerkung. Die irrationale Rotation aus Beispiel 7.4 ist ergodisch, aber nicht mischend. Sei τ ∶x↦
x + r mod 1 für x ∈ [0,1) und r ∈ (0,1) ∖Q, so ist τ kn(0) ∈ (14 ,

3
4) für eine Folge kn ↗ ∞. Für

A ∶= [0, 14) istA ∩ τ−kn(A) = ∅, also lim infn P(A ∩ τ−n(A)) = 0 ≠ 1
16 = P(A)2.

Satz 7.13. Ist X = (Xn)n∈N0 eine positiv rekurrente, irreduzible und aperiodische Markov-Kette (auf
einer diskreten MengeE) mit invarianter Verteilung π, so istX mischend.

Beweis. Stelle X dar als kanonischer Prozess auf EN0 . Seien A,B ∈ (2E)N0 und ε > 0. Nach dem
Approximationssatz für Maße gibt es ein N ∈ N und ein Ã ∈ E{0,1,...,N} , sodass mit Aε ∶= Ã ×
EN∖{0,1,...,N} gilt Pπ(A△Aε) < ε.

Weiter gilt (für n > N )

Pπ(Aε ∩ τ−n(B)) = Pπ((X0, . . . ,XN) ∈ Ã, (Xm+n)m∈N0 ∈ B)

= ∑
x,y∈E

Eπ[1Aε1{XN=x}1{Xn=y}1B(Xn,Xn+1, . . .)]

= ∑
x,y∈E

Eπ[1Aε1{XN=x}]p
n−N
xy Py(X ∈ B).

Nach Satz 6.70 gilt pn−Nxy → π({y}) für n→∞, demnach ist

lim
n→∞

Pπ(Aε ∩ τ−n(B)) = ∑
x,y∈E

Eπ[1Aε1{XN=x}]π({y})Py(X ∈ B) = Pπ(Aε)Pπ(B).

Wegen ∣Pπ(Aε ∩ τ−n(B)) − Pπ(A ∩ τ−n(B))∣ ≤ Pπ(Aε△A) < ε folgt

Pπ(Aε)Pπ(B) − ε ≤ lim inf
n

Pπ(A ∩ τ−n(B)) ≤ lim sup
n

Pπ(A ∩ τ−n(B)) ≤ Pπ(Aε)Pπ(B) + ε

und Pπ(Aε)→ Pπ(A) für ε↘ 0, also folgt mit ε↘ 0 die Behauptung.

Bemerkung. Wenn X periodisch ist mit Periode d > 0, so ist X nicht mischend: Wenn man X0

kennt, so weiß man, in welcher ”Periodenklasse“ (vgl. Bericht 6.69) der Pfad zu jedem Zeitpunkt ist.

Satz 7.14. Sei (Xn)n∈N0 ein stationärer Prozess mit Werten in Rd. Sei S0 ∶= 0 und Sn ∶= ∑nk=1Xn

für n ∈ N. IstRn ∶= ∣{S1, . . . , Sn}∣ (die ”Größe des Range“) undA = {Sn ≠ 0∀ n ∈ N}, dann gilt

1

n
Rn ÐÐ→

n→∞
P(A ∣ I) f.s.

Beweis. Wir realisieren (Xn)n∈N0 als kanonischen Prozess auf dem Produktraum, alsoXn =X0 ○τn.
Es gilt

Rn = ∣{1 ≤ k ≤ n ∣ Sl ≠ Sk ∀ l ∈ {k + 1, . . . , n}}∣ ≥ ∣{1 ≤ k ≤ n ∣ Sl ≠ Sk ∀ l > k}∣ =
n

∑
k=1

1A ○ τ
k.

Nach Satz 7.7 folgt demnach

lim inf
n→∞

1

n
Rn ≥ lim inf

n→∞

n

∑
k=1

1A ○ τ
k = P(A ∣ I).
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SeiAm ∶= {Sl ≠ 0 ∀ l = 1, . . . ,m} fürm < n, dann gilt

Rn ≤m + ∣{k ≤ n −m ∣ Sl ≠ Sk ∀ l ∈ {k + 1, . . . , k +m}}∣ =
n−m
∑
k=1

1Am ○ τ
k,

somit folgt wieder nach Satz 7.7

lim sup
n→∞

1

n
Rn ≤ 0 + P(Am ∣ I).

Es giltAm ↘ A, das heißt P(A ∣ I) = lim
m→∞

P(Am ∣ I), also folgt mitm→∞ die Behauptung.
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Anhang A

Zur bedingten Erwartung

Dieses Kapitel dient als Referenz und zur Erinnerung an den Begriff der bedingten Erwartung (einer
Zufallsvariable gegeben eine σ-Algebra). Es werden wichtige Definitionen und Aussagen und Aussa-
gen zusammengestellt, für die Beweise siehe die Literatur, z.B. [St1, Kap. 6], [Kl, Kap. 8], [Wi, Kap. 9]
oder [Ka, Anfang von Kap. 8].

Erinnerung A.1. Sei (Ω,F ,P)W’raum,B ∈F mit P(B) > 0.

P(A ∣ B) = P(A ∩B)
P(B)

, A ∈F

heißt die bedingte Wahrscheinlichkeit vonA, gegebenB.
P( ⋅ ∣ B) definiert durch diese Formel ein W’Maß auf (Ω,F )mit P(B ∣ B) = 1, für Y ∈ L1(P)

ist
E[Y ∣ B] = ∫ Y (ω)P(dω ∣ B) = E[1BY ]

P(B)
.

Bemerkung A.2 (Diskreter Fall der bedingten Erwartung). X und Y ZVn (auf einem W’raum
(Ω,F ,P)), Y ∈ L1(P),X nehme höchstens abzählbar viele Werte x1, x2, . . . an. Setze

f(x) ∶= E[Y ∣ {X = x}] für x ∈ {x1, x2, . . .}

und E[Y ∣X] ∶= f(X).
Offenbar ist E[Y ∣X] σ(X)-messbar (es ist eine Funktion vonX) und fürA ∈ σ(X) gilt

E[Y 1A] = E[E[Y ∣X]1A]

(klar für A = {X = xi} und dann auch für A = {X ∈ B}mit B ⊂ {x1, x2, . . .}; jedes A ∈ σ(X)
hat diese Form).

Wir betrachten im folgenden einen W’raum (Ω,F ,P).

Definition A.3. X ∈ L1(P), G ⊂ F Teil-σ-Algebra. Eine reellwertige ZV Y heißt (eine Version
der) bedingte(n) Erwartung vonX gegeben G (geschrieben E[X ∣ G ]), wenn gilt

i) Y ist G -messbar,
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ii) E[Y 1A] = E[X1A] für alleA ∈ G .

Bemerkung. Äquivalent kann ii) durch ii’) ersetzt werden:

ii’) E[Y ⋅H] = E[X ⋅H] für alle reellwertigen, beschr., G -messbaren ZVH.

Falls G = σ(Z) für eine ZufallsvariableZ , so schreibt man oft auch E[X ∣ Z] ∶= E[X ∣ σ(Z)].

Satz A.4. FürX ∈L 1(P) existiert E[X ∣ G ] und ist eindeutig (bis auf P-f.s.-Gleichheit).

Beweis von Satz A.4 (Eindeutigkeit). Seien Y, Ỹ bedingte Erwartungen.

E[Y ⋅ 1{Y >Ỹ }] = E[X ⋅ 1{Y >Ỹ }] = E[Ỹ ⋅ 1{Y >Ỹ }],

also E[(Y − Ỹ ) ⋅ 1{Y >Ỹ }] = 0⇒ P(Y > Ỹ ) = 0; analog gilt P(Ỹ > Y ) = 0, also Y = Ỹ P-f.s.

Für die Existenz verwenden wir den folgenden Satz über die Existenz und Eindeutigkeit der L2-
Projektion.

Satz A.5. H ⊂ L2(P) abgeschlossener Unterraum. Zu X ∈ L2(P) gibt es (bis auf P-f.s. Gleichheit)
genau ein Y ∈H mit

i) ∣∣Y −X ∣∣2 = inf {∣∣W −X ∣∣2 ∶W ∈H }

ii) E[(X − Y )Z] = 0 für alleZ ∈H

Y ist (die Äquivalenzklasse) der orthogonalen Projektion vonX auf H , auch ProjH (X) geschrieben.

Beweis von Satz A.4 (Existenz). Sei zunächstX ∈ L2(P),

H ∶= {Y ∈ L2(P) ∶ Y ist G -messbar} ⊂ L2(P)

ist ein abgeschlossener Unterraum, Y ∶= ProjH (X) (nach Satz A.5) leistet das Gewünschte.
Beachte:

X ≥ 0 ⇒ Y ∶= E[X ∣ G ] ≥ 0 f.s.,

denn dann ist 0 ≤ E[X1{Y <0}] = E[Y 1{Y <0}].

Sei nunX ∈ L1(P),X ≥ 0 :

Yn ∶= E[X ∧ n ∣G ] ↗
n→∞

Y (≥ 0) (f.s.)

(X ∧n ∈ L2(P), nutze dann obige Monotonie-Eigenschaft, umE[X ∧n ∣ G ] ≤ E[X ∧(n+1) ∣ G ]
f.s. zu sehen), fürA ∈ G gilt

E[X1A] = lim
n→∞

E[(X ∧ n)1A] = lim
n→∞

E[Yn1A] = E[Y 1A]

(mit monotoner Konvergenz).
Für allgemeinesX ∈ L1(P) leistet

Y ∶= E[X+ ∣ G ] −E[X− ∣ G ]

das Gewünschte.
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Satz A.6. X,Y ∈ L1(P), G ⊂F Teil-σ-Algebra.

i) E[aX + bY ∣ G ] = aE[X ∣ G ] + bE[Y ∣ G ] f.s. für a, b ∈ R (Linearität)

ii) X ≤ Y f.s. ⇒ E[X ∣ G ] ≤ E[Y ∣ G ] f.s. (Monotonie)

iii) ∣E[X ∣ G ]∣ ≤ E[∣X ∣ ∣G ] f.s. (Dreiecksungleichung)

iv) Es gelte E[∣XY ∣] <∞ und Y sei G -messbar, dann ist

E[XY ∣ G ] = Y ⋅E[X ∣ G ] f.s.,

insbesondere ist E[Y ∣G ] = Y f.s. (”Herausziehen von Bekanntem“)

v) Sind σ(X) und G unabhängig, so ist E[X ∣ G ] = E[X] f.s. (Verhalten bei Unabhängigkeit)

vi) G ′ ⊂ G Teil-σ-Algebra, so ist

E[E[X ∣ G ] ∣G ′] = E[X ∣ G ′] f.s.,

(”Turmeigenschaft“) insbesondere ist

E[E[X ∣ G ]] = E[X]

vii) 0 ≤Xn ↗X f.s. für n→∞, so gilt

E[Xn ∣ G ] ↗
n→∞

E[X ∣ G ] f.s. und in L1(P)

(monotone Konvergenz)

viii) Xn reelle ZVn mit ∣Xn∣ ≤ Y ∀n undXn →X f.s., so gilt

E[Xn ∣ G ] Ð→
n→∞

E[X ∣ G ] f.s. und in L1(P)

(dominierte Konvergenz)

Satz A.7 (Jensen’sche Ungleichung für die bedingte Erwartung). X ∈ L1(P), k ∶ R → R ∪ {+∞}
konvex, dann gilt

E[k(X) ∣G ] ≥ k(E[X ∣ G ]) f.s.

Bemerkung A.8. X,Y reelle ZVn mit gemeinsamer Dichte fX,Y , d.h.

P((X,Y ) ∈ A) = ∫
A
fX,Y (x, y)λ

⊗2(d(x, y)) fürA ∈ B(R2),

Y ∈ L1(P).
Sei für x ∈ R

fX(x) ∶= ∫
R
fX,Y (x, y)λ(dy) die Marginaldichte vonX,

φ(x) ∶= ∫
R
y
fX,Y (x, y)

fX(x)
λ(dy)1fX(x)>0.
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Dann gilt
E[Y ∣σ(X)] = φ(X) f.s.

denn fürB ∈ B(R) ist

E[1{X∈B}φ(X)] = ∫
R
1B(x)φ(x)fX(x)λ(dx)

= ∫
R
∫
R
1B(x)yfX,Y (x, y)λ(dy) λ(dx)

= ∫
R2

1B(x)yfX,Y (x, y)λ
⊗2(d(x, y)) = E[1{X∈B}Y ].

Bericht A.9. (Zu regulären Versionen bedingter Verteilungen) Wenn Y = 1B für ein Ereignis B ∈
A , so schreibt man gelegentlich auch P(B ∣ G ) = E[Y ∣ G ]. Man muss allerdings etwas vorsichtig
sein bei der Interpretation von P(⋅ ∣ G ) als ein (zufälliges) Maß, da i.A. überabzählbar viele B in
Frage kommen und damit die Kompatibilität der in der Definition der bedingten Erwartung implizit
vorkommenden Nullmengen (vgl. Def. A.3) wenigstens a priori unklar bleibt.

In ”gutartigen“ Fällen ist eine konsistente Wahl möglich, das Stichwort dazu lautet ”reguläre be-
dingte Verteilung einer Zufallsvariable“. Wir skizzieren hier knapp den reellwertigen Fall:

Sei X reellwertige ZV (auf einem W’raum (Ω,F ,P)), G ⊂ F Teil-σ-Algebra. Dann gibt es
einen stochastischen Kern κX ∣G von (Ω,G ) nach (R,B(R))mit

κX ∣G (ω,B) = E[1{X∈B} ∣G ](ω) f.s. für alleB ∈ B(R),

d.h. (vgl. [St1, Def. 5.4] oder [Kl, Def. 8.24])

für jedesB ∈ B(R) ist ω ↦ κX ∣G (ω,B) eine Version von E[1{X∈B} ∣G ] und
für jedes ω ist κX ∣G (ω, ⋅) ein W’maß auf (R,B(R)).

Die Hauptidee besteht darin, das gewünschte Maß κX ∣G (ω, ⋅) auf R anhand seiner Verteilungs-
funktion zu charakterisieren (vgl. [St1, Satz 1.27] oder [Kl, Bsp. 1.44]) die zielführende Beobachtung
ist dann, dass eine Verteilungsfunktion (wegen der Monotonie) bereits durch ihre Werte an abzählbar
vielen Stellen festgelegt ist. Man betrachtet alsoB = (−∞, r], r ∈ Q und setzt

Fr ∶= E[1(−∞,r](X) ∣ G ].

Dann gilt (mit den Eigenschaften der bedingten Erwartung aus Satz A.6) wie gewünscht P-f.s.: Fr ≤
Fr′ , für r < r′, (r, r′ ∈ Q), lim

n→∞
Fr+ 1

n
= Fr für r ∈ Q, lim

n→∞
Fn = 1, lim

n→−∞
Fn = 0.

Wegen der Abzählbarkeit von Q gibt esN ∈F mit P(N) = 0, so dass obiges für ω ∈ Ω∖N und
alle r, r′ ∈ Q gilt. Dann definiert

F̃s ∶=

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

inf{Fr ∶ r ≥ s, r ∈ Q}, ω ∈ Ω ∖N,

F s, ω ∈ N,

wobei F irgendeine Verteilungsfunktion ist, die (zufällige) Verteilungsfunktion von kX,G . Details
finden sich beispielsweise in [Kl, Kap. 8.3, speziell Satz 8.28].
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Man kann dieses Argument relativ leicht erweitern auf die Situation, dass der Wertebereich
(E,B) von X ein sogenannter Standard-Borel-Raum ist (auch der Name Borel’scher Raum ist
üblich), d.h. wenn es ein A ∈ B(R) und eine Bijektion ϕ ∶ E → A gibt, so dass ϕ und ϕ−1 jeweils
messbar sind (dann sind (E,B) und (A,B(A)) isomorph als messbare Räume). Dann ist nämlich
X ′ ∶= ϕ ○X eine reellwertige ZV, und die Argumentation oben greift (vgl. auch [Kl, Satz 8.36]).

Schließlich kann man zeigen, dass jeder separable und vollständige metrische Raum E, verse-
hen mit seiner Borel-σ-Algebra, ein Standard-Borel-Raum ist (siehe z.B. [RW, Bd. 1, Ch. II.82], [Br,
Appendix 7]). Solche Wertebereiche heißen polnische Räume, sie spielen in der allgemeinen Theo-
rie der Stochastik eine wichtige Rolle (beispielsweise sind Rd oder C([0,1]) mit Supremumsnorm
polnisch).
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Anhang B

Martingale (in diskreter Zeit)

Martingale1 sind (u.a.) eine mathematische Formalisierung des Begriffs des fairen Spiels und der Vor-
stellung, dass man dabei nicht auf systematische Weise gewinnen kann. Wir sammeln hier als Referenz
Material aus der Vorlesung Stochastik I, SS 2024, vgl. [St1, Kap. 7]. Siehe auch z.B. [Wi, Teil B], [Kl,
Kap. 9–11], [Ka, Kap. 9].

Wir betrachten sozusagen zum ”Appetit-Anregen“ folgendes Beispiel:

Beispiel B.1. Betrachte eine faire Münzwurffolge, d.h. seienW1,W2, . . . unabhängig und identisch
uniform verteilt auf {K,Z}. Sei

R ∶=min{k ∈ N ∶ (Wk,Wk+1,Wk+2,Wk+3) = (Z,K,Z,K)}.

Zum Zeitpunkt R + 3 können wir sehen, dass das Muster (Z,K,Z,K) zum ersten Mal ”fertig“ ist
(R + 3 ist eine sog. Stoppzeit, siehe Def. B.11 unten).

Um E[R] zu bestimmen stellen wir uns ein ”faires Casino“ vor:

Setze vor dem i-ten Wurf x Euro, erhalte 2x Euro oder 0 Euro je nach Ausgang (und jeder mögliche
Ausgang hat W’keit 1/2). Spieler i steigt in Runde i in das Spiel ein und setzt einen Euro aufZ . Falls
er gewinnt, setzt er in Runde i + 1 zwei Euro auf K . Gewinnt er wieder, setzt er in Runde i + 2 vier
Euro auf Z . Sollte er wieder gewinnen, setzt er in Runde i + 3 acht Euro auf K . Gewinnt er auch
dieses Spiel, hört er auf. Sei nunXi,n der Gewinn des i-ten Spielers nach der n-ten Runde und

Xn ∶=
n

∑
i=1
Xi,n

der Gesamtgewinn aller Spieler nach Runde n. Aufgrund der ”Fairness“ sollte gelten

0 = E[X0] = E[Xn] = E[XR+3]. (∗)

(Wir werden die Theorie hinter (∗) entwickeln, siehe Korollar B.19 unten.)
1Zur farbigen Geschichte des Begriffs Martingal siehe beispielsweise den Artikel von Roger Mansuy, The origins of

the word “martingale”, Electronic Journal for History of Probability and Statistics, Vol. 5 no. 1, (2009), http://www.
jehps.net.
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Zum ZeitpunktR + 3 hat SpielerR einen Gewinn von 15 Euro, SpielerR + 2 hat einen Gewinn
von 3 Euro und die anderenR + 1 Spieler, die bisher mitgespielt haben, haben einen Gewinn von -1
Euro, das heißt

XR+3 = 15 + 3 − (R + 1).

(∗) liefert
0 = E[XR+3] = E[R − 17],

und damit E[R] = 17.

B.1 Grundlegendes
Im Folgenden sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition B.2. Eine Familie (Fn)n=0,1,... von (Teil-) σ-Algebren mit

F0 ⊂F1 ⊂F2 ⊂ . . . ⊂F

heißt Filtration. (Ω,F , (Fn)n=0,1,...,P) heißt filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung B.3. i) Interpretation: Fn enthält diejenigen Ereignisse, die bis zum Zeitpunktn ent-
schieden sind.

ii) Ist X = (Xn)n=0,1,... eine Familie von Zufallsvariablen (ein sog. stochastischer Prozess), so ist
Fn = σ(X1, . . .Xn), n ∈ N0 eine Filtration (die vonX erzeugte Filtration).

Definition B.4. Es sei X = (Xn)n ein stochastischer Prozess und (Fn)n eine Filtration. X heißt
adaptiert (an (Fn)n), wennXn Fn-messbar ist für alle n ∈ N0.

Definition B.5. Es seiX = (Xn)n ein (reellwertiger) stochastischer Prozess und (Fn)n eine Filtra-
tion.X heißt ein Martingal (bzgl. (Fn)n unter P), wenn gilt:

i) X ist adaptiert (an (Fn)n).

ii) Xn ∈ L1(P) für n ∈ N0.

iii) E[Xn+1 ∣Fn] =Xn f.s. für jedes n ∈ N0.

Falls in iii) E[Xn+1 ∣Fn] ≥ Xn gilt, so heißtX ein Submartingal. Falls E[Xn+1 ∣Fn] ≤ Xn gilt, so
heißtX ein Supermartingal.

Bemerkung B.6. Induktiv folgt für ein MartingalX

E[Xn ∣Fm] =Xm f.s. für alle 0 ≤m ≤ n.

(bzw. ”≥“ für ein Sub- und ”≤“ für ein Supermartingal.
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Beispiel B.7. i) Seien Y1, Y2, . . . unabhängige, reelle Zufallsvariablen mit Yn ∈ L1(P) und
E[Yn] = 0 für alle n ∈ N. Sei S0 ∶= 0 und Sn ∶= Y1 + Y2 + . . . + Yn = Sn−1 + Yn für n ∈ N.
Dann ist (Sn)n ein Martingal bezgl. (Fn)n mit Fn = σ(S1, . . . Sn) = σ(Y1, . . . Yn), n ∈ N
(und F0 = {∅,Ω}), denn Sn ∈ L1(P) als Summe von L1(P)-Variablen und es gilt

E[Sn+1 ∣Fn] = E[Sn + Yn+1 ∣Fn] = E[Sn ∣Fn]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=Sn f.s.

+E[Yn+1 ∣Fn]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=E[Yn+1]=0 f.s.

= Sn f.s.

ii) Pólyas Urne: Eine Urne enthalte anfangs s > 0 schwarze undw > 0 weiße Kugeln. Ziehe jeweils
eine Kugel rein zufällig und lege sie zusammen mit einer neuen Kugel der selben Farbe zurück.
Sei Xn die Anzahl weißer Kugeln nach n Zügen und An ∶= Xn

s+w+n der Anteil weißer Kugeln in
der Urne. Dann ist (An)n ein Martingal bzgl. Fn = σ(A0, . . . ,An), denn auf {Xn = k} gilt

E[An+1 ∣Fn] =
k

s +w + n
⋅

k + 1

s +w + n + 1
+
w + s + n − k

s +w + n
⋅

k

s +w + n + 1

=
k

s +w + n
⋅
k + 1 +w + s + n − k

w + s + n + 1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=1

= An.

iii) SeienZ1, Z2, . . . unabhängige, positive Zufallsvariablen mitZn ∈ L1(P) undE[Zn] = 1 für alle
n ∈ N. SeiM0 ∶= 1 undMn ∶= Z1 ⋅Z2 ⋅ . . . ⋅Zn =Mn−1 ⋅Zn für n ∈ N. Dann ist (Mn)n ein Mar-
tingal bezgl. (Fn)n mit Fn = σ(M1, . . .Mn), dennMn ∈ L1(P) als Produkt von unabhängigen
L1(P)-Variablen und es gilt

E[Mn+1 ∣Fn] = E[Mn ⋅Zn+1 ∣Fn] =Mn ⋅E[Zn+1 ∣Fn]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=E[Zn+1]=1 f.s.

=Mn f.s.

Definition B.8. Sei (Fn)n eine Filtration. Ein stochastischer Prozess (Cn)n heißt previsibel (bzgl.
(Fn)n), auch vorhersagbar, wennCn Fn−1-messbar ist für jedes n ∈ N (C0 spielt hier keine Rolle).

Definition B.9. Sei (Xn)n adaptiert und (Cn)n previsibel bzgl. (Fn)n. Setze

(C ●X)0 ∶= 0, (C ●X)n ∶=
n

∑
m=1

Cm(Xm −Xm−1), n ∈ N. (B.1)

Der Prozess C ● X = ((C ● X)n)n∈N0 heißt (diskretes) stochastisches Integral von C bezüglich X .
C ●X ist (offenbar) adaptiert.

Spielinterpretation: C ●X ist ein akkumulierter Gewinnprozess für einen Spieler, der in der m-ten
Runde jeweilsCm-fachen Einsatz setzt.

Lemma B.10. Es sei (Xn)n ein Martingal und (Cn)n ein previsibler Prozess bzgl. (Fn)n. Es gelte
mindestens eine der folgenden drei Bedingungen

i) (Cn)n ist lokal beschränkt, d.h. es gibt Konstanten cn mit ∣Cn∣ ≤ cn f.s. für alle n ∈ N.
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ii) (Xn −Xn−1)n ist lokal beschränkt undCn ∈ L1(P) für alle n ∈ N.

iii) Xn,Cn ∈ L2(P) für alle n ∈ N0.

Dann ist C ●X ein Martingal. Ist Cn ≥ 0 für alle n ∈ N0 und X ein Sub- bzw. Supermartingal, so
auchC ●X .

Beweis. i), ii) oder iii) garantieren, dassCm(Xm −Xm−1) ∈ L1(P), denn für iii) gilt mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

E[∣Cm(Xm −Xm−1)∣] ≤ (E[C2
m])

1
2 (E[(Xm −Xm−1)

2])
1
2 <∞.

Also gilt

E[(C ●X)n+1 ∣Fn] = E[Cn+1(Xn+1 −Xn) ∣Fn]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=Cn+1⋅E[Xn+1−Xn∣Fn]

´ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

=0 f.s.

+E[(C ●X)n ∣Fn]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=(C●X)n f.s.

= (C ●X)n f.s.

Definition B.11. Sei (Fn)n eine Filtration. Eine Zufallsvariable T mit Werten in N0 ∪ {∞} heißt
eine ((Fn)n-)Stoppzeit, wenn {T ≤ n} ∈Fn für alle n ∈ N0 gilt. Für eine Stoppzeit T ist

FT ∶= {A ∈F ∣ A ∩ {T ≤ n} ∈Fn für alle n ∈ N}

eine σ-Algebra, sie heißt die (σ-Algebra der) T -Vergangenheit.

Interpretation: FT enthält diejenigen Ereignisse, die sich zu dem (zufälligen) Zeitpunkt T entschei-
den lassen.

Bemerkung B.12. T ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {T = n} ∈ Fn für alle n ∈ N0, denn
{T = n} = {T ≤ n} ∩ {T ≤ n − 1}

c.

Beispiel B.13. i) Jede Konstante t0 ist eine Stoppzeit.

ii) Es sei (Xn)n ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (E,B) undK ∈B. Dann ist

T ∶= inf {n ∈ N0 ∣Xn ∈K}

(mit Interpretation inf ∅ =∞) eine Stoppzeit, denn {T ≤ n} =
n

⋃
m=0
{Xm ∈K} ∈Fn.

Bemerkung. L ∶= sup{n ∈ N0 ∣Xn ∈K} ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.

Lemma B.14. Sind σ, τ Stoppzeiten, so sind auch σ ∧ τ , σ ∨ τ und σ + τ Stoppzeiten.
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Beweis. Sei n ∈ N0. Es gilt

{σ ∨ τ ≤ n} = {σ ≤ n} ∩ {τ ≤ n} ∈Fn, {σ ∧ τ ≤ n} = {σ ≤ n} ∪ {τ ≤ n} ∈Fn.

Also sind σ ∧ τ und σ ∨ τ Stoppzeiten. Dann sind auch σ ∧ n und τ ∧ n Stoppzeiten, also gilt
insbesondere fürm ≤ n: {σ ∧ n ≤m} ,{τ ∧ n ≤m} ∈Fm ⊂Fn. Dann sind

σ′ ∶= σ ∧ n + 1{σ>n}, τ ′ ∶= τ ∧ n + 1{τ>n}

Fn-messbar, also ist auch σ′ + τ ′Fn-messbar. Somit gilt

{σ + τ ≤ n} = {σ′ + τ ′ ≤ n} ∈Fn,

also ist auch σ + τ eine Stoppzeit.

Bemerkung. σ − τ ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.

Lemma B.15. Sind σ, τ Stoppzeiten mit σ ≤ τ , dann gilt Fσ ⊂Fτ .

Beweis. SeiA ∈Fσ und n ∈ N0. Da {τ ≤ n} ⊂ {σ ≤ n}, gilt

A ∩ {τ ≤ n} = (A ∩ {σ ≤ n})
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈Fn

∩{τ ≤ n} ∈Fn.

Beobachtung B.16. Sei (Fn)n eine Filtration, T eine Stoppzeit mit T < ∞ f.s. und (Xn)n ein ad-
aptierter stochastischer Prozess mit Werten in (E,B). Dann istXT =XT (ω)(ω) eine FT -messbare
Zufallsvariable undX(T ) = (X(T )n )n∈N0 = (XT∧n)n∈N0 ein adaptierter stochastischer Prozess.

Beweis. SeiB ∈B. Dann ist

{XT ∈ B} =
∞
⋃
n=0
{T = n,Xn ∈ B}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈Fn⊂F

∈F ,

also istXT F -messbar. Ebenso gilt

{XT ∈ B} ∩ {T ≤ n} =
n

⋃
k=0
{T = k,Xk ∈ B}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈Fk

⊂Fn,

also istXT FT -messbar.
Weiter istX(T )n =XT∧n messbar bzgl. FT∧n ⊂Fn, d.h. (X(T )n )n ist adaptiert.

Bemerkung B.17. (X(T )n )n ist auch adaptiert an F (T ) ∶= (FT∧n)n.

Lemma B.18. Sei T eine Stoppzeit. Ist (Xn)n ein (Sub- / Super-) Martingal, so auch (X(T )n )n.
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Beweis. Sei Cn ∶= 1{T≥n}, n ∈ N. (Cn)n ist previsibel, denn {T ≥ n} = {T ≤ n − 1}c ∈ Fn−1.
Schreibe

XT∧n =X0 +
T∧n
∑
m=1
(Xm −Xm−1) =X0 +

n

∑
m=1

1{T≥m}(Xm −Xm−1) = (C ●X)n +X0.

Damit folgt die Behauptung aus Lemma B.10.

Korollar B.19. SeiX ein Supermartingal undT eine Stoppzeit. Es gelte mindestens eine der folgenden
Bedingungen

i) T ist beschränkt.

ii) X ist beschränkt, d.h. supn∈N0
∣Xn∣ ≤ c f.s. für ein c ∈ R+, und T <∞ f.s.

iii) E[T ] <∞ und supn∈N ∣Xn −Xn−1∣ ≤ c f.s. für ein c ∈ R+.

Dann gilt E[XT ] ≤ E[X0]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichheit.)

Beweis. Angenommen i) gilt, dann existiert ein m ∈ N mit T ≤ m. Nach Lemma B.18 ist (XT∧n)n
ein Supermartingal, also gilt

E[X0] = E[XT∧0] ≥ E[XT∧m] = E[XT ].

Gilt ii), so istE[XT ] = lim
m→∞

E[XT∧m] ≤ E[X0]mit dem Satz von der dominierten Konvergenz.

Gilt iii), dann folgt T <∞ f.s. undXT∧m ÐÐÐ→
m→∞

XT f.s.
Es gilt

sup
m∈N0

∣XT∧m∣ ≤ sup
m∈N0

(∣X0∣ + (T ∧m) ⋅ c) ≤ ∣X0∣ + cT.

Da ∣X0∣ + cT ∈ L1(P), ist dies eine integrable Majorante für XT∧m und es folgt wiederum mit dem
Satz von der dominierten Konvergenz

E[XT ] = lim
m→∞

E[XT∧m]
i)
≤ E[X0].

Nochmal zu Beispiel B.1. An dieser Stelle haben wir genug Theorie entwickelt, um Beispiel B.1

”rigoros“ behandeln zu können:
R + 3 undX dort erfüllen die Bedingung iii) von Korollar B.19: Es gilt

P(R > 4k) ≤ P((W4j+1,W4j+2,W4j+3,W4j+4) ≠ (Z,K,Z,K) für = j = 0,1, . . . , k − 1)

= (1 − (1/2)4)
k

somit E[R] = ∑∞r=1 P(R ≥ r) <∞, zudem ∣Xn −Xn−1∣ ≤ 1 + 2 + 4 + 8 = 15.
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a

b

X Y = C ●X

Abbildung B.1: Aufkreuzungen

B.2 Martingalkonvergenzsatz
Sei (Xn)n ein adaptierter, reellwertiger Prozess und −∞ < a < b <∞.
SetzeC1 ∶= 1{X0<a} und für n > 1 rekursiv (siehe auch Abbildung B.1)

Cn ∶= 1{Cn−1=1, Xn−1≤b} + 1{Cn−1=0, Xn−1<a}.

(Cn)n ist previsibel. Sei weiter

U
(a,b)
n ∶=

n

∑
k=1

1{Ck=1, Ck+1=0}

die Anzahl der abgeschlossenen Aufkreuzungen von unter a nach über b bis zur Zeit n. U (a,b)n ist
Fn-messbar. Setze Y ∶= C ●X , so gilt

Yn ≥ (b − a)U
(a,b)
n − (Xn − a)

−.

Lemma B.20 (Doobs2 Aufkreuzungslemma). SeiX ein Supermartingal. Dann gilt für alle n ∈ N

E[U (a,b)n ] ≤
1

b − a
E[(Xn − a)

−].

Beweis. Nach Lemma B.10 ist Y = C ●X ein Supermartingal. Also gilt

0 = E[Y0] ≥ E[Yn] ≥ (b − a)E[U (a,b)n ] −E[(Xn − a)
−].

Satz B.21 (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (Xn)n ein Supermartingal mit
supnE[X−n] <∞, dann gibt es einX∞ ∈ L1(P)mitXn →X∞ f.s.

2Joseph L. Doob, 1910-2004
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Beweis. Sei a < b. Es gilt U (a,b)n ↗ U
(a,b)
∞ = supmU

(a,b)
m nach Konstruktion. Da

E[U (a,b)∞ ] = lim
n→∞

E[U (a,b)n ] ≤ sup
n

1

b − a
E[(Xn − a)

−] ≤ sup
n

1

b − a
(E[X−n] + ∣a∣) <∞

ist U (a,b)∞ <∞ f.s. Für

Oa,b ∶= {lim inf
n→∞

Xn < a} ∩ {lim sup
n→∞

Xn > b} ⊂ {U
(a,b)
∞ =∞}

gilt also P(Oa,b) = 0. Damit folgt

P( lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn) = P
⎛
⎜
⎝
⋃
a<b
a,b∈Q

Oa,b

⎞
⎟
⎠
= 0.

MitX∞ ∶= lim supnXn gilt alsoXn →X∞ f.s. Es bleibtX∞ ∈ L1(P) zu zeigen. Es gilt:

E[X−∞] = E[lim inf
n→∞

X−n]
Fatou
≤ lim inf

n→∞
E[X−n] <∞

nach Voraussetzung und

E[X+∞] = E[lim inf
n→∞

X+n] ≤ lim inf
n→∞

E[X+n] = lim inf
n→∞

(E[X−n]+E[Xn]) ≤ E[X0]+sup
n

E[X−n] <∞.

Bemerkung B.22. 1. Die analoge Aussage von Satz B.21 gilt für ein Submartingal (Xn)n mit
supnE[X+n] <∞.

2. In der Situation von Satz B.21 liegt im Allgemeinen keine L1-Konvergenz vor, insbesondere ist
E[X∞] ≠ limn→∞E[Xn] möglich, betrachte zum Beispiel die symmetrische gewöhnliche Irrfahrt
startend in 1, gestoppt bei Erreichen der 0.

B.3 Gleichgradig integrierbare Martingale und optionales
Stoppen

Erinnerung B.23 (z.B. [St1, Def. 3.29 und Bem. 3.32] oder [Kl, Kap. 6.2]). Eine Familie reeller Zu-
fallsvariablen (Xn)n heißt gleichgradig integrierbar, falls

lim
k→∞

sup
n

E[∣Xn∣ ⋅ 1{∣Xn∣≥k}] = 0.

Es gilt:

i) (Xn)n ist genau dann gleichgradig integrierbar, falls ein h∶ [0,∞) → [0,∞) existiert mit
h(x)
x ÐÐ→x→∞

∞ und supnE[h(∣Xn∣)] <∞.

Man kann annehmen, dass h monoton wachsend und konvex ist (vgl. [St1, Satz 3.33] oder [Kl,
Satz 6.19]).
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ii) SeiXn
P
Ð→X∞. Dann giltXn

L1(P)
ÐÐÐ→X∞ genau dann, wenn (Xn)n gleichgradig integrierbar ist.

(”Konvergenzsatz von Vitali“, vgl. [St1, Satz 3.31] oder[Kl, Kor. 6.26]).

Satz B.24. Sei (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert X∞ ∈ L1(P)
mitXn →X∞ f.s. und in L1(P). Es gilt

E[X∞ ∣Fn] ≤Xn f.s. für alle n ∈ N.

(Analog gilt E[X∞ ∣ Fn] ≥ Xn, falls (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Submartingal, und
E[X∞ ∣Fn] =Xn, falls (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Martingal.)

Beweis. Die Existenz von X∞ mit Xn → X∞ f.s. folgt aus Satz B.21. Aufgrund der gleichgradigen
Integrierbarkeit gilt E[∣Xn −X∞∣]ÐÐ→

n→∞
0. Weiter gilt für n ≥m:

E[∣E[X∞ ∣Fm] −E[Xn ∣Fm]∣] = E[∣E[X∞ −Xn ∣Fm]∣] ≤ E[E[∣X∞ −Xn∣ ∣Fm]]

= E[∣X∞ −Xn∣]ÐÐ→
n→∞

0

und damit ist

E[(E[X∞ ∣Fm] −Xm)
+] ≤ E[(E[X∞ ∣Fm] −E[Xn ∣Fm])

+]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

→0

+E[(E[Xn ∣Fm]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤Xm für n>m

−Xm)
+].

Also gilt E[X∞ ∣Fm] ≤Xm f.s.

Satz B.25. Sei Y ∈ L1(P) und (Fn)n eine Filtration. Sei F∞ ∶= σ(Fn, n ∈ N) und Xn ∶= E[Y ∣
Fn]. Dann ist (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Martingal und es gilt

Xn ÐÐ→
n→∞

X∞ ∶= E[Y ∣F∞] f.s. und in L1(P).

Lemma B.26. Y ∈ L1(P) und Fn ⊂ F σ-Algebren, dann ist (E[Y ∣ Fn])n∈N gleichgradig inte-
grierbar.

Beweis. Es existiert (vgl. Erinnerung B.23) ein h∶ [0,∞) → [0,∞) konvex und monoton wachsend
mit h(x)x ÐÐ→x→∞

∞ und E[h(∣Y ∣)] <∞.
Es gilt mit der (bedingten) Jensen-Ungleichung (Satz A.7)

sup
n

E[h(∣E[Y ∣Fn]∣)] ≤ sup
n

E[E[h(∣Y ∣) ∣Fn]] = E[h(∣Y ∣)] <∞.

Beweis von Satz B.25. (Xn)n ist ein Martingal und nach Lemma B.26 gleichgradig integrierbar. Nach
Satz B.24 gilt

Xn Ð→
n→∞

X∞ ∶= lim sup
m→∞

Xm f.s. und in L1(P),

X∞ ist F∞-messbar.
Es bleibtX∞ = E[Y ∣F∞] zu zeigen. Ohne Einschränkung sei Y ≥ 0 (ansonsten betrachte Y +,

Y − separat). Insbesondere ist dannX∞ ≥ 0 f.s.
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FürA ∈F∞ sind µ1(A) ∶= E[X∞1A] und µ2(A) ∶= E[Y 1A] endliche Maße auf (Ω,F∞,P).
SeiA ∈Fm ⊂F∞. Dann gilt

µ1(A) = E[X∞1A] = lim
n→∞

E[Xn1A]
n≥m
= E[Y 1A] = µ2(A).

Da⋃m∈N Fm ein schnittstabiler Erzeuger von F∞ ist, folgt µ1 = µ2 (denn σ-endl. Maße sind durch
Werte auf ∩-stabilem Erzeuger festgelegt, vgl. z.B. [St1, Satz 1.18] oder [Kl, Lemma 1.42]).

Bemerkung. Für ein gleichgradig integrierbares Martingal (Xn)n gilt

E[X∞ ∣Fn] =Xn für alle n ∈ N.

Solche Martingale heißen Doob’sche Martingale.

Satz B.27 (optional-sampling-Theorem). Es sei (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Martingal,
X∞ ∶= limXn und T eine Stoppzeit. Dann ist XT ∈ L1(P) und es gilt E[X∞ ∣ FT ] = XT f.s. Ins-
besondere gilt E[XT ] = E[X∞] = E[X0]. Ist S eine Stoppzeit mit S ≤ T , so gilt E[XT ∣ FS] = XS

f.s.

Lemma B.28. Sei (Xn)n ein Supermartingal und T eine Stoppzeit mit T ≤ m f.s. für ein m ∈ N.
Dann istXT ∈ L1(P) und es gilt E[Xm ∣FT ] ≤XT f.s. Im Falle eines Martingals gilt Gleichheit.

Beweis. Nach Lemma B.18 ist (XT∧n)n ein Supermartingal. Es giltXT ∈ L1(P), dennXT = XT∧m
f.s. FürA ∈FT gilt

E[Xm1A] =
m

∑
n=0

E[Xm1A∩{T=n}
´ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈Fn

] ≤
m

∑
n=0

E[Xn1A∩{T=n}] = E [(
m

∑
n=0

Xn1{T=n})1A] = E[XT1A].

Lemma B.29. Ist (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Martingal, so ist {XT ∣ T Stoppzeit} gleich-
gradig integrierbar.

Beweis. Da (Xn)n gleichgradig integrierbar ist, existiert (vgl. Erinnerung B.23) ein h∶ [0,∞) →

[0,∞) konvex und monoton wachsend mit h(x)
x ÐÐ→

x→∞
∞ und supn∈N0

E[h(∣Xn∣)] =∶ M < ∞.
Sei T eine Stoppzeit und n ∈ N. Es gilt

E[h(∣XT ∣)1{T≤n}] = E[h(∣XT∧n∣)1{T≤n}]
B.28
= E[h(∣E[Xn ∣FT∧n]∣)1{T≤n}]

≤ E[h(E[∣Xn∣ ∣FT∧n])1{T≤n}] = E[E[h(∣Xn∣)1{T≤n} ∣FT∧n]]

≤M.

Mit n→∞ folgt E[h(∣XT ∣)1{T<∞}] ≤M , das heißt

sup
T Stoppzeit

E[h(∣XT ∣)] ≤ 2M <∞.
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Beweis von Satz B.27. Nach Satz B.25 gilt E[X∞ ∣Fm] =Xm f.s. und nach Lemma B.28 ist

E[Xm ∣FT∧m] =XT∧m f.s.

Also ist
E[X∞ ∣FT∧m] = E[E[X∞ ∣Fm] ∣FT∧m] =XT∧m f.s.

Sei nunA ∈FT . Dann istA∩{T ≤m} ∈FT∧m, denn fürn ∈ N0 giltA∩{T ≤m}∩{T ≤ n} =
A ∩ {T ≤m ∧ n} ∈Fm∧n ⊂Fn. Somit gilt

E[X∞1A∩{T≤m}] = E[E[X∞1A∩{T≤m} ∣FT∧m]]

= E[XT∧m1A∩{T≤m}] = E[XT1A∩{T≤m}]. (B.2)

Sei ohne EinschränkungX∞ ≥ 0 (sonst betrachteX+∞,X−∞ separat).m→∞ in (B.2) mit mono-
toner Konvergenz liefert

E[X∞1A∩{T<∞}] = E[XT1A∩{T<∞}].

(Alternativ: Verwende dominierte Konvergenz, das erspart die Zerlegung in Positiv- und Negativteil.)

Nach Definition gilt aber auch

E[X∞1A∩{T=∞}] = E[XT1A∩{T=∞}],

d.h. E[X∞1A] = E[XT1A].

Sei S ≤ T eine Stoppzeit. Dann ist FS ⊂FT , also gilt

E[XT ∣FS] = E[E[X∞ ∣FT ] ∣FS] = E[X∞ ∣FS] =XS f.s.

Bemerkung und Definition B.30. Sei (Xn)n ein adaptierter Prozess mitXn ∈ L1(P) für n ∈ N0.
Dann istXn =Mn +An mit

M0 ∶=X0, Mn ∶=X0 +
n

∑
k=1
(Xk −E[Xk ∣Fk−1]),

A0 ∶= 0, An ∶=
n

∑
k=1
(E[Xk ∣Fk−1] −Xk−1).

wobei (Mn)n ein Martingal und (An)n previsibel ist. Die Darstellung X = M + A als Summe ei-
nes Martingals M und eines previsiblen Prozesses A mit A0 = 0 heißt Doob-Zerlegung, sie ist f.s.
eindeutig.

(Xn)n ist genau dann ein Super- bzw. Submartingal, wenn (An)n nicht-wachsend bzw. nicht-
fallend ist.

Beweis. Wir zeigen nur die Eindeutigkeit. AngenommenX =M +A =M ′ +A′. Sei

M̃n ∶=Mn −M
′
n = A

′
n −An.

Dann ist (M̃n)n ein previsibles Martingal mit M̃0 = 0. Also ist M̃n ≡ M̃0 ≡ 0 f.s., denn

M̃n−1 = E[M̃n ∣Fn−1] = M̃n f.s.
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Satz B.31. Sei (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und seien S,T Stoppzeiten mit
S ≤ T . Dann gilt E[XT ∣FS] ≤XS f.s.

Beweis. SeiXn =Mn +An die Doob-Zerlegung. Dann giltAn ↘ A∞ ≤ 0. Es ist

E[∣An∣] = E[−An] = E[Mn −Xn] = E[Mn −M0 +X0 −Xn] ≤ E[∣Xn∣ +E[∣X0∣]] ≤ C

für alle nmit einer geeigneten KonstanteC <∞.
Somit ist (An)n gleichgradig integrierbar und damit auch (Mn)n = (Xn −An)n. Also gilt

E[XT ∣FS] = E[MT ∣FS]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=MS f.s.

+E[AT ∣FS] ≤MS +E[AS ∣FS] =MS +AS =XS.

B.4 L2-Martingale
Bemerkung B.32. Sei (Xn)n ein Martingal und φ∶R → R konvex, sodass E[φ(Xn)] für alle n
existiert. Dann ist (φ(Xn))n ein Submartingal, denn

E[φ(Xn+1) ∣Fn] ≥ φ (E[Xn+1 ∣Fn]) = φ(Xn).

Die Aussage gilt ebenso, wenn (Xn)n ein Submartingal und φ konvex und nicht fallend ist.

Bericht B.33. Eine Funktion f ∶R→ Rheißt harmonisch, wenn sie die Mittelwerteigenschaft besitzt:

f(x) =
1

2a ∫
x+a

x−a
f(y)dy ∀x ∈ R, a > 0

(man fordert auch, dass f lokal beschränkt und messbar ist, so dass die Integrale stets existieren).
f ∶R → R heißt subharmonisch, wenn f(x) ≤ 1

2a ∫
x+a
x−a f(y)dy und superharmonisch, wenn

f(x) ≥ 1
2a ∫

x+a
x−a f(y)dy für alle x ∈ R, a > 0.

Man kann zeigen: Auf R sind genau die konvexen Funktionen subharmonisch, zusammen mit
Bemerkung B.32 motiviert dies den Namen Submartingal (und entsprechend auch den Namen Su-
permartingal).

Beobachtung B.34. Sei (Xn)n ein quadratintegrables Martingal, d.h. Xn ∈ L2(P) für alle n ∈ N.
Dann gilt E[(Xk −Xl)(Xl −Xm)] = 0 für alle 0 ≤m ≤ l ≤ k, denn

E[(Xk −Xl)(Xl −Xm)] = E[E[(Xk −Xl)(Xl −Xm) ∣Fl]]

= E[(Xl −Xm)(E[Xk ∣Fl] −Xl)]

= E[(Xl −Xm)(Xl −Xl)] = E[0] = 0.

Erinnerung. ∥X∥2 ∶=
√
E[X2] ist eine Norm und ⟨X,Y ⟩ ∶= E[XY ] ist ein Skalarprodukt,L2(P)

ist ein Hilbertraum (wenn man P-f.s.-Gleichheit ”herausfaktorisiert“).

Man spricht Beob. B.34 auch aus als: ”Martingalinkremente über disjunkte Zeitintervalle sind ortho-
gonal.“
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Lemma und Definition B.35. Sei (Xn)n ein quadratintegrables Martingal.

An ∶=
n

∑
k=1

E[(Xk −Xk−1)
2 ∣Fk−1]

ist der eindeutig bestimmte previsible Prozess mitA0 ∶= 0, sodass (X2
n −An)n ein Martingal ist. Man

schreibt auch (⟨X⟩n)n = (An)n. ⟨X⟩ heißt quadratische Variation von X . (In der Literatur werden
auch folgende Namen verwendet: Wachsender Prozess, previsible quadratische Variation, Spitzklam-
merprozess von X.)

Beweis. Es gilt:

E[X2
n+1 −An+1 ∣Fn] = E[(Xn+1 −Xn)

2 + 2(Xn+1 −Xn)Xn +X
2
n −An+1 ∣Fn]

= E[(Xn+1 −Xn)
2 ∣Fn] −An+1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=−An

+X2
n + 2XnE[Xn+1 −Xn ∣Fn]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

=X2
n −An.

Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Doob-Zerlegung (Bem. und Def. B.30).

Insbesondere gilt also:

E[X2
n] = E[X2

0 ] +E[⟨X⟩n] = E[X2
0 ] +

n

∑
k=1

E[(Xk −Xk−1)
2]

und
sup
n

E[X2
n] <∞ ⇐⇒ sup

n
E[⟨X⟩n] <∞.

Satz B.36. Sei (Mn)n ein L2-Martingal. Dann gilt:

i) {⟨M⟩∞ <∞}
f.s.
⊂ { lim

n→∞
Mn existiert} .

ii) Wenn ∣Mn −Mn−1∣ ≤ c für alle n für ein c <∞, so gilt auch

{ lim
n→∞

Mn existiert}
f.s.
⊂ {⟨M⟩∞ <∞} .

iii) {⟨M⟩∞ =∞}
f.s.
⊂ {

Mn

⟨M⟩n
ÐÐ→
n→∞

0}.

Bemerkung B.37. iii) impliziert das Starke Gesetz der großen Zahlen fürMn = Y1 + . . .+Yn mit Yi
unabhängig und identisch verteilt mit E[Y1] = 0 und Var[Y1] <∞.

Lemma B.38 (Kroneckers Lemma). Sei (xn)n ⊂ R mit sk = ∑kn=1 xn → s∞ ∈ R. Ist 0 ≤ bn ↗ ∞,
dann gilt 1

bn ∑
n
k=1 bkxk ÐÐ→n→∞

0.

123



Beweis von Satz B.36. Sei k ∈ R+.

Sk ∶= inf {n ∈ N0 ∣ {M}n+1 > k}

ist eine Stoppzeit. Nach Lemma B.18 und Lemma B.35 ist (M2
n∧Sk
− ⟨M⟩n∧Sk

)n ein Martingal, also
gilt

sup
n

E[M2
n∧Sk
] = E[M2

0 ] + sup
n

E[⟨M⟩n∧Sk
]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≤k

≤∞,

das heißt (Mn∧Sk
)n ist L2-beschränkt. Also existiert limnMn∧Sk

f.s. für jedes k ∈ R+. Es gilt
{⟨M⟩∞ <∞} = ⋃

k∈N
{Sk =∞} und ⋃

k∈N
{Sk =∞, limnMn∧Sk

existiert} ⊂ {limnMn existiert}, da-

mit gilt i).

SeiK > 0. TK ∶= inf {n ∈ N0 ∣ ∣Mn∣ >K} ist eine Stoppzeit und es gilt

E[M2
n∧TK
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
≤(K+c)2

−⟨M⟩n∧TK ] = E[M2
0 ].

Also folgt mit monotoner Konvergenz

E[⟨M⟩TK ] = sup
n

E[⟨M⟩n∧TK ] ≤ E[M2
0 ] + (K + c)

2 <∞.

Demnach ist ⟨M⟩TK <∞ f.s. und es gilt

P

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

{ lim
n→∞

Mn existiert}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⊂⋃k∈N{Tk=∞}

∩{⟨M⟩∞ =∞}

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

≤ P(⋃
K∈N
{TK =∞} ∩ {⟨M⟩∞ =∞} ∩ {⟨M⟩TK <∞}) = 0.

Also gilt ii).
Weiter sei

Wn ∶=
n

∑
k=1

Mk −Mk−1
1 + ⟨M⟩k

= ((1 + ⟨M⟩)−1 ●M)n.

Nach Lemma B.10 ist (Wn)n ein Martingal und es gilt

E[(Wn −Wn−1)
2 ∣Fn−1] =

1

(1 + ⟨M⟩n)2
E[(Mn −Mn−1)

2 ∣Fn−1] =
⟨M⟩n − ⟨M⟩n−1
(1 + ⟨M⟩n)2

≤
(⟨M⟩n + 1) − (⟨M⟩n−1 + 1)

(1 + ⟨M⟩n)(1 + ⟨M⟩n−1)
=

1

1 + ⟨M⟩n−1
−

1

1 + ⟨M⟩n
.

Also gilt

⟨W ⟩∞ = lim
N→∞
⟨W ⟩N ≤ lim sup

N→∞

N

∑
n=1
(

1

1 + ⟨M⟩n−1
−

1

1 + ⟨M⟩n
) ≤ 1

und somit Wn → W∞ f.s. nach i). Wähle nun bn = 1 + ⟨M⟩n und xn = Mn−Mn−1

1+⟨M⟩n in Lemma B.38,
dann folgt∑nk=1 bkxk = ∑

n
k=1Mk −Mk−1 =Mn −M0, d.h. iii) gilt.
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B.5 Doob-Ungleichungen
Im Folgenden sei (Xn)n ein stochastischer Prozess mit Werten in R und

X∗n ∶= max
0≤k≤n

Xk, ∣X ∣∗n ∶= max
0≤k≤n

∣Xk∣.

Lemma B.39. Sei (Xn)n ein Submartingal und λ ≥ 0. Dann gilt

λP(X∗n ≥ λ) ≤ E[Xn1{X∗n≥λ}] ≤ E[∣Xn∣1{X∗n≥λ}] (≤ E[∣Xn∣]).

Beweis. Sei T ∶= inf {k ∈ N0 ∣Xk ≥ λ} ∧ n. T ist eine beschränkte Stoppzeit und es gilt mit Korol-
lar B.19

E[Xn1{X∗n≥λ}] +E[Xn1{X∗n<λ}] = E[Xn]
B.19
≥ E[XT ] = E[XT1{X∗n≥λ}] +E[XT1{X∗n<λ}]

≥ λP(X∗n ≥ λ) +E[Xn1{X∗n<λ}].

Satz B.40 (Doobs Lp-Ungleichungen). Sei (Xn)n ein Martingal oder ein nichtnegatives Submar-
tingal.

i) Für p ≥ 1 und λ > 0 gilt λpP(∣X ∣∗n ≥ λ) ≤ E[∣Xn∣p].

ii) Für p > 1 gilt E[∣Xn∣p] ≤ E[(∣X ∣∗n)p] ≤ (
p
p−1)

p
E[∣Xn∣p].

Bemerkung. Für einL2-Martingal gestattet dies,E[(∣X ∣∗n)2] durchE[⟨X⟩n] zu kontrollieren, denn
E[X2

n] = E[X2
0 ] +E[⟨X⟩n].

Beweis von Satz B.40. i) (∣Xn∣p)n ist ein Submartingal, also folgt die Aussage durch Anwenden von
Lemma B.39 auf (∣Xn∣p)n.

ii) Sei c > 0. Es gilt:

E[(∣X ∣∗n ∧ c)p] = E [∫
∣X ∣∗n∧c

0
pλp−1 dλ] = E [∫

c

0
pλp−11{∣X ∣∗n≥λ} dλ]

Fubini
= ∫

c

0
pλp−1P(∣X ∣∗n ≥ λ)dλ ≤ ∫

c

0
pλp−1

1

λ
E[∣Xn∣1{∣X ∣∗n≥λ}]dλ

Fubini
= pE [∣Xn∣∫

c∧∣X ∣∗n

0
λp−2 dλ] =

p

p − 1
E[∣Xn∣(∣X ∣

∗
n ∧ c)

p−1]

Hölder
≤

p

p − 1
E[(∣X ∣∗n ∧ c)

p]
p−1
p E[∣Xn∣

p]
1
p .

Für c→∞ folgt mit monotoner Konvergenz

E[(∣X ∣∗n)p] ≤
p

p − 1
E[(∣X ∣∗n)p]

p−1
p E[∣Xn∣

p]
1
p

und durch Umstellen und Potenzieren dieser Ungleichung erhält man

E[(∣X ∣∗n)p] ≤ (
p

p − 1
)
p

E[∣Xn∣
p].
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Korollar B.41 (eine Form der Kolmogorov-Ungleichung). X1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L2(P) unabhängig,
E[Xn] = 0, Sn ∶=X1 +⋯ +Xn (S0 ∶= 0). Es gilt für x > 0

P(max{∣Sk∣ ∶ 1 ≤ k ≤ n} ≥ x) ≤
Var[Sn]

x2
.

Beweis. (Sn)n ist ein Martingal (siehe Bsp. B.7, i)), Satz B.40, i) liefert

P(max{∣Sk∣ ∶ 1 ≤ k ≤ n} ≥ x) ≤
E[S2

n]

x2
.

Korollar B.42. X1,X2, . . . u.a. mitE[Xn] = 0, c ∶= supnVar[Xn] <∞,Sn =X1+⋯+Xn, dann
gilt für ε > 0

lim sup
n→∞

∣Sn∣
√
n(logn)1/2+ε

= 0 f.s.

Beweis. Sei ℓ(n) ∶=
√
n (logn)1/2+ε, kn ∶= 2n, für δ > 0 sei

An,δ ∶= {max
k≤kn
∣Sk∣ > δℓ(kn)}.

Nach Kor. B.41 ist
∞
∑
n=1

P(An,δ) ≤
∞
∑
n=1

1

δ2ℓ(kn)2
E[S2

kn
] ≤

∞
∑
n=1

ckn
δ2ℓ(kn)2

=
c

δ2

∞
∑
n=1

1

( log(2n))
1+2ε <∞,

mit Borel-Cantelli also

lim sup
n→∞

1

ℓ(kn)
max{∣Sk∣ ∶ k ≤ kn} ≤ δ f.s.

Mit δ ↓ 0 folgt max{∣Sk∣ ∶ k ≤ kn}/ℓ(kn)→ 0 f.s. für n→∞ und daher auch

lim sup
m→∞

∣Sm∣

ℓ(m)
≤ lim sup

m→∞

ℓ(k⌈log2m⌉)

ℓ(m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ist beschr.

max{∣Sk∣ ∶ k ≤ k⌈log2m⌉}

ℓ(k⌈log2m⌉)
= 0 f.s.

Bericht B.43. SeienX1,X2, . . . u.i.v. mit E[X1] = 0, σ2 ∶= Var[X1] ∈ (0,∞), Sn =X1 +⋯+Xn.
Für sehr großes n ist

Sn
σ
√
n

d
≈ N0,1

gemäß dem zentralen Grenzwertsatz, d.h. für festes (und großes) n sind die typischen Fluktuationen
von Sn von der OrdnungO(

√
n).

Korollar B.42 zeigt, dass die Fluktuationen von Sn ”global“ (d.h., wenn wir ”irgendwo“ auf dem
Pfad nachschauen dürfen), höchstens um einen Faktor (logn)1/2+ε größer sind als

√
n. Der Faktor

aus Kor. B.42 ist nicht scharf, tatsächlich gilt

lim sup
n→∞

Sn
√
2nσ2 log logn

= 1 f.s.,

das sogenannte Gesetz vom iterierten Logarithmus (siehe z.B. [Kl, Satz 22.11]).
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B.6 Zum Satz von Radon-Nikodým
Sei (S,A ) ein messbarer Raum, µ, ν Maße auf (S,A ). ν ist absolut stetig bezüglich µ, geschrieben
ν ≪ µ, wenn für jedesA ∈ A gilt

µ(A) = 0 Ô⇒ ν(A) = 0.

Wenn ν eine Dichte bezüglich µ besitzt (ν = hµ, also ν(A) = ∫ 1Ahdµ mit einem h ∶ S → R+
messbar, vgl. [St1, Def. 3.16] so gilt offenbar ν ≪ µ.

Satz B.44 (Eine Form des Satzes von Radon-Nikodým3). Sei (S,A ) separabler messbarer Raum
(d.h. A = σ(A1,A2, . . . ) ist abzählbar erzeugt), µ, ν endliche Maße auf (S,A )mit ν ≪ µ. Dann
gibt es ein h ≥ 0, h ∈ L1(µ)mit ν = hµ.

Beweis. O.E. sei µ(S), ν(S) > 0, dann sind P (⋅) ∶= µ(⋅)/µ(S), Q(⋅) ∶= ν(⋅)/ν(S)W’maße auf
(S,A )mitQ≪ P und es genügt zu zeigen, dassQ =XP für einX ∈ L1(P ).

Wir beobachten zunächst:

für ε > 0 gibt es δ > 0 mit P (B) < δ ⇒ Q(B) < ε (∗)

Wenn (∗) nicht gälte, so gäbe esBn ∈ A und ein ε0 > 0 mit

P (Bn) ≤ 2
−n, n ∈ N, inf

n∈N
Q(Bn) ≥ ε0.

Dann gälte für C ∶= lim supn→∞Bn = ⋂
n
⋃
m≥n

Bm einerseits P (C) = 0 mit Borel-Cantelli, anderer-

seits wegen infn∈NQ(⋃m≥nBm) ≥ ε0 auchQ(C) ≥ ε0 im Widerspruch zuQ≪ P .

Sei
Fn ∶= σ(A1, . . . ,An) = {Cn,1, . . . ,Cn,mn}

(mit S = ⊍mn

k=1Cn,k,Cn,k ≠ ∅), für ω ∈ S setze

Xn(ω) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

Q(Cn,k)
P (Cn,k) , ω ∈ Cn,k und P (Cn,k) > 0,

0, ω ∈ Cn,k und P (Cn,k) = 0.

Xn ≥ 0 ist Fn-messbar,Xn ∈ L1(P )mit EP [Xn] = 1 und fürB ∈Fn (d.h.B = ⊍j∈J Cn,j für ein
J ⊂ {1, . . . ,mn}) ist

EP [Xn1B] =∑
j∈J

EP [Xn1Cn,j
] =∑

j∈J
Q(Cn,j) = Q(B),

d.h.Xn ist die Dichte vonQ∣Fn bzgl. P ∣Fn .

Offenbar ist (Fn)n eine Filtration, für B′ ∈ Fn (⊂ Fn+1) ist EP [Xn+11B′] = Q(B′) =

EP [Xn1B′] nach obigem, d.h.

EP [Xn+1 ∣Fn] =Xn (f.s.)
3Johann Radon, 1887–1956; Otton Nikodým, 1887–1974
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(Xn)n ist also ein nicht-negatives (P -)Martingal.

Zeige: {Xn, n ∈ N} ist gleichgradig (P -)integrierbar.
Zu ε > 0 wähle δ > 0 gemäß (∗), setzeM ∶= 1/δ, dann gilt für jedes n ∈ N

P (Xn >M) ≤
1

M
EP [Xn] = δ,

mit (∗) also
EP [Xn1{Xn≥M}] = Q(Xn >M) ≤ ε.

Mit Satz B.24 gibt esX∞ ∈ L1(P )mit EP [X∞] = 1 undXn = Ep[X∞ ∣Fn]→X∞ f.s. und in
L1(P ).

X∞ leistet das Gewünschte: Das W’maß Q̃(A) ∶= EP [X∞1A],A ∈ A erfüllt

Q̃(B) = EP [X∞1B] = EP [Xn1B] = Q(B) fallsB ∈Fn für ein n ∈ N,

d.h.Q = Q̃ auf⋃nFn (und dies ist ein ∩-stabiler Erzeuger von A ). Mit dem Eindeutigkeitssatz für
Maße (z.B. [St1, Satz 1.18] oder [Kl, Lemma 1.42])) folgtQ = Q̃.

Bericht B.45. 1. Man nennt die Dichte h von ν = hµ bezüglich µ auch die Radon-Nikodým-
Ableitung (von ν bezüglich µ) und notiert dies auch als dν

dµ = h.

2. Satz B.44 gilt genauso, wennµundν σ-endlich sind (zerlegeS = ⊍k Sk, so dassµ(Sk), ν(Sk) <∞,
dann gibt es jeweils d1Sk

ν

d1Sk
µ ).

Auch auf die Forderung, dass A einen abzählbaren Erzeuger besitzt, kann man verzichten, siehe
z.B. [Wi, Ch. 14.13].
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