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Kapitel 1
Grundlagen der Mafitheorie

In diesem Kapitel geht es um grundlegende Begriffe und Sétze der Mafitheorie, insoweit
sie fiir die Diskussion und Fundierung der Stochastik benotigt werden. Nachzulesen (und
z.T. weiterfithrend) z.B. bei Klenke [KI, Kapitel 1], Williams [Wi, Chapter 1], Kallenberg
[Kal, Chapter 1 and 2|, Durrett [Dul, Appendix].

1.1 Mengensysteme, o-Algebren

Sei Q (nicht-leere) Menge (der ,Ergebnisraum* oder ,,Stichprobenraum*) 2 := {B: B c
Q} die Potenzmenge.

Definition 1.1. & c 29 heifit eine o-Algebra (iiber ), falls gilt

i) Qe
ii) Aed = A°edl,

ZZZ) Al,AQ,"'EfQ{ﬁ UAHE,Q{
n=1

Falls o7 i), 4i) und
iii’)) A,Bed = AnBed
erfiillt, so heifit &7 eine Algebra.
Beobachtung 1.2. Ist &7 eine o-Algebra, so gilt auch
) @=Q% o,
v) AuAg- e = ﬁAn:<GA‘;)Ce@/

n=1 n=1

(wir verwenden die de Morgan’sche Regel: (N, An)c =U, 49).
Eine Algebra .o erfiillt

A1, Ay, . A el = AjUuAsu-UA,e und AinAyu--nA, e



{@,Q} und 29 sind o-Algebren. Eine o-Algebra ist insbesondere eine Algebra, denn
AuB=AuBugugugu--

Definition 1.3. Ein Paar (§2,47) mit &/ o-Algebra iiber 2 heifit ein messbarer Raum
(auch: Messraum oder Ereignisraum).

A € of heifit (o/-)messbare Teilmenge von (.

Bemerkung 1.4. Seien &7, i € [ o-Algebren iiber 2 (wobei I eine beliebige Indexmenge),
so ist
()% ebenfalls eine o-Algebra iiber (.

iel

Beweis. 1), ii) sind klar, zu 4ii):

A, Agy- e < VYneNjiel: A, e,

iel
somit gilt

A Ay e = Viel: |JA et = |JA e .

iel n iel

Definition 1.5. Fiir ¢ c 2% heifit
o(€¢)={« : & ist o-Algebra mit € c & c 2%},

die von ¥ erzeugte o-Algebra. Dies ist offenbar die kleinste o-Algebra iiber €2, die &
umfasst.

Erinnerung 1.6 (Topologie). 7 c 29 heifit eine Topologie (auf ), wenn gilt

i) @,Q€erT,
it) A,BerT = AnBer

i) F cT1 beliebige Teilmenge = | J Aer.
AeF

A e 7 sind/heilen die offenen Teilmengen in €2 (bzgl. 7).

Wenn  eine Metrik d tragt (d.h. d: QxQ — [0,00) mit V z,y, 2z € Q: 1) d(x,y) = d(y, ),
i) d(z,y) =0 <= =y, iii) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2)),
so erzeugt d eine Topologie 7 via

Aer < VaxeA:3Ir>0:B.(x)cA

wo B.(x) :={yeQ:d(x,y) <r} die offene Kugel um = mit Radius r ist.

Auf  =R™ verwenden wir (meist)

m

Aoy = (Sw-302) o= @ mn) oy = W),

1=1

den Euklidischen Abstand.



Definition 1.7. Wenn (2 eine Topologie 7 tragt, so heifit die von den offenen Mengen
erzeugte o-Algebra o(7) die Borel-o-Algebrdl] man schreibt B(2) := o(7).

Beispiel 1.8 (Borel-o-Algebra auf R). Fiir a = (aq,...,aq),b= (b1, ...,bq) € R? schreibe
a<b (bzw. a<b), wenn a; < b; (bzw. a; < b;) furi=1,2,...,d,

[a,b] = {z e RY:a<x<b} =;([ai,bi]
i=1

analog (a,b], (a,b).
Jedes der folgenden Mengensysteme erzeugt B(R?):

G = {B.(x) 2 < QL r <@ (0,0}
1 1= {(~00,b] : be R}

% ={(a,b]:a,be R a<b}

@ :={[a,b] :a,beR? a<b}

%y :={(a,b):a,be R a<b}

Beweis. Es geniigt fiir i = 0,...,4 zu zeigen, dass €; c B(R?) und dass O € 0(%;) fiir jede
offene Menge O c R? (denn €, c B(R?) = o(%;) c B(RY); 7 c 0(%;) = o(7) c 0 (%;)).

Betrachte %p: Offenbar ist 6, c 7 ¢ B(RY), O c R? offen lisst sich darstellen als
O = B,,(z,) €0 ()
n=1
mit geeigneten x,, € QN O und r, € Q,. €, kann analog behandelt werden. Wegen

[a,b]:Q(a—(%,...,%),bnt(%,...,% ) eo(6r),
(a,b):Lnj[a+(%,...,%),b—(%,...,%)] € o(%3)

ist 0(63) = 0(%,), analog 0(%6») = 0(%,).
Wegen

(—00,b] = [(—n, o —n),b] €0(63)
ist 0(61) c 0(%63), wegen
d
(a, b] = (—OO, b] AN (U(—OO, C(Z)]) mit C(l) = (bl, e ,bi,l, ag, bi+17 RN ,bd)
=1

ist 0(62) c o(61). O

'nach Emile Borel, 1871-1956



Bemerkung. Fiir 2 =R ist
k

o = { U : keN, I,..., Iy paarw. disjunkte (moglicherw. halb-unendliche) Intervalle}
j=1

eine Algebra.

Definition 1.9. € c 29 heiit schnittstabil , wenn

firalle A, Beé¢: AnBe%.

Beobachtung. Die Mengensysteme %; — %, aus Bsp. sind n-stabil.

Definition 1.10. Q # @. 2 c 29 heifit ein Dynkin-System (auch: ein A-System), wenn
gilt

i) QeD,
ii) AeP = A°e 9,
i) Ay, A, € P paarweise disjunkt = () A, € 2.

n=1

Bemerkung 1.11. 1. &/ o-Algebra = & Dynkin-System

2. 2 Dynkin-System, so ist @ = Q¢ € &, fiir D;...,D, € ¥ paarweise disjunkt ist
DivwDyy-—uD,=DiuDyu-—-UuD,u@Uudu--€P.

3. 2 Dynkin-System, Dy, Dy € 2 mit Dy ¢ Dy, so ist Dy \ Dy = (Dyw D5)¢ e 9.

4. Im Allgemeinen ist ein Dynkin-System nicht abgeschlossen unter n (und somit keine
Algebra). Betrachte z.B.  endlich mit [ € 2N, 2 := {A c Q : |A] ist gerade} ist ein
Dynkin-System.

Proposition 1.12. Fin Dynkin-System & ist eine o-Algebra g.d.w. 9 n-stabil ist.

Beweis. ,=“ :/

,<=“ 1 Selen Ay, Ay,--- € 9. Wir konstruieren (induktiv) (Dy)neny € &, D; paarweise
disjunkt mit ), D, = U, A, :

Setze D1 = Al, D2 = Ag N\ (Al ﬂAQ) € 9, also Dl Y D2 = Al U1427
gegeben paarw. disj. Dy,...,D, € 2 mit Dyu---w D, = Aju---U A, setze

Dn+1 = An+1 N (UDj ﬂAn+1) € 97
j=1

: n+1 n+1
dann ist U D, = U2 A, O

Jj=1 J



Beobachtung und Definition 1.13. %, i € I (beliebige Indexmenge) Dynkin-Systeme
(iiber ), so ist Ny Z; wiederum ein Dynkin-System.
Fiir & c 2 heif3t

§(&)=M{2Z: 2 ist Dynkin-System mit & c 2}

das von & erzeugte Dynkin-System. Dies ist offenbar das kleinste Dynkin-System iiber
), das & umfasst.

Satz 1.14. & c 2% n-stabil, so gilt §(&) = o(&).
Beweis. Stets gilt: 6(&) c o(&).
Zeige: §(&) ist n-stabil.

Sei B e (&),
D ={AcQ:AnBei(&))

ist ein Dynkin-System:

1) QnB=Bed(&), also Qe Ip.

2) Sei Ae . AnB=B~\(AnDB)ei(&), also A°e Dp.
3) Seien Aj, Ag, Az, -+ € D paarweise disjunkt, dann ist

(WUA)nB=J(4.nB)eTp.
n=1 n=1 ~——
€i(&)

Es gilt & ¢ 9p: Betrachte zunichst den Fall F € &, dann gilt AnE € & c §(&) fiir
jedes A € & (denn & ist nach Voraussetzung n-stabil), also gilt & ¢ P in diesem Fall.

Somit gilt auch §(&) c D fiir jedes E € &.

Fir Bed(&), E € & ist daher En B e §(&). Mithin gilt F € 5 fir E€ &, Bed(8),
d.h. &c .@B.

Da 2 fiir jedes B € §(&) selbst ein Dynkin-System ist, folgt §(&) ¢ P, d.h. §(&)
ist N-stabil wie behauptet.

Mit Prop. folgt 6(&) = a(&). O

Bemerkung 1.15 (Algebren, Ringe, Halbringe). Die Mengenoperationen AAB := (A~
B)u(B~A) (,symmetrische Differenz“) und AnB erfiillen die Axiome eines kommutativen
Rings im Sinne der Algebra (A entspricht .+, n entspricht ,x“, @ ist die additive 0,
ist die multiplikative 1).

Ein Ring </ (im Sinne der Mengensysteme) erfiillt
i) @ed,
ii) A Bed = AuBed,
iii) A,Beo = ANBed



insbesondere gilt fiir einen Ring /auch
A Bed = AnB=AN(A\B)ed

und &7 ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen.

Ein Halbring </ (im Sinne der Mengensysteme) erfillt @ € o7, fir A, B € & gilt
AnBed und AN B =}, C; fiir geeignete paarweise disjunkte C1,...,Cy, € &7

Ein , klassisches“ Beispiel eines (Mengen-)Rings tiber R ist
{endl. Vereinigungen von Intervallen aus R},
ein , klassisches“ Beispiel eines (Mengen-)Halbrings iiber R ist

{endl. Intervalle aus R}.

1.2 Mengenfunktionen, Mafle

Definition 1.16. (Q2,.«/) ein messbarer Raum. Eine Abbildung p : &7 — [0, co] heifit ein
Map (auf (Q, 7)), wenn gilt (@) =0 und

(o]

Ay, Ay, -+ € o/ paarw. disjunkt = u(

SEREDWIEN

n=1

(p ist o-additiv).

p heiit endliches Maf, wenn pu(€2) < oo; p heiflt Wahrscheinlichkeitsmafl, wenn p(2) =
1; p heiBlt o-endlich, wenn es eine Folge (C),)neny € &7 gibt mit U,, C,, = Q und p(C,,) < oo
fiir alle n.

Wenn &7 (nur) eine Algebra ist: p: .o/ — [0, co] mit
pAr o Ay A) = p(Ar) + o a(Ay)

heifit ein Inhalt (d.h. ein Inhalt p ist endlich additiv); p heiBt in diesem Fall ein Pramaps,
wenn es o-additiv ist.

Bemerkung 1.17. Sei 4 Maf§
1. ABed/,AcB = pu(A)<u(B) (denn p(B)=pu(A)+pu(BNA))
2. p(AyuAyu--—-UA,) <p(Ar) +p(Ag) +--+ pu(Ay)
3. Wenn u(2) < o0, so gilt fir A, Be o/

1(AuB) = pu(A) + w(B) - w(An B)



4. Wenn p(2) < oo, so gilt fiir Ay,..., A, €/ ,neN

p(Aru-ud) = Y (DR Ay

@+Kc{l,...,n} keK

(,, Einschluss-Ausschluss-Regel ).

Beispiel. 1. Fiir beliebiges 2 und a € 2 definiert fiir A € &/

1, acA,
a-{o 0

das Dirac-Maj$ o, im Punkt a.

2. Fiir abzihlbares  (ausgestattet mit o7 = 29) ist
p(A)=4#A, AcQ

das Zdhlmaps.

Satz 1.18. Seien uy, s Mafe auf messbarem Raum (§2,27), & ein n-stabiler Erzeuger
von &), es gelte
w1 (C) = pue(C)  fiir alle C e &

und es gebe (Cp)pc & mit CrcCyc..., U, Cn =9, ui(Cp) < oo.
Dann gilt py = po auf .

Beweis. Fixiere E € & mit py(E) (= p2(F)) < oo,
Dy = {A ed p(AnE)= uQ(AnE)}
ist ein Dynkin-System: 2 € g n. Vor.; sei A € Y, so ist :

(AN E) = (E) - pm(AnE)
= p2(E) - po(An E) = p(A°n E),

d.h. auch A¢ e YDg; seien Ay, As, Az, - € Dg paarweise disjunkt :

Hl(( EOJATL)OE) :ﬂl(g(AnmE)) = iﬂl(AnmE)

n=1

= iﬂz(An nEk)= M2(( G An) mE),

3
I
—
3
il
—

d.h. U;ozl An € -@E
N. Vor. ist & ¢ D, also (mit Satz [1.14))

D5 28(8)=0(E) = o



Sei (Cp,), ¢ & mit C,, # Q wie oben, B,, := C,, ~ C,,_1 (Cy = @), also
N
Cy =) B, fiir jedes N e N.
n=1
Sei Aeof : Firi=1,2 ist
peA) = (A0 Bo) = (AN By))
n=1 n=1

N
=> w(AnBy,) :]\l,im ZM(AﬁBn)
1 T n=1

= lim p;(AnCy)

3
1l

und der Ausdruck in der letzten Zeile héngt nach obigem nicht von ¢ ab.
Somit gilt pi(A) = pe(A) fiir alle A e 7. O

Beispiel 1.19 (W'mafie auf R? und Verteilungsfunktionen). p Wmafl auf (R?, B(R?)),
F,:R?—0,1],
Fu() = p((-o0,2]), w=(a1,....24) € R

ist die Verteilungsfunktion von .

p ist durch F), festgelegt (nach Satz denn o‘((—oo’x] .z € RY) = B(RY) und
{(=00, 2] : v e R4} ist n-stabil).

Proposition 1.20. ¢ c 22 Algebra, u endlich additiv auf 9 mit (@) = 0. Wir betrachten
folgende Figenschaften:

i) p o-additiv (auf 9 )
it) p aufsteigend stetig: (An)n ¥ mit A, n_{'ooA €9 = u(A,) TH—(;M(A)
iii) p absteigend stetig: (Ap)n €9 mit A, n_\:ooA €9 und u(A,) <oco = u(An)n_)—;o,u(A)
w) pstetigin @: (Ay), c¥ mit A, N und p(A,) <oco = ”(A”)q:oo
Stets gilt i) < 1), i) < ), i) = ).
Wenn () < oo so gilt auch i) = i), d.h. dann sind i)-iv) dquivalent.

Beweis. i) <= i) : 93 A, » Ae¥, setze B, := A, ~ A, (mit Ay := @), dann ist
Ugle Bn = AN 7' Nooo A.

Wenn i) gilt, so ist

p(A) = i) = 32 u(B,) = Jim 32 u(By) = Jim (A,

d.h. dann gilt auch 7).



Analog: Seien By, B, -+ € ¢ paarweise disjunkt mit

qu[ZZ 131 tJ"'tJlgAf /! L:Jlgn == Ae¥.

N—-oo p

Wenn i) gilt, so gilt wie oben u(A) = u( U, Bn) =Yoo u(By), d.h. dann gilt auch 7).
Hii1) = )/
Si0) = i) Sel A, N A €Y, u(A,) <o00. 95 B, = AN A N @ und u(B,) <
w(A,) < co. Somit

p(An) = p(A) + p(Bn) — pu(A),
denn u(B,) - 0 n. Vor.
Li) = 1) @ Sel A, N A €Y, u(Ay,) < oo, setze B, = A1 N Ay Ao A1 N A (und
Ay = B,y A,), somit (nach ii))

p(An) = (A1) = pu(Bp) — (A1) —p(Ar N A) = u(A4),
——
=p(A)+p(A1NA)

d.h. dii) gilt.
Sei weiter u(§2) < oo, dann gilt ,,iii) = i1)* : A, 7 Ae¥, also B, :=Q\A, N\ QN A= B,
p(An) = p(2) = p(Bn) —> () = p(B) = u(A).
O

Definition 1.21. Ein Tripel (2,47, 1), wo o eine o-Algebra iiber Q2 (# @) und p ein
Mafl auf 7 ist, heifit ein Maffraum. Wenn p ein Wahrscheinlichkeitsmaf} ist, so heif3t
(2, 47, 1) (auch) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 1.22 (Carathéodory Maffortsetzungssatz). o c 2% Algebra, p Primafl auf o .
Dann gibt es ein Maf$ [t auf o(<7), das auf &/ mit p ibereinstimmit.

Wenn p o-endlich ist, so ist i dadurch eindeutig bestimmdt.
Definition 1.23. v:29? - [0, 00| mit (@) =0,

i) YCicCycQ: v(Cy)<v(Cy) (,Monotonie)

i) V(Conanc 2 p(UCh) <Y w(C)  (,0-Subadditivitiit®)
n=1 n=1

heifit ein dufleres Maf.

Lemma 1.24. p Pramaf$ auf Algebra < .
(€)= inf{ 3 p(An) (A €/ mit JA,>C}, CeQ
n=1 n

ist ein duferes Maf mit p*(A) = p(A) fir Ae of
2Constantin Carathéodory, 1873-1950
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Beweis. 1) Zeige p* = p auf &7 : Sei A € o, wihle € > 0.
Nach Def. gibt es (A, )neny € & mit Ac U, A, und

pr(A) <Y p(Ay) < pt(A) +e

o.E. mit A, c Aund Ay, Ay, ... paarweise disjunkt (sonst gehe iiber zu Al = A, n A e o/
und dann zu AJ = A/ \ (U?;ll A;) €.df), somit A=J;>, A, und

p(A) < u(An) = p(A) < p(A) +e,

mit € | 0 folgt p*(A) = u(A).

Insbesondere gilt pu*(@) = u(@) = 0.
2) Sei C'cC"cQ, so gilt p*(C) < pu*(C"), denn C" c U, A, = C cU, A,.
3) Sei (C,), c 29, wihle € > 0.

Fiir ne N gibt es A,,; € &7, t e N mit C,, c U2, A,; und

* = * 6
1% (Cn) < ZM(An,i) <p (Cn) + 2_n
i=1
Sei By, m € N eine Aufzéhlung von {4, ;:n,7 e N}, es ist

UCn CUAn,i :UBm7

also
/f( Lnj Cn) < ; p(B) = Zn: ZZ: 1(Ansi)
< Z (1 (Co) + 2%) - ;u*(cn).
Mit | 0 folgt o-Subadditivitit von p*. O

Definition 1.25. py* ein dufleres Mafl. A c Q) heifit p*-messbar, wenn gilt
VCcQ: p(C)2p (AnC)+p*(A°nC)

(wegen o-Subaddivitiat von p* gilt dann tatséchlich p*(C) = u*(AnC) + p*(A°n C) fir
CcQ).

Beweis von Satz[1.23. Definiere p* wie in Lemma [1.24] setze
o, :={AcQ:Aist p*-messbar}.
1) Zeige o7 c o, : Sei A€ .of fest. Zu C cQ, >0 sei (A,), c .o/ mit

P (C) <Y pu(Ay) < p*(C) +e.

11



Es ist
AnCclJ(AnA,), A°nCclJ(ANnA,),

[ n ~S———
e cof

also
p(ANC) +p (AnC) <> w(AnAy) + ) u(A°n Ay,)
=2 u((An A u (A nAy)) =3 p(An) < (C) + e,

mit ¢ | 0 folgt u*(C) > p*(AnC) + p*(A°n C), d.h. die Behauptung.

2) Zeige: o, ist eine Algebra: @ e o, V; Ae o, = Ace o, /(Def. ist symmetrisch
bzgl. Vertauschung von A und A¢)

Seien nun A, B € o7, : Fiir C c () ist
p(C)=p"(BnC)+p (B°nC)
=p (AnBnC)+pw (AN BnC)+p (AnBnC)+pu*(A°nB°nC). (1.1)
Ersetzen wir C' durch (AuB)nC=(AnC)u(BnC) in (L), so ergibt sich
p((AuB)nC)=p (AnBnC)+p (A°nBnC)+p (AnB°nC) (1.2)

(denn p*((A°n B n(AuB)nC) = p*(2) =0). Einsetzen von in liefert
P (C)=p ((AuB)nC) +p*(A°nB°nC)
= ((AuB)nC) +p*((AuB)°nC),
da dies fiir beliebiges C' stimmt, gilt Au B € <7,.
3) Zeige: o7, ist ein Dynkin-System.

Seien Ay, Ag,--- € & paarw. disjunkt, A :=J>7; A,. Fir A;, Ay e o7, mit A;nAy =92
und beliebiges C' c  liefert ((1.2)

1 ((AjwA) nC) = p* (A5 n Ay n C) + p* (A1 nA5n C),
induktiv folgt fiir n e N
p((WJA)nC) =3 p*(AinC) fir alle C c Q.
i=1 i=1
Fiir n e Nist U, A; € o7, nach 2), also gilt fir jedes C' c Q
. Ai)mC>+u*<(UAi)cmO)
=t i=1

N
S2AenC

>3 (40 C)+pr (AN O).
i1

u*(0)=u*((

7

12



Mit n - oo folgt
p(C) 2> (AinC) +p (A°n C). (1.3)
i

Andererseits ist
w*(C) = u*((A NnC)u(A°n C)) = u*((Q(Ai N C’)) u(A°n C))
Siu*(AimC)+u*(Ach) (1.4)
i=1
(wir verwenden die o-Subadditivitit von p*). und liefern

1(C) = Yo (A0 ©) + i (AN ), (1.5)
da 17 (AnC) = 1 (R (AN C)) € B2, 1 (40 €) und p(C) € p (AN C) + * (A0 )

gilt (nochmals o-Subadditivitédt von p*), impliziert dies
p(C)=p(AnC)+p*(A°n(C),

also A € .
4) 2) und 3) zeigen mit Prop. [1.12} dass 7, eine o-Algebra ist; wegen 1) gilt o (<) c <.

Zeige: p* ist o-additiv auf <7, :
Seien Ay, Ag,--- € &, paarweise disjunkt, setze A := [J2; A; € o/ an Stelle von C' in

ein:

pr(A) = e (4)
- i=1
(denn An A; = A; n. Vor., u*(Acn A) = p*(@) = 0). Somit leistet 1 := 'u*|<7(4zf) das
Gewiinschte.

5) Zur Eindeutigkeit: Seien A; ¢ Ay c -+ € & mit A, # Q, u(A4,) < oo fiir alle n € N,
fi1, iz zwei Mafle auf (/) mit p = iy = iz auf o/. Dann gilt i1 = Jip auf (/) nach
Satz da o n-stabil ist. O]

Erinnerung 1.26. Eine Verteilungsfunktion (einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R)
ist eine Funktion F': R — [0, 1], die nicht-fallend und rechtsstetig ist mit lim, ., F'(x) = 1,
lim, o F(z) = 0.

Satz 1.27. Zu jeder Verteilungsfunktion F gehort genau ein W’maf$ pur auf (R, B(R))
mit

pr((-o0,2]) = F(z), zeRR.
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Beweis. Betrachte
Jp = {(a,b] ta<b}, Jyi= {(—oo,b] :beR}, J3:= {(a,oo) caeR}, J:=JyuJyuJs,
¢ :={JIj:neN e J}u{a}
j=1

¢ ist eine Algebra.
Fiir A=}, I €4 mit I} = (ag, bx] (NR) definieren wir
u(A) = 3 (F(be) - Flaw))
k=1
(mit Setzungen F'(—00) =0, F(o0) =1).
p ist wohldefiniert: Wenn man I, = (a, by ] ersetzt durch I, = I} w I} mit I} = (ax, cx],
I" = (ck, b ] und einem ¢y € (ag, by ), so éndert sich wegen

F(by) - F(ag) = (F(bg) = Fer)) + (F(ex) - Fax))
der Wert von pp(A) nicht.
Es gilt u(@) =0 und p(R) =1, p ist additiv.

Zur o-Additivitat: Nach Prop. geniigt es zu zeigen, dass u stetig in @ ist.
a) (nahezu Kompaktheit)
Zeige: Fiir I € J und € >0 gibt es u,v € R, u < v mit

[u,v] el und  p((u,0])>p(l) -¢

Fiir I = (a,b] € J; verwende v = b und verwende, dass wegen Rechtsstetigkeit von F' gilt
i p((u 0]) = i P(v) = F(u) = F(8) ~ F(a) = u((0,1]).

fiir I € Jy bzw. I € J3 verwende lim,_, o, F'(z) = 0 bzw. lim, ., F'(z) = 1.

Analog: Fiir allgemeines A € ¢ und € > 0 gibt es B € ¢ beschriankt mit B ¢ A und
w(A~N B)<e.

b) Seien A, € ¥, A; 5> Ay 2+ mit inf,y p(A,) > ¢ fiir ein £ > 0.

Zeige: Dann gilt N, A, + &

Fiir n € N wihle nach a) B, € ¥, B, beschrinkt (also B, kompakt) mit B, c B, c A,
und p(A, N By,) <2777 1g; es ist

,U(An N IQBk) < M(g(Ak N Bk)) < Z 27kl = g

k=1

n
27k <
k=1

DO | ™

(fiir die erste Ungleichung verwende Ay o A, fiir k < n), demnach
n n e
a1 Be) = (An) = An s (1 Bi) > 5.
-1 -1

14



somit ist

Knlsz_kD ﬂBkiQ

k=1 k=1
kompakt und nicht leer mit K,, c A,,, K, > K, 1.
Es folgt

ﬂAna ﬂant@
n=1 n=1

(Cantor’scher Durchschnittsatz).
O]

Lemma 1.28. (Q,.9/) messbarer Raum, p,ps,... Mafe darauf, c1,cq,--- > 0, so ist
W= Y, culln  ebenfalls ein Maf$ auf (0, o).

Wenn alle p,, Wmafle sind und 3, ¢, =1, so ist auch p ein W’mafs.
Beweis. Offenbar ist pu(A) =Y, cppin(A) 20 fir A €./ und u(@) = 0.

Zur o-Additivitéit: Seien Aq, Ao, --- € o/ paarw. disjunkt,

M(JGIA]-) = %:Cnun(jgl/lj) = ;Cn Zﬂn(Aj)
= Zzn:cnﬂn(Aj) = Z/L(Aj)

O

Satz 1.29 (Konstruktion des (Borel-)Lebesgue-MaBed’| auf R). Es gibt genau ein Maf A
auf (R, B(R)) mit A((a,b]) =b-a fira<b.

Beweis. 1) Fi(xz) = (z A1) v 0 ist Verteilungsfunktion, sei A1) das nach Satz
zugehorige W'maf.
Offenbar gilt A¢1(A4) =0 wenn A c (0,1]¢,

Aoy ((w,v]) = Fi(v) - Fi(u) =v-u fir 0<u<v<l.

Analog betrachte fiir m € Z : F,(x) := ((x = m+1) A1) v 0 mit zugehorigem MaB
A(m-1,m]; es erfiillt

Aom-1m](A) = Am-1m) ((An (m=1,m]), AeB(R?)

und Agm-1m)((u,0]) = (vAm) = (uv (m-1)).
A= Z A(m-1,m] ist ein Maf} mit

meZ

[b]
AM(a,b])= > (ba(m+1))-(avm)=b-a fiir a<b.

m=|a|

3Henri Lebesgue, 1875-1941
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Eindeutigkeit folgt aus Satz (die Menge der Intervalle (a,b] ist ein N-stabiler
Erzeuger von B(R?), vgl. Bsp. ; A ist o-endlich, wihle z.B. C,, := [-n,n], n e N als R
ausschopfende Folge). O

Bemerkung 1.30. 1) Das Lebesgue-Maf A auf (R, B(R)) ist translationsinvariant, d.h.
AMA+z)=\A) fir Ae B(R), z€R.

2) (Analogon von Satz fiir allgemeine endliche Mafle) Jede beschriankte, nicht-
fallende, rechtsstetige Funktion F': R — [0, 00) mit lim,_ ., F'(x) = 0 steht via

pr((-00,2]) = F(z), zeR

in eindeutiger Beziehung zu einem endlichen Maf} up auf (R, B(R)).

3) (Lebesgue-Stieltjes-Mafle) Zu F' : R — R nicht-fallend und rechtsstetig gibt es genau
ein Mafl pp auf (R, B(R)) mit

pr((a,b]) = F(b) - F(a), -oco<a<b< oo.

Betrachte dazu (analog zum Beweis von Satz [1.29) F,,(z) = F((xam)v(m-q))-
F(m-1), m € Z und zugehoriges pp,, aus 2), pp = Y,z lir, leistet das Gewiinschte.

Eindeutigkeit folgt aus Satz [1.18]

Zum d-dimensionalen Fall:

Definition 1.31. F': R? - [0,1] heifit eine d-dimensionale Verteilungsfunktion, wenn es
folgenden Bedingungen geniigt:

1. F rechtsstetig, d.h. x,, » z (koordinatenweise) = F(x,) - F(x)
2. F(x,)—~1wenn z, - (+00,...,+00)

3. F(z,)— 0 wenn min;y__42,; - —00

.....

4. Fir x = (z1,...,24) <y = (y1,...,yq) (koordinatenweise), parametrisiere die Ecken
des d-Quaders (z,y] mit {1,2}¢ via {u = (zf“),..,,zt(;d)) fir,...dg € {1,2}) wo
e (2)

j

=4, 2

. =yj, es muss gelten

> (-nFOsmst e B (= pp((2,y]) ) 20

u Ecken

Satz 1.32. W’mafe auf (R?, B(R?)) und d-dimensionale Verteilungsfunktionen F stehen
in 1-1-Beziehung via
IUF((—OO,Z’]):F(Z’), xERd'

16



Beweisskizze. Beweis analog zum Beweis von Satz [1.27] man verwendet als Algebra
g:{UIj,l XIj?g X eee X j’dZHEN,]j’k € J},
j=1

die Menge der endlichen Vereinigungen (ggfs. verallgemeinerter) d-dimensionaler Quader.
m

Korollar 1.33 (d-dimensionale ProduktmaBe). Seien p1,...,u1uqg Wmafe auf (R, B(R)),
dann gibt es genau ein Wmaf p auf (R4 B(R®)) mit

IsH

H( —oo,x]) = H,u,-((—oo,xi]), x=(x1,...,14) e R%

i=1

Man schreibt pp= 1 ® -+ ® g, €s gilt
(Ay x Ag x oo x Ag) = 1 (Ar) - puo(Ar) - - - pa(Ag), Az, ..., Age B(R). (1.6)
Beweis. Sei F; die Verteilungsfunktion von p;, i =1,...,d,
F(x):= Fi(2))Fy(2s)Fy(zq), x=(x1,...,24) € R

Zeige: F' ist d-dim. Verteilungsfunktion:

a:(al,...,ad)<(bl,...bd):d
d
i=1

fl 1(a; <x; <b;) = (l(x,» <b;)-1(z; < ai))

= Y (-DF1(z<e(a,b,K))

a;, iEK,

mit e(a,b, K); =
by, i¢tK

F erfillt

> (DFF(e(a,b,K))= Y (D[] Fa))(TTF(5)

Kc{1,...,d} Kc{l,...,d} ieK WK
d

fiir beliebiges a,b € R?, a < b, d.h. F ist d-dim. Verteilungsfunktion.

Zur Formel ([1.6): Nach obigen gilt (1.6)), wenn A; = (—oo, ;] fiir gewisse z; € R. Seien
Ta, ..., xq fixiert, betrachte fiir A € B(R)

pA(A) = (A (oo, 2] x (moo. s oo (ool () = pa(A) [T e((-o0.))
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wy und pf sind MaBe auf (R,B(R)), die auf allen Halbintervallen der Form (—oo, ]
ibereinstimmen, nach Satz gilt somit pj = pf, d.h. in diirfen wir (—oo,z1]
durch eine allgemeine Borel-Menge A; ersetzen.

Fixieren wir nun A; € B(R), x3,...,24 € R und betrachten fiir A € B(R)

p5(A) = (A x Ax (m00, 3] x o x (~00,24]), 5 (A) = pr (Ar)a(A) [ (=00, 2:]),

1=3

so folgt analog ph = w4, d.h. in (1.6 diirfen wir (—oo0,z;] und (—oo,xs] jeweils durch
eine allgemeine Borel-Menge A; bzw. Aj ersetzen. Iteration dieses Arguments zeigt (1.6))
allgemein. [

Satz 1.34 (d-dimensionales Lebesguemafl). Es gibt genau ein translationsinvariantes
Maf X auf (R4, B(R?)) mit A((0,1]¢) = 1.

Definition 1.35 (Nullmengen). (€2,.27, u) Mafiraum. N € &7 heifit (pu-)Nullmenge, wenn
w(N) =0 gilt.
N, ={NcQ:3Aes/ mit Nc Aund pu(A) =0}

Offenbar gilt
Nl,NQ,"-EJm = UN] E%
J

Sprechweisen p-fast iiberall (abgekiirzt u-f.ii.), bzw. auch u-fast sicher, abgekiirzt p-f.s.,
wenn g ein W'maf ist: Eine Eigenschaft

E(w) gilt p-fii., wenn {w e Q: E(w) gilt nicht } € .4,
Fir A, B € o/ schreibt man A = B (mod i), wenn AAB € .4,.
Bericht 1.36 (Mafivervollsténdigung, siche z.B. [KI, Bem. 1.70]).
M#=a(ﬂu%)={BcQ:3Aeyf: AABEJI{L}
ist eine o-Algebra und
u(B):=p(A) wenn A€o/ mit AABe A,

ist wohldefinierte Fortsetzung von p auf 47,.

1.3 Messbare Funktionen, Zufallsvariablen

Definition 1.37. (2,7), (', ') messbare Raume. Eine Abbildung f : Q — Q' heifit
of -af"-messbar (oft auch nur messbar, wenn die beteiligten o-Algebren aus dem Kontext
klar sind), wenn gilt

VBed' : fH{(B)={weQ: f(w)eB}ed.
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Beobachtung 1.38. 1 (Indikatorfunktion). Ae o/, 14:Q — {0,1},

14(w) 1, fallswe A,
w) =
A 0, fallsw¢ A

ist messbar (1,'({0}) = A¢,1'({1}) = A e &).
2 (Komposition messbarer Abbildungen). (Qy,.94), (22, 9%), (€23, 27%3) messbare Rédume,
f:Q - Qs und g : Qo > Q3 seien (A -9~ bzw. ofy-of3-)messbar. Dann ist h = go f
(o -of3-)messbar, denn fiir B € 7 ist

Wi(B)=f"g"(B))e.

——
E,dg

Beobachtung und Definition 1.39 (Erzeugte o-Algebra). Sei (€,.7') messbarer
Raum, Q+ @, h: Q- .
o(h)={h(B): Be "}

ist die kleinste o-Algebra auf €2, beziiglich der h messbar ist. (Falls &7 o-Algebra auf Q
und h 7-o7'-messbar, so gilt natiirlich o(h) c &)

o(h) heifit die von h erzeugte o-Algebra.

Sind allgemeiner (€2;,.9%), i € I messbarere Radume und h; : Q — €; (I beliebige
Indexmenge), so bezeichnet o(h;,7 € I) die kleinste o-Algebra auf ), beziiglich der alle
h;, i € I messbar sind.

Lemma 1.40 (Messbarkeit auf Erzeugermenge geniigt). f:Q —» Q', & c 2% mit 0(&’) =
', soist f of - -messbar g.d.w.

VBe&: f1(B)={weQ: f(w)eB}ed.
Beweis. ,=“ v/

R {B cQ: fY(B)e 42%} ist eine o-Algebra, n. Vor. gilt 0(&") = &', also auch
o = O

Im Fall reellwertiger Funktionen lassen wir oft auch die Werte +oo oder —oo zu (Uber-
gang von R zu R = Ru {00} u{+00}). Man spricht dann auch von , numerischen Funk-
tionen®.

Korollar 1.41. 1. Insbesondere fiir f:Q - R (wobei R die Borel-o-Algebra B(R) trigt)
gentigt es (mit Bsp. @ zu prifen, dass

f(I) e fir alle Intervalle I = [a,b]

(oder auch fir alle offenen Intervalle, oder fir alle Halbintervalle (-o0,b], b € R, etc.)

qgilt.
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2 (Topologischer Fall). Wenn f:Q — E, wobei E topologischer Raum mit Borel-o-Algebra
B(E), so geniigt fiir Messbarkeit

fHO) e fiir jedes offene O c E.

Insbesondere: falls ) selbst ein topolgischer Raum (versehen mit seiner Borel-o-Algebra)
ist, so sind sind alle stetigen Abbildungen messbar.

Definition 1.42 (Produktraum, Produkt-o-Algebra). I endl. oder abzdhlbar, (.5;, %),
1 € I messbare Rdume S = X;¢; S; = {3 = (8i)ier : i € S},

A = o({XAi:Aiesz{i})

iel
(die von den , verallgemeinerten Quadern* erzeugte o-Algebra) heifit die Produkt-o-Algebra
(der 7).
Mit den Koordinatenabbildungen (oder Projektionsabbildungen) 7 : S — S, m:((s;)er) =
s; ist g =o(m;,i€1).

Lemma 1.43 (Messbarkeit im Produktfall). S wie in Def. f:9->375, fw)=
(fi(w))id ist messbar g.d.w

fi: Q2= S; messbar fir jedes i€ 1.

Beweis. =% : m;: S - S; ist messbar, mit Beob. daher auch f; =m;o f

,<“: Mengen A =X A; mit A; € &, erzeugen @7y und fiir ein solches A ist
iel

FHA) ={weQ: filw) e Aie I} = f'(4) e %

iel
n. Vor., Beh. folgt mit Lemma [T.40] O

Beobachtung 1.44. S = R”, inf: S > R mit inf ((xn)neN) =inf, x, und sup : S — R mit
sup ((wn)neN) = sup,, &, sind B(R")-B(R)-messbar:
Fiir x e R ist

inf_l([a:, oo]) = [z, 00] x [z, 00] x [z,00] x - e B(R"),
sup ™' ([-o0,2]) = [~o0, ] x [-00, 2] x [-00, 2] x - € B(R™).

Lemma 1.45. E topologischer Raum mit Borel-o-Algebra B(E), fi1, f2,--:Q - E seien
(o -B(E)-)messbar und

f(w) = lim f,(w) existiere fiir alle w € Q.

Dann ist f (o -B(E)-)messbar.
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Beweis. Sei O c E offen, dann ist

fHO)=UN £ (0)es.

n m22n

[]

Definition 1.46 (Elementare Funktionen). (€2,.e7) messbarer Raum. f : Q2 - R der Form
f(w) =¥ a;la(w) mit n € N, aq,...,a, € R, Ay,..., A, € & heifit eine elementare
Funktion.

Lemma 1.47. (2, 7) messbarer Raum.

1. Elementare Funktionen sind messbar.

2. Fiir of -B(R)-messbares f:Q — [0, 00] gibt es eine Folge von elementaren Funktionen
fn mit fr 7 f.

3. Jedes o/ -B(R)-messbare f : Q — R kann punktweise durch elementare Funktionen
approximiert werden.

Beweis. 1. Schreibe f =Y, a;14, und o.E. seien die A; paarweise disjunkt mit U}, 4; =
Q, dann ist f1(B)= U A; e fir BcR.

i:aeB
2. Wihle z.B. f,(w) = (27[2"f(w)]) An.
3. Zerlege f = f*— f~, dann verwende 2. m
Lemma 1.48 (Faktorisierungslemrga). (Q,Jaf_), (Y, 2") messbare Riume, [ :Q —
(of -of"-)messbar. Dann ist g: Q) - R o(f)-B(R)-messbar g.d.w.
es gibt ein o/'-B(R) messbares h: Q' - R mit g=ho f.
Beweis. ,<“ v/

,=>“: Sei zunichst g > 0. Zeige: Es gibt Ay, Ay, - € o(f), ay,an,--- € [0,00) mit

9= ala, (1.7)
n=1

Sei dazu g, := (27[2"g]) An, By = {w: ga(w) = gn-1(w) =277}, 0= 0,1,...,2" (B, €
o(f) n. Vor.), also

on

In —Gn-1= Z Z27n137”
=0

Umsummieren (n,7) » m € N liefert

9=90+ 2.(gn—Gn-1) = Y. amla,
n=1 m=1

mit geeigneten a, € [0,00), A, € o(f).
Wegen A, e o(f) gibt es B, € &' mit f~1(B,,) = Ay, setze

h = Z amlp,
m=1
Im allgemeinen Fall wihle zu g*, g~ wie oben h*, h™, setze h:=h* - h~. O
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Definition 1.49 (Bildma8). (2,7, ) Mafiraum, (Q/,%’) messbarer Raum, f:Q - Q’
messbar.

o5 A e p(fH(AY))

ist ein MaB auf (£/,«7'), es heifit das Bildmaf von p unter f und wird mit po f!
bezeichnet (manchmal schreibt man auch f(u)).

1.3.1 Erinnerung: Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpreta-
tion
Definition 1.50. (2,.%,P) W’raum, (S, <) messbarer Raum. A € .% heiflen Ereignisse,

eine (F-47-)messbare Abbildung X : 2 - S heift eine Zufallsvariable (mit Werten in 5),
oft kiirzt man Zufallsvariable als ZV ab, auch die Benennung Zufallsgrifse ist verbreitet.

Fiir B € & schreibt man
{XeB}:=X1B) (¢%)

fiir das Ereignis , X nimmt einen Wert in B an*.

Das Bildmafl Po X! heifit die Verteilung von X, man schreibt auch .Z(X) und X ~ p,
falls Po X! = p.

Beispiel 1.51. 1) u W'maB auf (S,.27), so ist X =1dg ZV auf (S,.o, 1) mit X ~ p.
Insbesondere ist U := Id[p;; eine uniform auf [0,1] verteilte ZV auf (Q,.%,P) =
([071]78([071])’)‘[0,1])'

2) F' Verteilungsfunktion auf R, so gibt es eine ZV X auf ([0,1], B([0,1]),P), P = Ajo1)
mit P(X <z) = F(z), v eR.
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Kapitel 2
Unabhéingigkeit

Definition 2.1. (Q,.#,P) W’raum.

1. € c #,iel (I beliebige Indexmenge) heien unabhdngig, wenn fiir jedes endliche
Jcl, J+@

fiir beliebige A; € %;, j e J gilt P 4;)=[]P(4)).

jeJ jeJ
2. Ereignisse A; € .#, i € I heiBlen unabhéngig, wenn dies fiir €; := {@, 4;, A5, Q} gilt.

3. ZVn X;, i € I heiflen unabhéngig, wenn o(X;), ¢ € [ unabhéngig sind.

Lemma 2.2. 6, c .7, iel, ¢, u{a} seien n-stabil. Dann gilt
(€iyiel) ua. gdw (0(6),icl) u.a.
Beweis. (Es ist nur ,=* zu zeigen). Wir zeigen: Fir J c J' c I, |J/| < oo gilt

{Aj ca(6;), jel,

P A;) = P(A;) fiir jede Wahl
(ﬂ J) [1F(4) : A€,  jed'~NJ

ged’ jeJ’

(2.1)

per Induktion nach n :=|J|.

Nach Voraussetzung gilt (2.1) fiir n = 0.

Nehmen wir an, (2.1) ist fiir alle J mit n := |J| erfiillt. Betrachte J := J u {jo} wo
|J|=nund joeI~ J;sei JcJ cl.

Seien A; € 0(%;) fiir j € J, A; € € fiir j € J'\J, betrachte folgende MaBe (auf (Q,.%)):

(A = M(Am N 4,), 7(A):=PA)- [ P(4,), AcZ.
jeJ'~{jo} jeJ' ~{jo}
Nach Induktionsannahme stimmen g und @ auf €, u {@, 1}, das ein n-stabiler Erzeuger
von 0(%j,) ist, iberein, mit Satz also
=71 auf o(%,),

d.h. (2.1) gilt fiir n+ 1. O
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Bemerkung 2.3. 1. .% 5 A;, i € I sind u.a. gd.w.
P( N Aj) = [IP(4;) fiir jedes endliche J c I.
jeJ jeJ

2.6, c F,i¢l ua., I = Upe I (wobei K eine beliebige Menge ist), so sind auch
%, = U €, k e K unabhingig.

iEIk

Beweis. 1. folgt aus Lemma [2.2] denn {4;} ist ein n-stabiler Erzeuger der o-Algebra
{@,A;, A5, Q.

2./ (zu Aj e %ZI;J., 7=1,...,n mit ky,..., k, paarw. verschieden gibt es 71, ..., paarw.
verschieden mit A; € 6;;)
m

Beispiel. 1) X1, Xs, ..., X, reellwertige ZVn sind u.a. g.d.w.
d d
IP( N{X; < x]}) =[[P(X; <z;) fiiralle x = (21,...,2q4) €eR?
j=1 j=1

(d.h. g.d.w. ihre gemeinsame Verteilungsfunktion Produktgestalt hat).

2) X;, i € I diskrete ZVn, d.h. X, : Q) — S; messbar (wobei S; endlich oder abzdhlbar, mit
o-Algebra o7 = 25).

(X;,i € I') unabhéngig g.d.w.

fir J < 1,]7] < o0, z; € §; gilt P((V{X; =2;}) = [TP(X; = ).

jed jeJ

2.0.1 Asymptotische Ereignisse

In diesem Abschnitt geht es um Ereignisse, die gewissermafien (wenn man bei der Num-
merierung an einen Zeitablauf denkt) , unendlich spéat“ entschieden werden.

Definition 2.4. Seien A;, As,... Ereignisse,

|
D)
C

N
3

limsup A, :=

n—oo n>1 m>n

(,unendlich viele der A, treten ein“),

liminf A, == () 4m

n—00

(,von einem (moglicherweise zufilligen) Index ab treten alle A, ein®).
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Beachte: Es ist (lim inf An) = limsup A, also mit Indikatorvariablen ausgedriickt

n—oo n—oo

limsup 14, (w) = Liimsup, 4, (w), liminf1,, (w) = Limint, 4, (W).

n— 00

Lemma 2.5 (Lemma von Borel-Cantell{l)). Seien Ay, As, ... Ereignisse, A =limsup,,_, o, A,.

Z P(A,) =00 und die Ay, As, ... seien unabhingiy —> P(A)=1

n=1

Beweis. 1. Fiir jedes n ist

also gilt P(A) = 0.
2. Es ist

!

() 45) = Jm () 45) = b 1T (1-Pa0)

:f{n(l—P(Am)) = exp inlog( (4n))
< exp(—mi::nP(Am)) =0

fiir jedes n (verwende log(1 - z) < -z fiir z € [0,1]), also P(A°) < > IP’( N Ag%) =0. O

n=1 m2n

Beispiel 2.6. Seien Xi, X, ... w.a, {0,1}-wertig mit P(X; =1) =p; € (0,1), so gilt
{X; =1 oo-oft} f.s. g.d.w. Zpl- = 00.

(Dies ist insbesondere erfiillt, wenn p; = p > 0: wenn man eine p-Miinze unendlich oft
wirft, wird man mit Sicherheit unendlich viele Erfolge beobachten.

Andererseits: Mit A, = {X; = 1}, n € N ist limsup, A,, = Ay, also P(limsup, A,,) =
p1€(0,1), dh. man kann in Lemma[2.5] 2. nicht (ohne weitere Voraussetzungen) auf die
Unabhéngigkeit verzichten.

Definition 2.7. (2, %) messbarer Raum, @, @%,--- c o/ Teil-o-Algebren.
T = ngl% mit % = O—(dna 52{7”17 42%n+27 s )

heifit die (von der Folge @4, 9%, ... erzeugte) terminale o-Algebra.

"nach Emile Borel (1871-1956) und Francesco Cantelli (1875-1966)
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Beispiel 2.8. X, recllwertige ZVn (auf (2,47, P)), 4, = 0(X,,). Dann sind

{limsup X,, < ¢}, {(X,,) konvergiert} = {liminf X, > limsup X, },

{Z | Xn| < 00}, { ZXn konvergiert} e 7.

Satz 2.9 (Kolmogorovs 0-1-Gesetz). (2,7, P) Wraum, @A, o, - c o/ (unter P) un-
abhingige Teil-o-Algebren. Dann gilt

P(A) €{0,1} fir alle Ae 7.
(Man sagt: T ist trivial®).

Beweis. Sei o, :=0(,...,99,), fir n € Nsind o,, und 7,,; unabhéngig (nach Bem. [2.3)),
also sind auch o,, und .7 c 7,1 unabhingig.

Ooo = Us2y 0, st eine n-stabile Erzeugermenge von o(4;, k € N) [beachte: fiir A, B €
0o gibt es ein n mit A, B € 0,,, daher auch An B € 0, € 0], und 0 ist unabhéngig von

7, nach Lemma [2.2] also
J und o(, ke N) > .7 sind u.a.,

insbesondere fiir A € J:

P(A) =P(An A) = P(A) - P(A).

Beispiel. Seien X7, X5,... u.a. reelle ZVn, dann ist IP( Yo Xn konvergiert) €{0,1}.
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Kapitel 3
Integral und Erwartungswert

Sei (S, 7, i) Mafiraum.
Notation. Fiir f,g:S — R messbar, A € B(R), z € R schreiben wir

{fedAb=f7(4), {f=2="({).
{f=gt={aeS: f(z)=g(x)}=(f-9)"'({0}),
{f2gt={aeS: f(z)29(x)} =(f-9)'([0,00]), et

Definition und Beobachtung 3.1 (Elementares Integral). Fir

f € & = {nicht-negative elementare Funktionen}

mit Darstellung f=>7",a;14, (a; eR,, A; € &) ist

I(f) =Y ap(A) = 3 zp({f=2})
i=1 2 ()
(mit Konvention 0- oo = 0) wohldefiniert.
Bewezis. Sei

(Croo G} = { () By B = 4 oder B = A}~ (2),

d.h. die C} sind paarweise disjunkt mit S = |J;L; C und fiir ¢ = 1,...,n gibt es J; c
{1,...,m} mit

Ai = tJ Ck
kEJi
Fir x € C}, ist
fl@)= ) ai=
i:iéJk

Sei f(S)={v:k=1,....m}={z1,..., 2}, fiir j=1,..., ¢ setze

Gj::{ke{l,...,m}:'ykzzj}
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Z%‘M(Ai) =2 > aiyp(Cr) = Zk:,u(ok) Z i

i kGJZ kEJl

- Zk:%u(Ck) = Zzﬂﬂ(g ) =2 zu({f = 2})

Definition 3.2. Fiir f:S — R, heifit

[ fau=sup {1y :heerns )

das Integrall] von f beziiglich p.
(Manchmal schreibt man auch u(f) = [ fdu oder auch [ f(z)u(dz), wenn die ,In-
tegrationsvariable“ betont werden soll.)

Beobachtung 3.3 (Markov—Ungleichun. Fiir f:S - R,, a>0 gilt
1
p({f > a}) Saffdu

(denn £* 5 b= al i ((aeop) < £, also I(h) = au({f > a}) < [ fdpu).

Lemma 3.4. f,g:S - R, messbar.

i) f<g p-fi. = ffdﬂﬁfgdu-
i) f=g p-fi. = ffdu=fgdu-
iii) f=0 p-fii. < /fduzo.
iv)ffdu<oo s f<oo pfi

Beweis. i) Sei h Elementarfunktion mit A < f, dann ist b= h1;s<4y ebenfalls Elementar-
funktion und erfiillt h < g,

Ihy=" % zu({h=2}) =Y u({h=2}n{f<g})

z (eh(5)N{0})

=S u({h=2})=1(h)

die Beh. folgt damit aus Def.
ii) Dies folgt aus 1).
iii) ,, = folgt aus i), zu ,,<*“: Sei f fdp =0, dann ist

u({f> %}) < n[ fdp=0 fiir jedes n e N (mit Beob. [3.3),
iU >0) = u(F 213)+ X (g < £ < 21) =0

n+1"

!Priziser: das Lebesgue-Integral, nach Henri Lebesgue (1875-1941)
2nach Andrei Andrejewich Markov (1856-1922)
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w) hi=nl{_ ey < f fiir jedes n e N, also
I(h) = np({f = }) s[fdu< 5

und

p(tf=oo)) <> [ fdu—0.

n—oo

Lemma 3.5. f,, ne N messbar, 0< f1 < fo <.+ A f =sup,y fn, S0 gilt

ffdu=ggrgoffndu

Beweis. Nach Lemma ist n~ [ f, du monoton wachsend und
lim [ fudus f Fdp.

Sei € > 0, h Elementarfunktion mit 0 < h < f,

hy = (h =€) "¢ 5f-e)

ist Elementarfunktion mit 0 < A, < f,,,

1) = 7 =) = =) wlth =20 > F=<)) < [ Fu
nach Voraussetzung ist {f, > f -} # {f < oo} fiir n > oo, also
n({h=2fu>f-e}) 7 p({h=2f<oo})

somit

SN(z-e)u({h =2z f<oo})< lim f frndu
fiir jedes € > 0, mit € | 0 auch
1M ey) = 2R = 2, f < oo0}) < limy [ fud

Wenn nun p({f = oco}) = 0 gilt, so ist I(hljscoy) = I(h) und Def. impliziert
lim, [ f,dp> [ fdu, d.h. die Behauptung.
Wenn andererseits p({f = 00}) > 0 gilt, so ist [ fdp = oo und fiir jedes M € [0, 00) ist

tim [ fudp2tim [ (fonM)du= [ (f A M)dpz Mp({f = o0}),
mit M — oo folgt lim,, [ f,du = oo, d.h. die Behauptung gilt auch in diesem Fall. O
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(Gegen-)Beispiel. (5,7, 1) = ([0,1],B([0,1]), Aj0,11), fn = nL(0,1/n), s0 gilt
lim f,(z)=0=: f(x) fiir jedes x €[0,1],

1
aber [ fn d)\[o,l] =n—=1 7L> 0= / Od)\[o’l]
n
Lemma 3.6. Sei f:S — R, messbar und f(S) hichstens abzihlbar, dann gilt

[ fan= % wu(tr=2)

zef(S)

(mit beliebiger Summationsreihenfolge).

Beweis. Betrachte zundchst f Elementarfunktion: Sei 0 < h < f Elementarfunktion, dann
ist fiir z >y

w({f=y.h=2}) = u(2) =0,

also
I(h) =Y zu({h=2}) =32 2u({f =y, h = 2})
<SS yu({f=yh=2}) =Y yu({f=y}) (=I(f))

d.h. die Formel gilt in diesem Fall.

Allgemeiner Fall: Sei y1, s, ... irgendeine Aufzihlung von f(S), (zn), ¢ Ry N f(S)
mit 2, /' 0o,

foi= 2 il sy + nligeee)
also 0 < f; < fo <--- 7 f, Beh. folgt mit Lemma [3.5] ]
Lemma 3.7. f,g: S - R, m.b., o, f € R,, so gilt

[ar+Bgdu=a [ fau+s [ gap.

Beweis. 1) Seien zunéchst f(5),g(S) abzéhlbar (und somit auch (f +¢)(S) abzdhlbar):
[ ar+Bgdu=¥ zu({af +89-2})
=22 X n({f =ug=v}) = 3 (au+ fo)p({f =ug=0})

au+fBv=z

=@Zuu({f=u,g=v})+BZW({f=u,g=v})
=aZuu({f U})+BZW {g=v})= ffdwﬁfgdu

nach Lemma 3.6

2) Allgemeiner Fall: f,, := 27| 2" f| An, g, := 27| 2"g] An nehmen jeweils nur endlich viele
Werte an, f, /# f,gn 7 ¢ fiir n > co. Beh. folgt mit 1) und Lemma [3.5] O
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Definition 3.8. f: S — R messbar heifit p-integrierbar, wenn [ 1fldu < oo. Man setzt

dann
[ faw= [ rran- [ fdn (eR)

LY(p) = {f: f p-integrierbar}

Fir f ¢ £'(p) mit [ f*duA [ f~du < oo setzt man ebenso, wobei dann die Werte +oo
oder —oo vorkommen (beachte: ist wohldefiniert).

Man schreibt auch

[ 1@ utda) = ()= [ pap.
abkiirzend oft auch fiir A € &/
[ fan= [ fiadp.
Satz 3.9. f,g¢ £1(n)
) 1f <00 puefii, [ fdu=0 = f=0 L
i) f < g p-fii. —> /fdugfgdu, insbesondere: f = g j-f.i. —> [fd,u:/gd,u

i) | [ fau|< [ 191
iv)faf+bgd,u=a[fdu+bfgdufma,beR

Beweis. i) Dies folgt aus Lemma [3.4] 7ii).
i) f<gli. < f*<g*fi.und f~>g fii, Beh. folgt aus Lemma [3.4] 7).

i) | [ fdu|=| [ du- [ ran|<| [ frau|+| [rae|= [ 5 s an
=|1l
w) Folgt aus Lemma [3.7] (zerlege f = f* - f~, g=g¢" - g). O

Bemerkung 3.10. 1. ||f|: := [ | f|dp definiert somit eine Halbnorm auf £'(u), definiert
man f ~ g :< f=g pfi, soist L'(u) := L'(u)/ ~ ein normierter Raum.

2. Im diskreten Fall S = {x1,79,...} (mit & =2%), u =%, a,d,, mit a, >0 ist
L) = {8’ Y anlf ()] < oo}
n=1
Satz 3.11 (Monotone Konvergenz, Satz von (Beppo) Levi). fi, fo,--- € LY(1), fn 7 f

w-f.1., dann gilt
lim [ fadu= [ fdp

(die Gleichung ist méglicherweise als +o00 = +00 zu lesen,).

3Beppo Levi, 1875-1961
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Beweis. Sei N € o/ mit u(N) =0 und

fu(x) ~ f(x) fiir alle z € S\ N.

0< foi= Iye(fo=fi) 7 Ine(f=f1)
also (mit Lemma [3.5)
[ Fadu dp— [ ne(f =) dn= [ £ fudn

~— ~—
=[ fndp—{ f1du =[ fdp-[ fidp

Satz 3.12 (Lemma von Fatod). f, fi, fo,--- € LY(p) mit f,, > f p-foi., so gilt
f lim inf f, dy < lim inf f oy
Beweis. O.E. seien f, fa,--- >0 f.ii., sonst gehe iiber zu f, - f.

Sei g, == inf,,s, fm, dann gilt / gndp < / fndp fir jedes n und g, ~ liminfg. fx,

n—oo

also

f lillgninf fedp = lim fgn dp < liminf/ fndu
(wir verwenden Satz fir das Gleichheitszeichen). O
Satz 3.13 (Dominierte Konvergenz, Konvergenzsatz von Lebesgue). f, fi, fa,... messba-

re Funktionen, es gelte
fon = fu-fi. und |f,]<gp-fi. firein geL(u).
Dann gilt f, f1, fa,-+- € LY(p) und
/ |fn - f|dun_)—o><> 0, insbesondere [ fn dun_)—:o [ fdpu.
Beweis. [ |fuldp, [ |fldu< [ gdu<oo, dh. f, f1, fo, - € L1(1).
0<2g=|f=ful — 29 pti,
also

[ 29dp<timint [ 29-1f - fldu= [ 2gdu-timsu [ 1f - fldp

n—oo
S——— D el
E[O,oo) >0

somit limsup, o, [ |f = faldu = 0.

Schlief3lich
tim | [ fudi= [ Fau|<gim [ 1= faldu=0

4Pierre Fatou, 1878-1929

32



Satz 3.14 (MaBtransformation und Integral). (S,.7), (S’, /') messbare Raume, 1 Mafs
auf (S, 97), f:S - S" messbar, ' := po f1
Fiir g e LY(u') oder g: S" - R, gilt

fgdu’=/90fdu (3.1)

Beobachtung 3.15 (Monotonieprinzip). (.S, %) messbarer Raum, sei & c {f : f: 5 —
R, messbar} mit

i)a,beRy, f,ge X = af+bge X
i) (fa)nen € X, fo 7 f = fed
iii) 14 € K fiir Aeof
Dann gilt # = {f : f:S - R, messbar}.

(Beweis: Approximiere allgemeines messbares f wachsend via " 3 f,, =2™[2"f|An ~ f.)

Beweis von Satz[3.14. Sei #, ={g: g:S" - R, messhar, (3.1) gilt fiir g}.
Fiir g = 14 mit A’ € &/' gilt
f gdp' = p/'(A) = p(f(A)) = f go fdpu

nach Def., also 14 € 7.

A, erfiillt Eigenschaft i) aus Beob wegen der Linearitéit des Integrals (vgl.
Satz und Eigenschaft i) wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz (Satz|3.11]).

Somit
H.={g:g:S" - R, messhar}

Fiir g € £1(p") gilt (3.1]) jeweils fiir g* und g-. O

Bemerkung und Schreibweise. Fiir (©,.7,P) Wraum, X € L1(P) oder X : Q - R,

messbar schreibt man

E[X]:= / X dP  Erwartungswert“ von X
Fiir eine (S’, o7')-wertige ZV Y mit Verteilung v, g: S’ - R, g e L}(v) gilt

E[g(Y)]:fgoYdIP:fng

Definition 3.16. p,v MaBe auf (S,.27), h: S - R, messbar heiBt (eine) Dichte von v
beziiglich p, wenn gilt
V(A) = f Lahdp, Acd.
d
Man schreibt v = hyu, symbolisch auch dv = hdp, d—y = h.
L
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Lemma 3.17. 1 Maf auf (S,7), h: S = R, messbar, so definiert
V(A) = f 1ahdy, Aedl

ein Maf auf (S, ) (v ist endlich, wenn h e LY(p)), fir f:S - R m.b. mit f >0 p-f.i.

oder fhe LY(u) gilt
ffdz/: ffhdu (3.2)

Beweis. Offenbar v(@) =0, seien Aj, Ay, -+ € & paarw. disjunkt:

y(Ln-JAn)=/1UnAnhd,u=f;1Anhdu=;flAnhdu=;y(An)

mit Satz von der monotonen Konvergenz (Satz [3.11)).

{f: f:S - R, messbar, (3.2) gilt fiir f}
erfiillt die Voraussetzungen des Monotonieprinzips (Beob [3.15]), also gilt (3.2)) fiir jedes

messbare f > 0.

Falls fhe LY(p), so gilt mit Af* = (hf)* und hf~ = (hf)~ separat. O
Lemma 3.18. v = hyu=hp mit h,h': S - R, m.b., v o-endlich => h=h' p-f.i.
Beweis. Sei v endlich.

v({h>h'})+ f(h WY
= [ Lponny b dp+ f Lipsny (h=h") dp
_ f Lgomyhdp = v({h > 1'}),
also (h—h')* =0 p-f.ii., analog (h - h')~ =0 p-f.i.
Im allgemeinen Fall seien o7 3 A,, ~# S mit v(A,) < oo, obiges zeigt
[ La (h=h')* dp = f L (h=h) " du=0
fiir jedes n. O]

Definition 3.19. Fiir 1 < p < oo sei

LP(p) = {f : S — R messbar : |f[P ist u—integrierbar}

/p
and i f € £(u) si |l = ([ 1P )

| flleo = inf {M e R, : |f| < M pfit}
heift essentielles Supremum (von f beziiglich ), £2°(u) == {f:S = R m.b. : ||f||e < 00}.
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1 1
Satz 3.20 (Hélder—Ungleichun. poqe[l,o0]l mit —+==1, feLP(u),geL(p)
P 9

Dann ist f-ge LY(p) mit
17 =gl < 1f1lp - [lgllg-

(Fir p=q=2 ist dies die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.)

Beweis. Die Falle p =1, ¢ = oo (oder umgekehrt) sowie || f||, = 0 oder ||g||, = 0 sind trivial,
seien also

pa>1, a=|fllp B:=llglly>0
Fiir a,b > 0 gilt

1 1 1 1
log(ab) = —log(a?) + — log(b?) < log | —a® + —b?
(ab) =~ log(ar) + _log(1") <log (- a” + -17)

(dies folgt aus der Konkavitéit der Logarithmusfunktion), also

[f@) 9@l 1]f()lP 1]g(z)]
o B "p oar g BT

1 1 1
—flfgldu£—+—=1'
af P q

somit

O

Satz 3.21 (Jensen’sche Ungleichundf). (S,7,p) Wraum, k : R - Ru {+o00} konvez,
feLll(u). Dann ist / ko fdu wohldefiniert und es gilt

/kofd/zzk(/fdu)

Beweis. Erinnerung:
k ist konvex <= Vaz,yeR ac[0,1]: ak(z)+(1-a)k(y) > k(az+(1-a)y)
und zu jedem a € R gibt es m = m(a) € R, so dass
VzeR: k(a)+m(z-a)<k(2)

gilt (eine konvexe Funktion liegt oberhalb jeder ihrer Tangenten) .

50tto Holder, 1859-1937
Snach Johan Ludvig Jensen, 18591925 benannt
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k(a) +m(z-a)
I

Seien a, m wie oben, so ist
(ko f) <(k(a)+m(f-a)) <lk(a)|+|m|(|f]+]al)
also [ (k’Of)idu< oo und

| (ko )@ n(dn) 2 k@) +m( [ f@)p(dr) -a).
die Wahl a = [ fdpu liefert die Behauptung.
(Da f e LY(p), gilt u({|f| < c0}) = 1 und man kann den Wert von ko f auf der u-Nullmenge

{|f] = oo} beispielsweise = 0 setzen, ohne die Aussage zu #ndern. Alternativ kann man beob-
achten, dass fiir eine konvexe Funktion k stets k(00) = limy o0 k(), k(=00) = lim,,_o k(2) € R

existieren.) O

Definition 3.22 (Konvergenzarten). (S,.27, 1) Mairaum, f, fi, fo,---: S - R m.b.

i) fn— [ p-fast iiberall (abgekiirzt p-f.ii.; wenn pu(.S) = 1, so sagt man auch ,fast sicher,
abgekiirzt f.s.), wenn

{z: fu@) > f@)F= U NU{fu-fl>e}

£eQn(0,00) ™ m2M
eine pu-Nullmenge ist.

it) fn > fim MaB p <= Ve>0: ,u({|fn—f|>€})—>0
(man sagt auch ,pu-stochastisch“ und schreibt f,, — f (pu-)stoch.)

Q1) 1<p<oo, f, f1, fo, - € LP(p). fr = [ im p-ten Mittel (auch ,in £P(u)“, geschrieben
1580 s 1= flly — 0

Bemerkung 3.23. i) u(S) < oo, f, > f p-fii. = f, —» fim MaB

i) fo 2% £ fiir ein pe[1,00] = fo — f im Maf

iii) Die Limiten sind jeweils p-f.ii. eindeutig bestimmt.
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Beweis. i) Ay = {sumen |fm = f]> 5} > A1, sSOmit
00 > ((Ans) N u(ﬂAnf) =0 fiir jedes € >0

und M({‘fn - f| > 5}) < M(An,s)'

i) Sei 1 < p < oo:

1
il 11> €Y) = u({lfa = f7> &} < = [ Vfum 17— 0
mit Markov-Ungleichung (Beob. B.3).
Fiir p = oo beachte, dass p({|f, — f| > ¢}) =0 fiir € > || f — flloo gilt.
iii) Es gelte f, - f und f, — g jeweils im Maf}, so ist fiir € > 0

n({If =gl >e}) < u({lfa - f1> 53) + ({1 fu -9l > 5§}) —2 0.
O

(Gegen-)Beispiel. Fiir ein Gegenbeispiel zur Umkehrung seien X, Xs,... wa., X, ~
Bery,, dann gilt
stoch.

1
X, —0  (denn fiir jedes 1 >&>0ist P(]X,-0[>¢)=——0),
n

n—oo

aber

P({X, =1 co-oft}) =1

=limsup{Xn=1}

n—oo

Lemma 3.24. f1, fs,...: S =R m.b. mit

Hm p({|fm = fal >€}) =0 fir alle e > 0.

Dann gibt esny, # oo, f:S —>R m.b. mit frp = [ p-fodi. fiir k — oo,

k—oo0

Insbesondere: f, —> g tm Maj$ 11, so gibt es eine Teilfolge mit f,, 29 ..
Beweis. Wiahle ny <ng < -+, so dass fiir m > ny, gilt

,u({|fm - fnk| > 2_k}) < 2_k7

insbesondere fiir Ay, = {|fae,, = farl > 277} gilt p(Ay) < 2% und ¥52, p(Ay) < oo, mit
Borel-Cantelli (Lemma [2.5)) also

,u( lim sup Ak) =0.

k—oo
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Auf (lim SUDj, 0 Ak)c gilt
Z |fnk+1 - fnk| < 00,
k=1

m—1
dh. fn, = fo, + Z (fn,c+1 - fnk) konvergiert p-f.i.
k=1

Zum Zusatz: Beachte

N(ﬂfm - fnl > 5}) < :u({|fm _gl > g}) +ﬂ({|fn _gl > %})mm__:ooo

Satz 3.25. 1 <p<oo, fi, fo,... Cauchy-Folge in LP(p), d-h. lm ||f, — full, =0.
Dann gibt es ein f e LP(u) mit f, = [ in LP(p).

Beweis. Betrachte 1 < p < co: Nach Bem. i) und Lemma gibt es f:S - R m.b.
und ny / oo mit f,, - f p-fi. Esist

[
<sup | |fin = falPdp — 0

nzm

n. Vor. Insbesondere f = f,,, = (fm — f) € £P(p) und || f,n, = fll, = 0.

Satz 3.26 (Minkowski-Ungleichung’). 1<p< oo, f, g€ LP(p), so gilt
1S + gl < 11l + gl
Beweis. Fille p=1, p= o0 oder falls / If+glPdu=0 : v

Sei 1<p<oo, 0< [|f+g|Pdp (< o0), setze

1 1
(>1), somit —+—=1.

q:=—p
p-1 P q

f|f+glpduéf|f||f+glp‘1dﬂ+f|g||f+g|”‘1du

. ((/ |f|pd”)l/p+f|g|pd“)1/p)(/ |f+g|(p‘1)qdﬂ)1/q

)(p—l)/p

=( [1f+glP dp

wobei wir fiir das zweite Ungleichheitszeichen die Holder-Ungleichung (Satz [3.20]) ver-
wenden. O

"Hermann Minkowski, 18641909
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Beobachtung 3.27. Fir 1 < p < oo ist LP(u) = {[f] . f € LZP(,u)} mit [f] = {g :
g = f wfil} ein Banachraum, L?(u) ist mit Skalarprodukt ([f],[g]) := [ fgdu ein
Hilbertraum.

Bemerkung 3.28. Sei ;1(S) < 00,1 <7 <5< o0. Esgilt £5(p) ¢ L7(p) und die Einbettung
L35(p) > [ feLlr(p) ist stetig.

Beweis. Fall s =00 : Sei feL>®(u), so ist

1/r 1/r

k= ([ 1) < (1) 0(9))" = ()

Fall s<oo: Sei feL>®(u), p:=2 (>1),q::ﬁ (:ﬁ),soistz—lj+%:1und
1/r
1Al = ([ 1117 i)
1/r

S«/WM@MX[uﬁonW) = (1(8)) I

mit Holder-Ungleichung (Satz [3.20)). O

[1f1leo-

3.1 Gleichgradige Integrierbarkeit

Definition 3.29. Sei 1 < p < co. Ein Teilmenge F c LP(u) heifit gleichgradig p-integrierbar
(fiir p = 1 meist einfach gleichgradig integrierbar), wenn gilt

inf  su / Pdp=0
geﬁp(u)ygzofejlf) {\f|>g}|f| a

Bemerkung 3.30. F c LP(u) mit |F| < oo ist gleichgradig p-integrierbar.

Satz 3.31. Sei 1 <p<oo, fi, fao, - € LP(p), f: S =R m.b. Dann sind dquivalent
i) fo— [ in LP(p)
i) fn— f im Maf$ p und {f,,n € N} ist gleichgradig p-integrierbar.

Beweis. i) = ii)*“ : Konvergenz in £P(x) impliziert Konvergenz im Mafl (Bem. [3.23] i),
zu zeigen bleibt: {f, : n € N} ist gleichgradig p-integrierbar.

Sei h := 2|f| (e LP(u)), fiir jede Teilfolge ny < ny < -+ 7 oo gibt es eine Teilteilfolge
(n},)x mit
o P L1z, oy 2 1FP7 gt

(verwende Lemma [3.24)), somit
1Py — / o
A@%MVJ w— [ IfPdu
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(geméf Satz von der dominierten Konvergenz, Satz [3.13]) und

n’pd 32”/ n = Pd 2?/ 1 , d
/{|fn;€|>h}|fk| a (g, = F 27 [ 1FL g, oy i

—0 fiir K — oo n. Vor. —0 (dom. Konv.)

Insbesondere gilt
fulP dp — 0.
S V2

Zu € > 0 wihle ny mit/£ ‘ }|fn|pdu§5fﬁrn>n0, setze g :=|fi] + -+ | fuo] + I, sO gilt
fnl>h

sup falPdu<e
n J{lfnl>h} |

»11) = 1) o.E. sei f,, > f p-f.i. (sonst gehe zu p-f.i. konvergenter Teilfolge iiber gemafl

Lemma , es ist
[ 1P du<timint [ 17 dye (< o0)
also f e LP(u).
Zeige: f |fn—f|pd,urz>o() :
Zue>0,0<geLr(u) gem. Voraussetzung setze h := g + 2|f|. Wie vorher ist

fnpd —> fpd )
]{Wsh}| Pdp— [ 1fPdu

[Vl = [ 15p dy

0 <22(|f17 + 1 fal?) = |f = ful? > 2071 f1P -t
mit Lemma von Fatou (Satz [3.12)) daher

e [ |f|pdushnginf(2p [ispdusz [Ifpda- [ |fn—f|pdu)-

Somit gilt limsup [ |f, = f|Pdu=0. O

n—00

somit

< limsup |fulP du < e.

lim sup
n—oo  J{|ful>h}

n—oo

Weiter ist

Bemerkung 3.32. Sei 1(.S) < o0, dann ist die Bedingung

inf su f A =0 3.3
MeRﬁdlg {|f|>M}|f| i (3.3)

dquivalent zur gleichgradigen Integrierbarkeit (von F bzgl. p).
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Beweis. Da jedes M € R, aufgefasst als konstante Funktion, in £'(u) liegt, impliziert
(3.3) gleichgradige Integrierbarkeit.

Zeige: Sei F c L'(u) gleichgradig integrierbar = (3.3)) :

Zu e >0 wihle g € L1(u), g > 0 mit

15
dp< = fir felF,
f{|f|>g} [fldn <3 f

wéhle M > 0 mit lg| dp < E, somit
{lgl2M} 2

8

€
< d fl dit= -+ = =
flfl }|f| iz —ﬂfl }|f| o+ (=319 dpe 2 7 €

O
Satz 3.33. Sei pu(S) < oo, Fc L (u).
F ist gleichgradig integrierbar g.d.w.
. ... H(x)
es gibt H :[0,00) — [0,00) mit lim = o0 und supr(|f|)du< 0.
T—=oo I feF
H kann monoton wachsend und konvex gewdhlt werden.
Beweis. <= : K, := inf (=) 2 o0, also
x>M €T M —oo
1
supf dp < — H d
feF J{If1>M} ldw K J{is-my (171)
1
— | H dpy — 0
e f (1f1) dp —
,=“: Sei F gleichgradig integrierbar, wihle (gem. Bem. [3.32) M,, / oo mit
er}":f fl-M,) d g[ Fldup<2m,
(F1-30.) du< [ sl
setze H(z):= Y (x-M,)", fiir > 2M,, ist
n=1
H(x) Z( ) > E, also HA(z) — 0
= 2 xr oo
und
vier: [ H(fl)du- 2[ fl- du<Z2
O

Korollar 3.34. ;(S) < oo, p > 1, F c LP(u) (c L)) mit supser||fllp < oo (,F ist
LP()-beschrinkt®), so ist F gleichgradig integrierbar.

(Wéhle H(z) = 2? in Satz [3.33])
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3.2 Parameterintegrale
(S, o, ) Mairaum, U metrischer Raum, f:SxU - R

Satz 3.35. Seit ug e U, es gelte
i) u f(x,u) ist stetig in ug fir p-f.a. xeS

i) v~ f(x,u) ist messbar fir alle ue U
iii) h:x - sup,y |f(x,u)| liegt in £1(u)
Dann ist F:U >R, F(u) = [ f(xz,u) u(dx) stetig in ug

Beweis. Sei U > u,, - uq:

[F(un) = Fluo)| < [ 1 (@ u0) - f(,0)] (de) —> 0

<2h(z)

mit dominierter Konvergenz (Satz [3.13]).
Satz 3.36. U c R offenes Intervall, f:SxU — R mit

i) YuelU: xw f(z,u) liegt in L*(p)
i) Fir p-f.a. x € S ist u~ f(x,u) nach u differenzierbar (mit Ableitung f'(z,u))

iWi) h:x - sup, |f'(z,u)| liegt in L1 ()
Dann st fir w e U f'(-,u) € LYp) und F(u) = [ f(z,u) p(dx) ist auf U diff ‘bar mit

Fr(u) = [ f/(au) p(d).
Beweis. Sei U > u,, # ug, U, = ug fir n - oo,

[ un) - f(2,u0)
Ug

gn(x) = U — also gn = f,('>u0) :u'fu

Y

Zwischenwertsatz der Differentialrechnung liefert:

Fv,(x) € U mit g,(x) = f’(x,vn(x)) fir p-fa. x,

somit |g,| < h p-f.i.
Dominierte Konvergenz (Satz [3.13)) liefert f’(-,ug) € £!(x) und

ti 2P0 i g0 ) = [ 5o o)
[

Beispiel 3.37 (Laplace-Transformierte). X >0 ZV auf W’raum (Q,.%,P), U = [0, ),
f(z,u) = e Dann ist F(u) := E[ef“x] oo-oft diff’bar in (0, 00) und

F® (u) = (-1)PE[XFe X ]
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3.3 Zur Dichtetransformation

Satz 3.38 (Dichtetransformationsformel). U,V c R? offen, ¢ : U -V ein C*-Diffeomor-

phismus, u Maf$ auf U mit Dichte f bzgl. dem Lebesque-Maf8 A auf R¢, dann hat das

Bildmaf$ v := po=' (auf V') die Dichte
1

), veV
o) )

g(v) =

d
beziiglich X, wo D (u) = (g%(u)) » die Jacobi-Matriz (von ¢ and der Stelle uw e U) ist.
J 1,J=
Satz 3.39 (Transformationsformel von Jacobi, ,,d-dimensionale Substitution“). U,V c R4
offen, ¢ : U -V C'-Diffeomorphismus, dann gilt

AMp(B)) = fB |det Dp|dX\  fiir Bc U Borel-messbar (3.4)

und

[V F(0) A(dv) = [U F(p(w)) | det Dp(u)| M(du)  fiir f € L(Alv) (3.5)
Satz folgt aus Satz mit der Wahl p =¢~1: Fiir Ae B(V) ist
(v )(A) = n(v7 (D) = [ (Leay 1)) Adn)
= [ (Lo 1@ @) [det(DY ) )] M)
) f( ()
B fv La(v) | det Dy (-1 (v)) Mdv)

(denn (Dy=1)(v) = (DY) H(1(v)) gemaB dem Satz iiber die Ableitung der Umkehr-
funktion).

Beweise von Satz [3.39 finden sich in Analysis-Lehrbiichern, z.B. G. Kersting und
M. Brokate, Maf und Integral, S. 107, H. Heuser, Analysis, Teil 2, Satz 205.2 (“Substitu-
tions-Regel”), O. Forster, Analysis 3, Kap. 9, Satz 1 (“Transformationsformel”).

Wir betrachten hier nur eine Beweisheuristik.

Zu (3.4): Es geniigt, fiir halboffene Quader B = (a,b] mit a,b € Q¢ und [a,b] € U
zu zeigen (diese bilden einen n-stabilen Erzeuger von B(U)).

Sei dazu Q. := (-¢,¢]? mit ¢ > 0. Da eine differenzierbare Funktion ,lokal fast wie eine
lineare Funktion aussieht®, gilt

o(x+ Q) »p(x)+ (Dp(x))(Q.) fiir z €U und kleine Werte von c.

Préziser: Sind K ¢ U kompakt und 0 < e < 1, so gilt fiir geniigend kleine ¢ > 0

VeeK: o(x)+(1-¢2) (De(x))(Qc) € p(z+Qc) p(x) + (1+e) - (Dp(2)) (Qe),
(3.6)
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d.h. das Bild des Wiirfels = + (). unter ¢ lésst sich von von auflen und innen unter
Benutzung des Parallelotops (Dy(x)) (Q.) ,einschachteln*.

Dann betrachtet man eine Folge von immer feiner werdenden Zerlegungen von B =
(a,b] in disjunkte ,Kopien* von Q. und verwendet den Satz von der dominierten Kon-

vergen, um (3.4) fir B aus (3.6) zu folgern.
Zu (3.5): Fur f = 1,4 mit A = p~1(B) folgt dies direkt aus (3.4]). Allgemeines f > 0 kann

man in monoton wachsender Weise mittels Linearkombinationen von Indikatorfunktionen
approximieren (vgl. Beob. [3.15, ,,Monotonieprinzip®), schlieBlich zerlege L'(\|y) > f =

fr=r.

3.4 Zum Zusammenhang mit dem Riemann-Integral

Erinnerung 3.40 (Riemann-Integral). I = [a,b], f : I — R beschrankt, t = {tg,t1,...,t,}
mit a =ty < t; < -+ < t, = b Partition von [a,b] mit Feinheit w(t) = maxjcic,(t; — ti-1),
0j=0;(f.t):= SUPy;  <t<t; (), uy=u;(f,t) =infy,_ aq, f(T).

Ue(f) = iuj (tj—tjo1), O(f):= 20]' (b —t-1)

heiflen die Unter- und die Obersumme (von f bezgl. der Partition t).

f heifit (eigentlich) Riemann-integrierbar (auf I), wenn gilt

b
Jim Uy (£) = lim O (1) =t [ () da

fiir jede Folge von Partitionen (t(™)),,oy mit w(t(™)) - 0. (Man kann dabei o.E. anneh-
men, dass t(™) c t(m+1) gilt, d.h. die t(™) bilden eine Folge von Verfeinerungen, sonst gehe
sukzessive zur gemeinsamen Verfeinerung iiber.)

Satz 3.41. f:[a,b] - R sei beschrinkt, C := {x € [a,b] : f stetig in x}, D :=[a,b] ~ C.
Dann gilt

i) C,D e B([a,b]) und f-1¢ ist Borel-messbar

i) f ist Riemann-integrierbar (iber [a,b]) g.d.w. A(D) =0,

in diesem Fall gilt fiir sein Riemann-Integral

b
—/a f(z)dzx = ff-lo d\ (: /[a’b]fd/\, sofern f Borel-messbar)

Beweisskizze. i) Sei t(m) = {t(()m),tgm), e ,tSZZ)}, m € N eine Folge von Verfeinerungen mit
w(t(m) -0,

Gm =D uj(f;t(m))l(t@f,t(m)]’ o = 2, Oj(f’t(m))l(t(-i”f,t(-"”]’
j=1 j j j=1 J J
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dann ist gy, < f <y und Ugeny (f) = [ Gm AN, Ogom) (f) = [ hun dX. Die Folge (gm)m steigt
auf gegen eine Borel-messbare Funktion g, (h,,),, steigt ab gegen eine Borel-messbare
Funktion h, somit gilt g < f < h auf I, weiter ist

{zrel:g(x)<h(z)}cDc{rel:g(x)<h(z)}u Ql{tgm),tgm), Lty

und man gewinnt daraus die geforderten Messbarkeitseigenschaften.

i1) Es ist

[gd)\: lim [gmd/\: lim Uyomy (f),
/hdA- lim [ By dA = Tim Oy (/)

m—0oo

(mit dominierter Konvergenz), wegen g < h also

g=hMi. < A(D)=0 < [ Riemann-integrierbar.

Das Beispiel f = 1gn[0,1] zeigt, dass eine Lebesgue-integrierbare Funktion nicht Riemann-
integrierbar sein muss.

Fiir das uneigentliche Riemann-Integral iiber die Achse oder eine Halbachse, das man
im Sinne eines Grenzwerts beziiglich der Integrationsgrenze definiert (sofern dieser Grenz-
wert existiert), gilt die analoge Aussage nicht immer: Beispielsweise existiert

/Ooowdx: lim /O‘Rsm(x)d (=7/2)

X R—oo T

im Sinne der uneigentlichen Riemann-Integrale, aber die Funktion sin(x)/z liegt nicht in
L(N[0,00)) (denn f[o,oo) |sin(x) /x| A(dz) = 00).
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Kapitel 4
Gesetz der grofien Zahlen

Erinnerung 4.1 (Varianz und Kovarianz). (Q2,.#,P) Wraum, X,Y e £2(PP).
Var[X] = E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])" (20), die Varianz von X
(v/Var[ X] ist die Streuung oder Standardabweichung von X)

Cov[X,Y]:= E[(X ~E[X](Y - E[Y])]
]

=E[XY]-E[X]E[Y] (=Cov[X,Y]), die Kovarianz von X und Y

Fir X,Y,Z € L2(PP), a,b e R gilt
Cov[aX +bY, Z] = aCov[ X, Z] + bCov[Y, Z]
(die Kovarianz ist eine symmetrische Bilinearform), insbesondere gilt

Var[aX] = Cov[aX,aX] = a*Var[ X].

X und Y heilen unkorreliert, wenn Cov[ X, Y] = 0; fiir paarweise unkorrelierte X1, . ..

L2(P) gilt
Var[X1 + -0+ Xn] = Z COV[Xi,Xj] = ZVar[X,]
i=1

i.j=1

Erinnerung 4.2. XY € £2(P) unabhingig = X, Y unkorreliert.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Beweis. Falls X und Y jeweils hochstens abzéahlbar viele Werte annehmen:

E[XY]= Za:yIP’(X =z,Y =y)= Z:Ey]P’(X =x)P(Y =y)

_ (ZI:MP’(X - x))( gyp(y - y)) -E[X]E[Y],

also Cov[X,Y]=E[XY]-E[X]E[Y]=0.

46



Allgemeiner Fall: 0.E. seien X,Y >0 (sonst zerlege X = X* - X~ Y =Y*+*-Y ") esist

E[XY] = lim E[27"[2"X |27"|2"Y ]| = lim E[2[2"X || E[27"[2"Y || = E[X]E[Y]

n—oo
(verwende monotone Konvergenz, Satz|3.11])).

Sei X symmetrisch verteilt mit 0 < E[X*] < oo, dann sind X und Y := X? wegen
E[XY]=E[X3]=0=E[X]=E[X]E[Y] unkorreliert, aber nicht unabhéngig.
0

Erinnerung 4.3 (Chebyshev[}Ungleichung). Fiir X € £2(P) und a > 0 gilt

P(|X - E[X]|2a) < VarlX]

a2
(denn a?P(1X - E[X]| > a) = a®P(|X -E[X]P? > a®) < E[|X - E[X]?] gemiB Markov-
Ungleichung, Beob .

Erinnerung 4.4 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen via Chebyshev-Ungleichung).
X1, X5, € L2(P) paarweise unkorrelierte ZVn mit E[X;] = 0, sup,,yE[X?] = ¢ < oo,
dann gilt fiir S, .= X7 +---+ X,

—S —> 0 P-stochastisch,

n—00

denn fiir € > 0 gilt

P(]S,| > en) < Var[S Z\/ar ]<——0

52n2 52n2 g2n n—oo
Erinnerung 4.5. Seien X1, X, - € L2(P) paarweise unabhéngige ZVn mit sup,y E[X?] =
c< oo, es gelte E[ X ] — py € R, E[X] > - € R. Dann gilt fiir S, := X; +--+ X,

1

—S, — =y — p_ fast sicher.

n

n—oo

Beweis. O.E. seien X; > 0 (sonst betrachte X und X separat); setze u; = E[X;], n
Vor. gilt pu; - p e R fiir 1 - oo.
Sei a>1, k, :=[a"]

£e(l,

00 kn

1 kn
>a n/4) < Z GN/QVar[k—lz: (X5 — ] Z n/2 e Z\/ar i

n=1 n =1
> c
<> aP—<eY a"? < oo,
n=1 kn

n=1

Z(X :uz)

ﬂzl

also gibt es mit Borel-Cantelli-Lemma (Lemma ein zufalliges Ny mit

1 & 1 1 &
Z(X [IJZ —| S ——Z[Ll Sa‘”/4 furnzNg
kn =1 kn kn =1
—_—
—H

!Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894.
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1
und insbesondere gilt k_Sk" — o fast sicher.

Sei b>a (> 1), dann ist k,,1 < bk, (fiir n gen. grof), also fiir k, <m < ky4q

1 Skn S Skn S S_m S Skn+1 S b Skn+1
b k‘n kn+1 m kn kn+1
~— ~——
— —
somit ] g g
<Z - 1),u < 11nr£1£f (E - ,u) < hg_)sgp (E - u) <(b-1Du
mit b | 1 folgt die Beh. O]

Satz 4.6 (Starkes Gesetz der groBen Zahlen). X;, Xy,--- € L1(IP) seien identisch verteilt
und paarweise unabhdngig, dann gilt

1
_( X| 4+ S{n) — p:=E[X1] fast sicher. (4.1)
n n—00

Lemma 4.7. X, X,,... wie in Satz Y, = Xo1x,jeny, T = Y1+ +Y,. Dann gilt

* E Y2
1
und =T,, — p f.s. impliziert (4.1)).
n  n-—oo
Beweis. Fur x > 0 ist
=, 2 x? & 1 > 1 z?
_lzn=—+ 5(12—31‘4‘1'2/ —dy=1+—§1+$,
D () 21 n? e (7]
somit
SEYVZ] & X2
) X12 ) X2
= ;E[ﬁl{lelm}] - E[; - L1 ey | <E[1+ ]
Es ist

ZP(X #Yn) = Z]P)(|X|>”) ZP(|X1|>TL)<E[|X1|]

n=1
mit Borel-Cantelli-Lemma (Lemma gibt es ein zufilliges Ny, so dass X,, = Y, fiir
n > Ny, insbesondere
N(X-Y)—0 fs.

n—oo
i=1

SI'—‘

1 1
Wegen — (X1+ +X, ) = —T +— Z(X -Y;) impliziert dies die zweite Behauptung. [J
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Beweis von Satz[{.6 O.E. seien X,, >0 (sonst zerlege in X,, = X\ - X,).
Sei a>1, k, :=[a"] (> a"/2). Fir m e N ist

S ks S Al A el ¢ 2T
n:kp>m n=|(logm)/(loga) | a l-a l-a
Sei T, wie in Lemma 4.7} Fiir ¢ > 0 ist
00 ) kn
Z P(|Ty,, - BT, ]| > 6ka) <572 Y k2 Y, Var[¥,,]
n=1 n=1 m=1
L& _ o 4a? & E[Y?]
=672 > Var[V,] > k<9 21_&72 > T <
m=1 n:knp>m m=1
mit Borel-Cantelli also w7
11msup| [T <6 fs

(ffll” jedes o> 0), zudem gﬂt E[Yn] = ]E[an{‘Xn‘gn}] = E[X11{|X1|STL}] g ]E[Xl] =M (domi—
nierte Konvergenz), also auch E[T}, |/k, - p, d.h.

— u f.s.

k, n-oco

Wie im Beweis von Erinnerung folgt T,,,/m — p f.s. fiir m — oo, mit Lemma folgt
die Beh. u
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Kapitel 5
ProduktmaBe und Ubergangskerne

Lemma 5.1. Seien (Sy,.2%) und (S, o%) messbare Riume, f:S; x Sy - R (o ® )-
(B(R)-)messbar, A € oy ® ofs. Fiir Ty € S1,T9 € Sy gilt

Az, = {xg €Sy (T1,19) € A} € oy
Az, = {xl €S1:(x1,T) € A} €
fr, Sy = R, z9 0 f,(x3) = f(T1,22) ist ofo-B(R)-messbar
fr, 181 =R, wy v fo,(21) = f(21,72)  ist o -B(R)-messbar

Sei f >0, p; o-endliches Maf auf (S;, %) (firi=1,2).

I : 2o f51 f(x1,m0) pi(day) ist o-B(R)-messbar (5.1)

Ir:z fs f(x1,29) pa(das) ist o -B(R)-messbar

Beweis. m;: S1xSy — S; (i = 1,2) seien die kanonischen Koordinatenprojektionen, 7 € Sy,
1:Sy > S1 xSy, 935 x9 0 1(x2) = (T1,x2) die Einbettung.

m o ¢ ist konstant (= ), insbesondere @7 -m.b.; my 0t = Idg, ist @%-m.b., also mit
Lemma L ist ofo-(of) ® ofp)-messbar. Demnach: Az = 171 (A) € o, fz, = for ist
afp-messbar.

Der Fall mit fixiertem Ty € Sy geht analog.

Seien zunéchst piq, po jeweils endliche MaBe. (5.1]) gilt fiir f = 14,44, mit A; € o7, denn
dann ist I1(x2) = p1(A1)1a,(22), Io(x1) = p2(Az)1 4, (7). Daher enthéilt

9 ={Aecd®oh: (5.1) gilt fir f=14}

zumindest alle Zylindermengen A = A; x Ay. 9 ist ein Dynkin-System, da {A; x Ay : A; €
o, Ag € oo} ein n-stabiler Erzeuger von o7 ® o ist, folgt mit Satz|1.14] dass 2 = o/ ® o,.

Folglich:
(5.1) gilt fiir alle Elementarfunktionen.
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Ein allgemeines messbares f > 0 kann wachsend mit Elementarfunktionen approximiert

werden, z.B. via
£=1lim 272" f| an,

mit montoner Konvergenz (Satz [3.11)) und der Tatsache, dass der punktweise Limes
messbarer Funktionen messbar ist (Lemma [1.45)), folgt: (5.1)) gilt allgemein.

Falls p; (nur) o-endlich sind: Seien B,, » S1,C,, 7 Sy mit p1(B,), p2(Cy) < oo, so gilt
(-1 fir fo(z1,22) = 1p,(x1)1c, (¥2) f(21,22) 7 f(21,22). O

Satz 5.2. Seien (S;, <, 1u;), i = 1,2 o-endliche Mafriume, S =S x Sy, o = o/ ® os.
Es gibt genau ein MafS 1 (geschrieben p = py ® po) auf (S,7) mit

/L(Al X Ag) = ,ul(Al)[,LQ(AQ), Al € 52717142 € 52{1 (52)

w heifit das Produktmafl von py und ue; p ist o-endlich.
Fiir f >0 o -B(R)-messbar oder f e L1(ju1 ® pig) gilt

fsfd(m ® fig) = /52 (/51 f($1afﬂ2)ﬂl(d$1))ﬂz(d$2)
= /51 (fsg f(Il,xg)Mg(d$2))M1(dxl) (5.3)

Beweis. Eindeutigkeit und o-Endlichkeit von p v/

Zur Existenz: Setze

p(A) = fSQ(fsl 14(21,22) ul(dxl)),ug(d:cg), Aeof

(ist wohldefiniert: gemafi Lemma ist o9 = /Sl 1a(z1,22) p1(dzy) > 0 eine messbare
Funktion von ).

p ist ein MaB: Offenbar (@) =0, seien Ay, As, --- € o7 paarweise disjunkt, A :=J, A,,.
)= | ([S >, 1An($17$2),u1(d1‘1)) fio(dzs)
2 1 n=1
= Z -/S ([S 1An($17$2),u1(d5(]1))MQ(d;)j2) = Z ,LL(A”)
n=1 2 1 ~

und fiir A; € o, Ay € oy ist
p(Arx A= [ ( I 1A1($1)1A2(w2)m(dx1))ua(dl‘a)
- [ e ] e i) o) = Ao

=p1 (A1)
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Zu (5.3) :

7(A) = fs(fs 1A(:131,x2),ug(de)),ul(dxl), Acof

ist ebenfalls ein Maf, das (5.2)) erfiillt, also u = fi.
Demnach gilt (5.3)) fiir f =14 mit Ae.o/.

{f>0:fmb., (5.3) gilt fur f}
erfiillt die Voraussetzungen von Beob. [3.15] also gilt ((5.3)) fiir jedes messbare f >0 (mogli-

cherweise als +00 = +00 = +00).

Sei nun f = f*— f~eLl(u).
C = {xl €Sy [52 [ (@1, 22) pa(d) = 00 oder fsQ f~ (@1, w) po(das) = OO}
erfillt pi(Cp) =0,
Cly i= {xg €Sy: f& [T (@1, 22) pa(dy) = oo oder [Sl [ (@1, 2) pa(dz) = 00}
erfiillt p5(Cy) =0, somit
pu(M) =0 fiir M :=Cy xSyu Sy xCy = (CFxC5)°
und

[rduem) = [ (s = ) dGu o )

=[S1 105[92105(f+—f‘)du2du1=f51fs2(f+—f‘)duzdu1

:f521c2c[31105(f+—f_)d/t1d#22[92[91(f+—f_)dﬂldﬂz-
]

Satz 5.3. (S;, %, i), 1=1,2,...,n o-endliche Mafsriume, S =X, S;, o := QL ;. Es
gibt genau ein Maf p auf (S, <7) mit

/,L(A1><~~~XA”):H[,LZ‘(AZ')7 deAZ'Eb@{i,Z'=1,...,TL.
i=1

i heifit das ProduktmaR von py, ..., py,, geschrieben = ® -+ ® i, = Qy ;-
Falls (S;, , pi) = (S1, 90, 1) firi=2,...,n, so schreibt man auch p = p$".

Beweis. Induktiv: Fiir n = 2 ist dies Satz [5.2] Sei n > 2,
Si= Sy x xSy, T =@ @y

Das gewiinschte MaB 7 = y1; ® - ® -1 auf (S,47) existiert nach Ind.ann. Dann ist
S =5 x5, und das gewiinschte u = I ® u,, existiert nach Satz . m
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5.1 (Ubergangs-)Kerne
Definition 5.4. Seien (S7,.9%) und (Ss, 9% ) messbare Raume. k: S x o — [0, 00| heifit
(o-)endlicher Kern von (Sy, %) nach (Ss, 9%), falls gilt

i) Fir alle Ay € o gilt: Sy 32— k(x, Ag) ist (<) — B(R)-)messbar.

ii) Fiir alle z € S; gilt: k(x, -) ist ein (o-)endliches Maf auf (S, o%).

Kk heifit stochastischer Kern oder Markov-Kern, wenn in i) gefordert wird, dass k(x, -)
ein W’ma$ ist. k heifit sub-stochastisch oder sub-Markov, wenn k(x,Sy) < 1 fiir alle z € S;
gilt.
Beispiel.
i) Sei S; =Sy =S hochstens abzihlbar, o = o = 25 und (puy)syes eine stochastische
Matrix. Dann ist x(z, A) := 3,4 Py €in stochastischer Kern von S nach S.
ii) Sei S = Sy =R, & = o4 = B(R) und v ein Wmafl auf R. Dann ist x(z, A) :=
(0 *)(A) =v(A - z) ein stochastischer Kern.

(Interpretation: k(x,-) beschreibt einen zufilligen Sprung gemifl v von x aus.)
Lemma 5.5. x endlicher Ubergangskern von (Sy, @) nach (Sa, o), f:S1 xSy = [0, 0]
o ® oty-B(R)-messbar. Dann definiert

I;:81 - [0,00], If(z1)= .[92 fxy,29) K(21, dxs)
eine o1 (-B(R) )-messbare Abbildung.
Beweis. Nach Lemma ist xo = f(x1, 1) “o-messsbar, d.h. das Integral ist erklért.

9 = {A €.y ® oty : I, ist ofj-messsbar }

umfasst die Zylindermengen 2 = {A; x Ay : Ay € o), Ay € b}, ist ein Dynkin-System , da
% ein n-stabiler Erzeuger von @7 ® o ist, folgt mit Satz dass Z = @) ® 975, d.h. die
Behauptung gilt fiir jedes f =14, A € & ® o/ und daher auch fiir Elementarfunktionen.

Ein allgemeines messbares f > 0 kann wachsend mit Elementarfunktionen approxi-
miert werden, z.B. via
f=1im 272" f| Am,
mit montoner Konvergenz (Satz [3.11)) und der Tatsache, dass der punktweise Limes
messbarer Funktionen messbar ist (Lemma [1.45)), folgt der allgemeine Fall. O

Satz und Definition 5.6 (Produkt von Kernen, ,zweistufiges Experiment“). (.S;, %),
i=0,1,2 m.b. Raume, k1 endlicher Kern von (Sy, o) nach (Si,%4), ke endlicher Kern
von (S x S, ® <) nach (Ss, o). Dann ist k1 ® Ky : Sy x ) ® oty — [0, 00],

(k1 ® 52)(x0,A) = /81 /52 lA(xl,xQ)/ig((xo,xl),dwg) k1 (o, dzy)
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ein o-endlicher Kern von (Sy, %) nach (Sy x So, o4 ® o), K1 ® ke heifit das Produkt
von k1 und Ksg.
Sind k1 und ke (sub-)stochastisch, so auch K1 ® Ka.

Analog definieren wir k1 ® ko, wenn ko Kern von (S1, %) nach (Ss, o), indem wir
Ko formal als Kern von (Sy x Si, 9% ® <) nach (Ss, 9%) auffassen, der nicht von der
So-Koordinate abhdingt.

Beweis. Sel A€ oy ® oy :

fa:SoxS13 (wg,21) = f52 1a(w1,22) Hz(($0,$1)7d$2)
ist @) ® </-m.b. nach Lemma [5.5] also ist auch

Sodxo (K1 ® /{2)(:100,14) = fSl fa(xo, x1) k1(20, dx1)

y-m.b. (wiederum nach Lemma [5.5)).
Fir zg € Sy ist
JZ%l ®JZ/2 5A - (K,l ® /ﬁg)(l‘Q,A) (2 0)
o-additiv gem. Satz von der monotonen Konvergenz.

Sei Ay = {xl €S : ng((mg,xl),Sg) < n} M oo O1 und
(k1 ® /€2)($0, Agon % 52) <nk1 (2o, Aggn)s
d.h. k1 ® Ky ist o-endlich. O

Korollar 5.7. (S, 94, 1) Mafraum mit u(Sy) < oo, (Sa, %) messbarer Raum, k endli-
cher Kern von S; nach Ss.
Dann gibt es ein eindeutiges o-endliches Maf§ p® k (auf (S1 x So, o ® o)) mit

M®H(A1XA2):[4 /{(xl,Ag),u(da:l), Alem,AQE%

Ist k stochastisch und p ein W’maf, so ist auch p® k ein W’mafs.
Beweis. Setze Sy ={0}, o ={@,{0}}, £1(0, A1) = u(A1) und &, = & in Satz . O
Korollar und Definition 5.8. n € N, (5;,.¢%), i = 0,1,...,n m.b. Rdume, &; (sub-
)stochastischer Kern von (Xé;}) Sp@ﬁé%) nach (S;, %) (oder von (S;_1,4%_1) nach
(Si, o)) firi=1,...,n.
Setze (rekursiv)
®l€i =K1 ® - QK; = (Iil R ® Iii_l) ® K;.
j=1
®§-=1 ki ist substochastischer Kern von (Sy, %) nach (Xé-:l Sj,®§:1£fj) (stochastisch,
falls dies fiir alle x; gilt).
Ist weiter p endliches Mafl auf (Sp,.2%), so ist u; = p ® ®§-:1 k; endliches Mafl auf
(Xz':o S;, ®§-:0 427]), e ®§-:1 r; ist W'maf, wenn p(Sp) = 1 und alle x; stochastisch sind.

(Verwende induktiv Satz 5.6/ und Kor. [5.7])
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Wir betrachten folgende Situation:
(4,9%),1=0,1,2,... messbare Raume,

Q@ = X Q; versehen mit & = &) .,

J=0 J=0

Q= X Q; versehen mit & := Q) ;.

J=0 J=0

Weiter sei

Py ein W'maB auf (Qq, %),

#; stochastischer Kern von (Q0Y ¢7(D) nach (Q;,.24) firi=0,1,2,...,

P=Po@r; (ist ein WmaB auf (29, &) nach Kor.

j=1
Beobachtung. Fiir i ¢ N, A € &7/(®) gilt
P (Ax Qi) = Bi(A)
Sei
€ = {AXQHl x Qg x - :ieN, Aeﬂ(i)}
% ist eine Algebra mit 0(%) = 7.

Satz 5.9 (Ionescu-Tulcedl)). Es gibt genau ein Wmaf P auf (Q,7), das
P(Ax X Qj) = P(A) fir Ae/® keN
J=k+1

erfillt.

Beweis. Eindeutigkeit v
Definiere P auf € via (5.4) : ist wohldefiniert, ist Inhalt (mit P(Q) =1)).
Zeige: Seien A1 o Ay o -, A, € € mit a :=inf,.y P(A,) >0, so gilt N, 4, + @
O.E. sei A, = A x Q41 x Qo x -+ mit einem A/, € o7 ()| setze
P (Wo, - - W) = ( X /ij)((wo, .. ,wm),A;) fiir n >m, w; € Q.

Jj=m+1

Fiir n = m lese das triviale Produkt als , Identitédtskern®, d.h.

P (Wo, - - W) = 1A;n((w0, o ,wm))

LCassius Ionescu-Tulcea, *1923
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Es gilt
’%j)((wm s 7wm)?A;”L+1)
/'ij)(((ﬂ(], R ,wm),A;L X Qn+1)

i) (@0, s wm)s A3) = B (@0, - ),

also
R (Wo, -+ oy wm) N i£1f P (Wo, - - Wi ) =2 A (wo, -+ -, W)
und
[ i APy, = in f B APy = inf Po(A,) = inf P(A,) > 0.
Qox X  QoxxQ ) -
Zeige:
€s glbt (wo,wl,&jg, R ) € () mit hm(CJO,CJl, . ,@m) >aVm (55)

induktiv nach m:
m=0:v
Seien Wy, Wy, . . ., W, gewahlt, so dass (5.5)) (fir dieses m) gilt:

f hm-%—l(wOa s awmawm+1) /’{'m+1((607 s aam)a dwm+1)
Q'm+1

= Hlf hm+1,n(w07 s 7wm7 Wm+1) ﬁm+1((w07 s 7am)7 dwm+1)
nzm+l JQ,, 1

= inf hmm(a)’(),...,a)’m) th(a)’(),...,a)’m) > Q
n>m+1

Nach Konstruktion ist
& < gy (@0, D1, -+, @) = Ly (@, By, Bye)) i alle meN,

somit -
((j&o,ajl,...,) € m A, 0.

m=1
O
Korollar 5.10 (Abzéhlbar unendliches Produktmaf). Seien (€2, <%, P;), i € Ng Wrdume.
Es gibt genau ein W’mafl P, geschrieben P = Qo Pi, auf )= X320, o = Q52 o mit

P(AO X o x Ap x Qa1 X ) = ﬁPl(AZ) fiirne N, A; € <.

1=0

(Wihle r;((wo,...,wi1), - ) = Pi(-) in Satz )

Korollar 5.11. S endl. oder abzihlbar, p W’maf$ auf S, (pgy)ayes stochastische Matrix
auf S. Es gibt genau ein W’maf P auf S% mit

P({xo} x {:Cl} X .“{‘T:n} x SN) = /’onpwo»ml.“pxn—lyxn fur ne N? .I.O, e 7:Cn € S
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5.2 Faltung

Definition 5.12. Fiir messbare f,g : R? - [0, 00] ist die Faltung f * g : R? — [0, 00]
gegeben durch

(F+)(@) = [ Fwg(a=y)X!(dy), @ eR
Fiir endliche Mafle u, v auf (R4, B(R%)) ist die Faltung p * v gegeben durch
(e )(A) = [ v(A-a)p(de), AeBER)

Lemma 5.13. f * g: R? > [0, 00] ist messbar, es gelten f*g=gx f und [(f *g)d\ =

(f£aN)( [ gan).

p*v=vx*uist ein endliches Maf mit (pu+ v)(RY) = p(R?)v(R?).
Beweis. Dies folgt aus Satz [5.2] O

Satz 5.14. i) XY unabhdingige R¢-wertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so hat X +Y
die Dichte fx * fy.

i) p=fA, v=g\ endliche Mafle auf R? mit Dichten bzgl. dem d-dimensionalen
Lebesgque-Mafi N\, so ist v =(f*g) \?

Beweis. i) Sei z € RY, A= {(u,v) e RExRL: u+v < 1}
P(X+Y <z)=P((X,Y) € A)
= [ ) f () f () O (d(w,0)
- Lo (st v o) v

- fRd [_m,z_y] fx(u) /\d(du))fy(v) M(dv)

= fRd f(_m’x] fx(u-v) Ad(du))fy(v) A (dv)
) f (fRd fX(“‘U)fy(v)Ad(dv))/\d(dU) = f( oo,x](fX * fy) dA?

(-o0,z] -

i1) Analoge Rechnung O
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Kapitel 6
Zur bedingten Erwartung

Erinnerung 6.1. Sei (Q2,.#,P) W’raum, B € % mit P(B) > 0.

]P(A|B):P(AHB)

o
—]P’(B) , AeZ

heilt die bedingte Wahrscheinlichkeit von A, gegeben B.
P(- | B) definiert durch diese Formel ein W’Ma$ auf (£2,.%) mit P(B | B) = 1, fiir
Y e L1(P) ist
E[15Y]
P(B)

E[Y | B] = f Y (w)P(dw | B) =

Bemerkung 6.2 (Diskreter Fall der bedingten Erwartung). X und Y ZVn (auf einem
Wraum (Q, #,P)), Y € L}(P), X nehme hochstens abzihlbar viele Werte x1, xo, ... an.
Setze
f(x)=E[Y |[{X =z}] firze{r,z...}

und E[Y | X]:= f(X).

Offenbar ist E[Y | X] o(X)-messbar (es ist eine Funktion von X) und fiir A € o(X)
gilt

E[Y14]=E[E[Y | X]14]

(klar fir A = {X = z;} und dann auch fir A = {X € B} mit B c {x1,29,...}; jedes
A eo(X) hat diese Form).

Wir betrachten im folgenden einen W'raum (2, %, P).

Definition 6.3. X € LY(P), ¥ c .F Teil-o-Algebra. Eine reellwertige ZV Y heifit (eine
Version der) bedingte(n) Erwartung von X gegeben ¢ (geschrieben E[ X | ¢]), wenn gilt

i) Y ist ¥-messbar,

i) E[Y14]=E[X1,4] fiir alle Ae¥9.
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Bemerkung. Aquivalent kann ii) durch ii’) ersetzt werden:

ii") E[Y -H]=E[X-H] fiir alle reellwertigen, beschr., 4-messbaren ZV H.

Falls ¢ = 0(Z) fiir eine Zufallsvariable Z, so schreibt man oft auch E[X | Z] := E[X |
a(2)].

Satz 6.4. Fir X ¢ ZY(P) ezistiert E[X | 9] und ist eindeutig (bis auf P-f.s.-Gleichheit).

Beweis von Satz[6.4 (Eindeutigkeit). Seien Y, Y bedingte Erwartungen.
E[Y - 1{Y>17}] =E[X - 1{Y>17}] = E[? : 1{Y>17}]>

also E[(Y - Y) - 15,5,] =0 = P(Y > Y) = 0; analog gilt P(Y >Y) =0, also Y =¥
P-f.s. ]

Satz 6.5. 7 c L2(IP) abgeschlossener Unterraum. Zu X € L2(P) gibt es (bis auf P-f.s.
Gleichheit) genau ein'Y € 7 mit

i) |Y = Xlo =inf {||W = X||s: W e 52}
i) E[(X -Y)Z] =0 fir alle Z ¢ #

Y ist (die Aquivalenzklasse) der orthogonalen Projektion von X auf 7, auch Proj ,(X)
geschrieben.

Beweis. Wahle Y,, € 77 mit
1X =Yl — a=inf {[|[W - X|jy: W e £}

Es ist

9 9 1 2 1 2

1X = Yo|3 +[1X - Vil =2||X - §(Yn +Yo)|| +2 HE(YH - Yol
1
wegen lim || X = Y, |3 = lim [|X - Y,,|[3 = o® < liminf ||.X - §(Yn +Ym)H2 folgt
lim sup ||Yn - Ym“? =0,

n,1M—> 00

d.h. (Y,,)n c £2(PP) ist Cauchy-Folge.

2
Demnach gibt es Y € £2(P) mit Y, "Dy (L2(PP) ist vollstandig, Satz [3.25)). Wihle
(mit Bem. |3.23[ und Lemma [3.24]) Teilfolge (ny)x mit Y = kl:im Y,, P-fs., dann ist Y € 52

mit

o? <E[(X -Y)?] <liminf E[(X - Y,)?] =
Sei Z € 7, fiir t e R ist

E[(X - (Y -tZ))*| > E[(X - Y)?]
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(nach Wahl von Y'), also
2AE[(X -Y)Z]+*E[Z?] >0 fiir alle t € R,
was E[(X - Y)Z] = 0 erzwingt.
(Ubrigens: Fiir Y € 42 gilt i) < ii).)
Zur Eindeutigkeit: Y erfiille ebenfalls ), es ist
1 ~\\? 1 1 ~.\2
(X -5 Y)) - <§(X V) (X —Y))
< %(X ~Y)?2+ %(X -Y)?,

die Ungleichung ist strikt auf {Y # 37}
Wire P(Y #Y) > 0, so wiire

JE[(X - %(Y + ?))2] < %E[(X ~v)?]+ %E[(X -7)?] - %a + %a = q,

ein Widerspruch, da (Y +Y)/2e . . O

Beweis von Satz[6.4 (Ezistenz). Sei zunichst X € £L2(P),
A ={Y e L2(P):Y ist G-messbar} c L%(P)

ist ein abgeschlossener Unterraum, Y := Proj (X)) (nach Satz leistet das Gewiinsch-
te.

Beachte:
X>0 = Y:=E[X|¥9]>0 fs.,

denn dann ist 0 <E[ X1y ] = E[Y 1ycoy]-

Sei nun X € L1(P), X >0 :
Y, =E[XAn|9] » Y (20) (fs.)

n—oo

(X An e L1(P), nutze dann obige Monotonie-Eigenschaft, um E[ X An | 4] <E[X A(n+1) |
4] f.s. zu sehen), fiir A € 4 gilt

E[X14] = lim E[(X An)14] = lim E[Y,14] = E[Y14]

(mit monotoner Konvergenz).

Fiir allgemeines X € L1(P) leistet
Y =E[X"|¥9]-E[X |¥]
das Gewiinschte. O
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Satz 6.6. X,Y € LY(P), 4 c.# Teil-o-Algebra.
i) E[aX +bY | 9] =aE[X | 9] +bE[Y |¥] f.s. fir a,be R  (Linearitit)
i) X<Y fs. = E[X|¥9]<E[Y|¥] fs. (Monotonie)
iii) |[E[X | 9] <E[|X||¢] fs. (Dreiecksungleichung)
iv) Es gelte E[|XY|] <oo und Y sei 9-messbar, dann ist
E[XY |¥4]=Y -E[X|¥] [s.,
insbesondere ist E[Y|9] =Y fs.  (,Herausziehen von Bekanntem*)

v) Sind o(X) und 4 unabhingig, so ist E[X | 9] = E[X] fs.  (Verhalten bei Un-
abhdngigkeit)

vi) 9' <9 Teil-o-Algebra, so ist
E[E[X |¥4]|9'] =E[X |¥] fs.,
(, Turmeigenschaft®) insbesondere ist

E[E[X |¢]] = E[X]

vii) 0< X,, # X f.s. fiirn — oo, so gilt

E[X,|¥9] » E[X|¥9] fs. undin L'(P)

n—oo

(monotone Konvergenz)
viti) X, reelle ZVn mit | X,| <Y VYn und X, - X f.s., so gill
E[ X, | g]@E[X | 9] fs. und in L'(P)
(dominierte Konvergenz)

Beweis. (Die folgenden Gleichungen, etc. gelten jeweils f.s., auch wenn wir dies in der
Notation nicht explizit machen.)

i) B[ X | 4]+ DE[Y | ¢] ist Y-messb., und fiir A € ¥ gilt
E[14(aB[X | %]+ bE[Y | 9])| = aB[1.E[X |9]] + E[14E[Y |#]]
=aE[1,X]+b0E[14Y] =E[14(aX +bY)]
i) A:={E[X |¥4]>E[Y |¥4]} €4 und

0<E[14(Y - X)] = E[1(E[Y | 9] - E[X | 4])] <0,
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also P(A) = 0.
iii) [ELX || 2[E[X" | %] - E[X~ | %]| <E[X" | 4]+ E[X" | 4] “E[|X||¢]
iv) Seien zundchst X, Y >0, Y, :=27|2"Y |an (~ Y).
Fir A e ¥ ist
E[14YE[X |¢]] = lim E[1,Y,E[X |¥]]
n2ﬂ,

k
= lim E[lA Z —1{Y:k/2n}E[X | g]]

n—00 =0 on

. n2™ k
= lim Y —E[1anpyopon X|
i=0 2"

n—>00

= lim E[1,4Y,X]| =E[14Y X]

n—oo

Fiir den allg. Fall zerlege X = X* - X~ Y =Y*-Y~, verwende ).
v) Fiir Ae 9 gilt E[14X] =E[14]E[X] = E[14E[X]]

vi) Sei A e’
E[1.E[X | %]] = E[14X] = E[1,E[X | 4]

d.h. E[X | ¢’] erfiillt die Def. von E[E[X | 4] |§4’]
Zum Zusatz: Stets ist E[X | {@,Q}] = E[X]
vit) E[X,, | 4] ist (f.s.) nicht-fallend in n nach i),

E[|ELX |91 - E[X, | 9])] € E[E[1X - X.J|#]] YE[X - X,[] — 0

also E[X,, | 9] - E[X |¥4] in L1(P).
Weiterhin: Fiir monotone Folgen von ZVn impliziert £!(P)-Konvergenz f.s.-Konvergenz:
Seien Z, » Z und Z - Z, in L'(P), dann auch Z, » Z = sup,, Z,, stochastisch,

P( oo {|Zm — 2| <€}) = P(Z ~ & < Z,) —>noe 1, sOMIt

IP’(U N {1Zn - 2| <g}) =1 fiir jedes € > 0.

n m2n

vi11) 0 < Zy, := SUPyon | Xm — X| (£2Y), Z,, N 0 5. fiir n - oo.

i)
E[[ELX |9] - E[X, | ¥]|| < E[E[|X - X,||9]] YE[|X - X,|] <E[Z.] —0,
also E[X,, | 9] - E[X |¥] in L1(P). Weiter ist
E[ lim E[Z, |]] <liminf E[Z,] = 0

n—o0 n—o0

d.h. E[Z, |¥] - 0 f.s., somit

[E[X | 9]~ E[X, | 9)| <E[|X - X,||¢] <E[Z,|9]] — 0 fs.
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Satz 6.7 (Jensen’sche Ungleichung fiir die bedingte Erwartung). X ¢ L1(P), k: R -
Ru {+00} konvex, dann gilt

E[k(X)|9] > k(E[X |9]) fs.

Beweis. Die Behauptung ist offenbar erfiillt (mit Satz[6.6} 7)), wenn k affin-linear ist, d.h.
k(x) = ax + b mit gewissen a,b € R.

Sei nun k£ konvex und nicht von dieser Form. Man kann die Funktion £ als das Supre-
mum ihrer Stiitzgeraden schreiben, d.h.

k(x) =sup{ax +b:(a,b) € S} mit S:={(a,b)eR*:ay+b<k(y)VyeR}

und es gilt auch ((a,b) = ax + b ist stetig fiir jedes x € R und da k keine Gerade ist, kann
man zu (a,b) € S gewisse (@, by,) € SN Q? finden mit a,, - a,b,, = b fiir m - oo)

k(x) =sup{az +b: (a,b) € S nQ?}.
Sei (an, by )neny eine Aufzéhlung von S nQ?, fiir jedes n gilt
E[k(X)|¥]>E|anX +b,|¥] = a,E[X | 4] +b, fs.

(mit Satz [6.6] ii) und 7)), daher auch (man muss oben nur abzihlbar viele Ausnahme-
mengen betrachten)

E[k(X)|9]>sup{a,E[X |4]+b,:neN} =k(E[X |¥]) fs.

Bemerkung 6.8. X, Y reelle ZVn mit gemeinsamer Dichte fxy, d.h.

P((X,Y)eA) = ]/; Py (2,y) M2(d(x,y))  fiir A e B(R?),

Y e LY(P).
Sei fir z e R
Fx(a) = [ Fex(z,y) M(dy)  die Marginaldichte von X,
R
fXY(xay)
= [0 Y) N )1 o
Dann gilt

E[Y]o(X)] =¢(X) fs.
denn fiir B € B(R) ist
E[1ixeme(X)] = [ 16(@)p(@)fx (@) A(dr)
- [ [ t@)yfxr (@ m)\(dy) A(da)

- .[Rz 1B(x)ny,Y(x7y) )\®2(d(l‘, y)) = ]E[l{XGB}Y]'
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Bericht 6.9. (Zu regulidren Versionen bedingter Verteilungen) Wenn Y = 1p fiir ein
Ereignis B € &7, so schreibt man gelegentlich auch P(B | 4) = E[Y | ¢]. Man muss
allerdings etwas vorsichtig sein bei der Interpretation von P(- | ¢) als ein (zufilliges)
MaB, da i.A. iiberabzahlbar viele B in Frage kommen und damit die Kompatibilitéit
der in der Definition der bedingten Erwartung implizit vorkommenden Nullmengen (vgl.
Def. wenigstens a priori unklar bleibt.

In ,gutartigen” Féllen ist eine konsistente Wahl moglich, das Stichwort dazu lau-
tet ,reguldre bedingte Verteilung einer Zufallsvariable“. Wir skizzieren hier knapp den

reellwertigen Fall:

Sei X reellwertige ZV (auf einem W'raum (Q,.%#,P)), ¢4 c % Teil-o-Algebra. Dann
gibt es einen stochastischen Kern rxj von (£2,%) nach (R, B(R)) mit

kxiy(w, B) = E[1{xep} |4 ](w) fs. fiir alle B € B(R),

d.h. (vgl. Def.

fiir jedes B € B(R) ist w = rxy(w, B) eine Version von E[l{XEB} |g] und
fiir jedes w ist kx(w,-) ein Wmaf auf (R, B(R)).

Die Hauptidee besteht darin, das gewiinschte Mafl rxjy(w,-) auf R anhand seiner
Verteilungsfunktion zu charakterisieren (vgl. Satz , die zielfithrende Beobachtung ist
dann, dass eine Verteilungsfunktion (wegen der Monotonie) bereits durch ihre Werte an
abzihlbar vielen Stellen festgelegt ist. Man betrachtet also B = (—oo,7],7 € Q und setzt

F,i=E[1( w0, (X) | 9]

Dann gilt (mit den Eigenschaften der bedingten Erwartung aus Satz wie gewiinscht
P-fs.: < Fo, fiir r <o/, (r,7" €Q), lim F 1 = F, fiir r e Q, lim F,, =1, lim F, =0.

Wegen der Abzdhlbarkeit von Q gibt es N € .# mit P(N) = 0, so dass obiges fiir
we QNN und alle r,7" € Q gilt. Dann definiert

B inf{F,:r>s,reQ}, weQ\N,
. F,, we N,

wobei I irgendeine Verteilungsfunktion ist, die (zufillige) Verteilungsfunktion von kx 4.
Details finden sich beispielsweise in [KI, Kap. 8.3, speziell Satz 8.28].

Man kann dieses Argument relativ leicht erweitern auf die Situation, dass der Wertebe-
reich (E, %) von X ein sogenannter Standard-Borel-Raum ist (auch der Name Borel’scher
Raum ist iiblich), d.h. wenn es ein A € B(R) und eine Bijektion ¢ : E' > A gibt, so dass
¢ und ¢! jeweils messbar sind (dann sind (F, %) und (A, B(A)) isomorph als messbare
Réume). Dann ist ndmlich X’ := ¢ o X eine reellwertige ZV, und die Argumentation oben
greift (vgl. auch [KI, Satz 8.36]).
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Schliefflich kann man zeigen, dass jeder separable und vollsténdige metrische Raum F,
versehen mit seiner Borel-o-Algebra, ein Standard-Borel-Raum ist (siche z.B. L.C.G. Ro-
gers, D. Williams, Diffusions, Markov processes and martingales, Bd. 1, Ch. I1.82; L. Brei-
man, Probability, Appendix 7). Solche Wertebereiche heiflen polnische Riume, sie spielen
in der allgemeinen Theorie der Stochastik eine wichtige Rolle (beispielsweise sind R? oder
C([0,1]) mit Supremumsnorm polnisch).
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Kapitel 7

Martingale (in diskreter Zeit)

Martingale[] sind (u.a.) eine mathematische Formalisierung des Begriffs des fairen Spiels
und der Vorstellung, dass man dabei nicht auf systematische Weise gewinnen kann.

Wir betrachten sozusagen zum ,, Appetit-Anregen” folgendes Beispiel:

Beispiel 7.1. Betrachte eine faire Miinzwurffolge, d.h. seien W7, W5, ... unabhéingig und
identisch uniform verteilt auf { K, Z}. Sei

R:=min{k e N : (Wi, Wis1, Wis2, Wis3) = (2, K, Z,K) }.
Zum Zeitpunkt R + 3 konnen wir sehen, dass das Muster (Z, K, Z, K) zum ersten Mal

Hfertig® ist (R + 3 ist eine sog. Stoppzeit, siehe Def. unten).

Um E[R] zu bestimmen stellen wir uns ein ,faires Casino“ vor:

Setze vor dem i-ten Wurf z Euro, erhalte 22 Euro oder 0 Euro je nach Ausgang (und
jeder mogliche Ausgang hat Wkeit 1/2). Spieler i steigt in Runde ¢ in das Spiel ein und
setzt einen Euro auf Z. Falls er gewinnt, setzt er in Runde ¢+1 zwei Euro auf K. Gewinnt
er wieder, setzt er in Runde ¢ + 2 vier Euro auf Z. Sollte er wieder gewinnen, setzt er in
Runde 7 + 3 acht Euro auf K. Gewinnt er auch dieses Spiel, hort er auf. Sei nun X;,, der
Gewinn des i-ten Spielers nach der n-ten Runde und

Xy = Zn: Xi,n

i=1

der Gesamtgewinn aller Spieler nach Runde n. Aufgrund der ,,Fairness* sollte gelten
0=E[Xo] =E[X.] =E[Xrs]. (%)

(Wir werden die Theorie hinter (*) entwickeln, siche Korollar unten. )

1Zur farbigen Geschichte des Begriffs Martingal siche beispielsweise den Artikel von Roger Mansuy,
The origins of the word “martingale”, Electronic Journal for History of Probability and Statistics, Vol. 5
no. 1, (2009), http://www. jehps.net.

66


http://www.jehps.net

Zum Zeitpunkt R+ 3 hat Spieler R einen Gewinn von 15 Euro, Spieler R+ 2 hat einen
Gewinn von 3 Euro und die anderen R + 1 Spieler, die bisher mitgespielt haben, haben
einen Gewinn von -1 Euro, das heif3t

Xri3=15+3-(R+1).

(*) liefert
0=E[Xgis] =E[R-17],

und damit E[R] = 17.

7.1 Grundlegendes

Im Folgenden sei (£2,.%,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 7.2. Eine Familie (.#,),-01,... von (Teil-) o-Algebren mit
Foc FcFyc...c F
heit Filtration. (2,7, (%n)n-01.., P) heit filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 7.3. i) Interpretation: .%, enthilt diejenigen Ereignisse, die bis zum Zeit-
punkt n entschieden sind.

ii) Ist X = (X, )n=0.1... eine Familie von Zufallsvariablen (ein sog. stochastischer Prozess),
so ist #, =0(X1,...X,), neNy eine Filtration (die von X erzeugte Filtration).

Definition 7.4. Es sei X = (X,,), ein stochastischer Prozess und (.%,),, eine Filtration.
X heiBt adaptiert (an (#,),), wenn X,, .Z,,-messbar ist fiir alle n € Ny.

Definition 7.5. Es sei X = (X,,), ein (reellwertiger) stochastischer Prozess und (.%,),
eine Filtration. X heifit ein Martingal (bzgl. (%,), unter P), wenn gilt:

i) X ist adaptiert (an (% )n).
ii) X, e L1(P) fiir n e Ny.
iii) E[ X1 | Zn] = X, £s. fir jedes n e Ny.

Falls in iii) E[ X4 | Zn] 2 X, gilt, so heifit X ein Submartingal. Falls E[ X, | Z,] < X,
gilt, so heit X ein Supermartingal.

Bemerkung 7.6. Induktiv folgt fiir ein Martingal X
E[ X, | #n] = X, fs. fir alle 0 <m < n.

(bzw. ,>* fiir ein Sub- und ,,<“ fiir ein Supermartingal.
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Beispiel 7.7. i) Seien Y},Y5,... unabhéngige, reelle Zufallsvariablen mit Y,, € £L1(P)
und E[Y,,] =0 fiir alle n € N. Sei Sy :=0und S, :== Y1 +Yo+...4Y, =5, 1+Y,, fiir n e N.
Dann ist (S,), ein Martingal bezgl. (%#,), mit %, = 0(S1,...S,) = o(Y1,...Y,),
neN (und %, = {@,Q}), denn 5,, € L1(P) als Summe von L£!(P)-Variablen und es
gilt

E[Sni1 | Zn] =E[Sn + Yo | Zn] = E[Sn | Zu] +E[ Yo | 0] = Sn fs.

=Sy fs. =E[Y;41]=0 fs.

ii) Pélyas Urne: Eine Urne enthalte anfangs s > 0 schwarze und w > 0 weifle Kugeln.
Ziehe jeweils eine Kugel rein zuféllig und lege sie zusammen mit einer neuen Kugel
der selben Farbe zuriick. Sei X,, die Anzahl weifler Kugeln nach n Ziigen und A, :=
o der Anteil weifier Kugeln in der Urne. Dann ist (4,), ein Martingal bzgl.

Fn=0(Ao,...,Apn), denn auf {X,, =k} gilt

k k+1 w+s+n-k k
E[An+1|ﬁn]= . + .
stw+n s+w+n+1 Ss+w+n s+w+n+1
~ k k+1+w+s+n—k_A
Cs+w+n w+s+n+1 o

=1

Definition 7.8. Sei (.%,), eine Filtration. Ein stochastischer Prozess (C,,), heifit pre-
visibel (bzgl. (%)), auch vorhersagbar, wenn C,, .%,_i-messbar ist fiir jedes n € N (Cy
spielt hier keine Rolle).

Definition 7.9. Sei (X,,), adaptiert und (C,,),, previsibel bzgl. (.%#,),. Setze
(CeX)p:=0, (CeX)y:=> Crn(Xpp—Xin1), neN. (7.1)
m=1

Der Prozess C ¢ X = ((C o X)), )nen, heit (diskretes) stochastisches Integral von C
beziiglich X. C' e X ist (offenbar) adaptiert.

Spielinterpretation: C'e X ist ein akkumulierter Gewinnprozess fiir einen Spieler, der in
der m-ten Runde jeweils C),-fachen Einsatz setzt.

Lemma 7.10. Es sei (X)), ein Martingal und (Cy,),, ein previsibler Prozess bzgl. (Fy)n.
Es gelte mindestens eine der folgenden drei Bedingungen

i) (Cy)n ist lokal beschrinkt, d.h. es gibt Konstanten ¢, mit |Cy,| < ¢, f.s. fiir alle n € N,
i) (Xn— Xn-1)n ist lokal beschrinkt und C,, € LY(P) fir alle n € N.
iii) X, Cp € L2(IP) fir alle n € Ny.

Dann ist C'e X ein Martingal. Ist C,, >0 fiir alle n € Ny und X ein Sub- bzw. Supermar-
tingal, so auch C o X.
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Beweis. i), ii) oder iii) garantieren, dass C,,(X,, — Xin-1) € L1(IP), denn fiir iii) gilt mit
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

E[|Con (X = Xon1)[] < (B[C2])2 (E[(Xo — Xone1)2])7 < 0.
Also gilt
E[(C o X)ni1 | Zn] = E[Crit (X1 — X2) | Zu] +E[(C 0 X),, | Zn] = (C 0 X),, fs.

=Ch+1'E[Xpn+1-Xn|Fn]=0 Ls. =(CeX)y, fs.

~

=0

[]

Definition 7.11. Sei (.%#,), eine Filtration. Eine Zufallsvariable T" mit Werten in Ny U
{oo} heift eine ((F,),-)Stoppzeit, wenn {I'<n} € %, fiir alle n € Ny gilt. Fiir eine
Stoppzeit T' ist

Fr={AeF|An{Tl <n} e Z, fir alle n e N}

eine o-Algebra, sie heifit die (o-Algebra der) T-Vergangenheit.

Interpretation: %7 enthilt diejenigen Ereignisse, die sich zu dem (zufélligen) Zeitpunkt
T entscheiden lassen.

Bemerkung 7.12. T ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {T =n} € %, fiir alle n € Ny,
denn {T'=n}={T<n}n{T <n-1}".

Beispiel 7.13. i) Jede Konstante t, ist eine Stoppzeit.

ii) Essei (X,), ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %) und K € A.
Dann ist
T:=inf{neNy| X, e K}

n
(mit Interpretation inf @ = oco) eine Stoppzeit, denn {T'<n}= U {X,, € K} € %,.
m=0

Bemerkung. L :=sup{neNy| X, € K} ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.
Lemma 7.14. Sind o,7 Stoppzeiten, so sind auch o AT, o v T und o + 1 Stoppzeiten.
Beweis. Sei n € Ny. Es gilt

{ovr<n}={o<n}n{r<n}e?, {oanT<n}={c<ntu{r<n}e.Z,.

Also sind 0 A7 und o v 7 Stoppzeiten. Dann sind auch ¢ An und 7 A n Stoppzeiten, also
gilt insbesondere fir m <n: {c An<m},{r An<m}e.%, c. %, Dann sind

o'=0An+ gy, T =TAN+ 1,
Fn,-messbar, also ist auch o’ + 7/ .Z,,-messbar. Somit gilt
{o+7<n}={c"+7" <n}eF,

also ist auch o + 7 eine Stoppzeit. O]

69



Bemerkung. o — 7 ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.

Lemma 7.15. Sind o,7 Stoppzeiten mit o <7, dann gilt %, c F,.
Beweis. Sei A€ .Z, und n e Ny. Da {7 <n} c{o<n}, gilt

An{r<n}=(An{o<n})n{r<n}e.Z,.
€Fn

[
Beobachtung 7.16. Sei (.%,,),, eine Filtration, T" eine Stoppzeit mit 7" < oo f.s. und (X, ),
ein adaptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %). Dann ist Xp = Xp,)(w)

eine .Zp-messbare Zufallsvariable und X () = (X}LT))mNO = (X7an)nen, €in adaptierter
stochastischer Prozess.

Beweis. Sei B € . Dann ist

{XreB}=J{T=n,X,€eB}eZ,
n=0
cFncF

also ist X7 .#-messbar. Ebenso gilt

(XreBYn{T<n}=\J{T=k Xy cB}cF,
k=0

E.;OZ.]c

also ist X7 #p-messbar.
Weiter ist X,(LT) = Xpnn messbar bzgl. %y, ¢ %, d.h. (XTST))H ist adaptiert. O

Bemerkung 7.17. (X)), ist auch adaptiert an .Z ™) = (Frap)n.

Lemma 7.18. Sei T' eine Stoppzeit. Ist (X,), ein (Sub- / Super-) Martingal, so auch
(X

Beweis. Sei C, = 1(rspy,n € N. (Cy),, ist previsibel, denn {T'>n} ={T <n-1} € .Z, ;.
Schreibe

TAn

XT/\n = X(] + Z (Xm - mel) = XO + Z ]-{TZm}(Xm - mel) = (C 4 X)n + XO-
m=1 m=1

Damit folgt die Behauptung aus Lemma [7.10} O

Korollar 7.19. Se: X ein Supermartingal und T eine Stoppzeit. Es gelte mindestens
eine der folgenden Bedingungen

i) T ist beschrinkt.

i) X ist beschrdnkt, d.h. sup,.y, | Xn| < c f.s. fir ein ceR,, und T < oo f.s.
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iii) E[T] < co und sup,,ey | Xn — Xn-1| < ¢ f.s. fiir ein ceR,.
Dann gilt E[X7] <E[Xo]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichheit.)

Beweis. Angenommen 1) gilt, dann existiert ein m € N mit 7' < m. Nach Lemma ist
(X7Tan)n ein Supermartingal, also gilt

E[Xo] = E[X1r0] > E[X7am] = E[X7].
Gilt i), so ist E[X7] = lim E[X7.,] < E[Xo] mit dem Satz von der dominierten

Konvergenz (Satz|3.13)).

Gilt 4iz), dann folgt T < oo f.s. und Xp,,, —— Xr f.s.
Es gilt
sup | Xram| < sup (|X0| +(T Am) -c) < | Xo| + T

mENo mENo

Da | Xo| + ¢T € L1(IP), ist dies eine integrable Majorante fiir X7, und es folgt wiederum
mit dem Satz von der dominierten Konvergenz (Satz (3.13])

E[X7] = lim E[Xpu] 2 E[X,].

m—0o0

]

Nochmal zu Beispiel An dieser Stelle haben wir genug Theorie entwickelt, um
Beispiel ,rigoros® behandeln zu kénnen:

R und X dort erfiillen die Bedingung #ii) von Korollor [7.19} Es gilt P(R > 4k) <
P((W4j+1, W4j+2, VV4]‘+37 W4j+4) * (Z, K, Z, K) fir = j = 0, 1, ey k- 1) = (1 - (1/2)4)4,
somit E[R] =Y P(R>r)<oo und |X,, - X, 1| <1+2+4+8=15.

7.2 Martingalkonvergenzsatz

Sei (X,,), ein adaptierter, reellwertiger Prozess und —oco < a < b < 0.
Setze C1 = 1{x <o und fiir n > 1 rekursiv (sieche auch Abbildung [7.1))

Cn = 1{Cn_1=1, Xn_1Sb} + ]-{C'n_1=07 Xn_1<a}~
(Cy)n ist previsibel. Sei weiter

ab) . <
UTE ) = kZ: 1{Ck:11 Cl+1=0}
=1

die Anzahl der abgeschlossenen Aufkreuzungen von unter a nach iiber b bis zur Zeit n.
UL ist Z,-messbar. Setze Y = C'o X, so gilt

Y, > (b-a)US™ - (X, - a)".
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Abbildung 7.1: Aufkreuzungen

Lemma 7.20 (Doobsﬂ Aufkreuzungslemma). Sei X ein Supermartingal. Dann gilt fir

allen e N ]

b-a
Beweis. Nach Lemma [7.10]ist Y = C' @ X ein Supermartingal. Also gilt

E[U] < —E[(X, —a)].

0=E[Yy] 2 E[Y,] 2 (b- a)E[US"] - E[(X,, - a)7].
]

Satz 7.21 (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (X,,), ein Supermartingal mit
sup, E[ X ] < oo, dann gibt es ein X, € L1(P) mit X,, > X, [.s.

Beweis. Sei a < b. Es gilt Ulad) 5 pleb) - sup,, U nach Konstruktion. Da

1 1
B[U$™] - lim E[U] < sup —BI(X, ~ )] £ sup—— (BLX; ] + o] < o
n - n —-a

ist Uéf’b) < oo f.s. Fur

Oup = {limiann < a} N {limsuan > b} c {Uﬁf’b) = oo}

n—o0o n—o00

gilt also P(O,;) = 0. Damit folgt

IP( liminf X, < limsup Xn) =P U Oup | =0.

n—oo
n—>oo a<b

a,beQ
Mit X, :=limsup,, X,, gilt also X,, > X, f.s. Es bleibt X, € L}(P) zu zeigen. Es gilt:

E[X2]=E[liminf X;] < liminfE[X;] < 0o

n—o0 n—o0o

2Joseph L. Doob, 1910-2004
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nach Voraussetzung und

n—o0o n—oo n n—o0o

E[XEL]=E[liminf X;'] <liminf E[ X'] = lim inf (E[ X, |+E[X,,]) < E[X]+sup E[ X, ] < oo.
[

Bemerkung 7.22. 1. Die analoge Aussage von Satz gilt fiir ein Submartingal (X,,),
mit sup,, E[X/'] < co.

2. In der Situation von Satz liegt im Allgemeinen keine L£!'-Konvergenz vor, insbe-
sondere ist E[ X ] # lim, . E[X,] moglich, betrachte zum Beispiel die symmetrische
gewohnliche Irrfahrt startend in 1, gestoppt bei Erreichen der 0.

7.3 Gleichgradig integrierbare Martingale und optio-

nales Stoppen

Satz 7.23. Sei (X,,), ein gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert X o, €
LYP) mit X,, > Xe f.5. und in LY(P). Es gilt

E[ X | Zn] < X, fos. fir alle n e N,

(Analog gilt B[ X | Fn] > X, falls (X,)n ein gleichgradig integrierbares Submartingal,
und B[ Xo | Fn] = X, falls (X)), ein gleichgradig integrierbares Martingal.)

Beweis. Die Existenz von X, mit X,, > X, f.s. folgt aus Satz[7.21] Aufgrund der gleich-
gradigen Integrierbarkeit gilt E[|X,, - Xo|] —— 0. Weiter gilt fiir n > m:

E[|E[Xw | Zun] - E[Xn | Fnll] = E[|[E[Xw - X | Zn]l] € E[E[[Xw - Xu| | Fin]]
= E[[Xe - X,[] —0

und damit ist

E[(E[Xe | Zin] = Xin)*] <E[(E[Xeo | Fn] - E[X, | Zo]) | +E[(E[ X | Fn] - X)) "]

Also gilt E[X o | Zn] < Xin fs. O

Satz 7.24. Sei Y € LY(P) und (%,), eine Filtration. Sei Fo = o(F,,n € N) und
X, =E[Y | Z,]. Dann ist (X,). ein gleichgradig integrierbares Martingal und es gilt

X, —— X =E[Y | o] fs. und in L'(P).
Lemma 7.25. Y € LY(P) und %, c F o-Algebren, dann ist (E[Y | Z,])nen gleichgradig

integrierbar.
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Beweis. Es existiert (mit Bem. und Satz 3.33)) ein h:[0,00) - [0,00) konvex und
monoton wachsend mit @ —— oo und E[A(]Y])] < oo.

Es gilt mit der (bedingten) Jensen-Ungleichung (Satz
sup E[A([E[Y | Z.]1)] < sup E[E[A(]Y]) | Z,]] = E[A(]Y])] < co.

O

Beweis von Satz[7.24). (X,), ist ein Martingal und nach Lemma gleichgradig inte-
grierbar. Nach Satz gilt

X, — Xo =limsup X,, fs. und in £L*(P),

n—oo m—oo

Xoo 18t Foo-messbar.

Es bleibt Xo = E[Y | Z] zu zeigen. Ohne Einschrénkung sei Y > 0 (ansonsten
betrachte Y*, Y~ separat). Insbesondere ist dann X, >0 f.s.

Fir A € %, sind pi(A) = E[Xowla] und pz(A) := E[Y1,4] endliche Mafle auf
(2, o, P). Sei A€ Z, c Z,. Dann gilt

pn(A) = E[Xew14] = lim E[X,,1,4] "ETR[Y14] = pa(A).
Da Upen #m €in schnittstabiler Erzeuger von %, ist, folgt u; = po mit Satz [I.1§ O
Bemerkung 7.26. Fiir ein gleichgradig integrierbares Martingal (X,,), gilt
E[Xe | Z,] = X, fiir alle n e N.
Solche Martingale heiflen Doob’sche Martingale.

Lemma 7.27. Sei (X,,), ein Supermartingal und T eine Stoppzeit mit T' < m f.s. fir ein
m € N. Dann ist X7 € LY(P) und es gilt E[X,, | Zr] < Xr f.s. Im Falle eines Martingals
gilt Gleichheit.

Beweis. Nach Lemma ist (X7an)n €in Supermartingal. Es gilt X7 € L1(P), denn
XT = XT/\m f.s. Fir Ae ﬂ’T gllt

E[(Xn14] = Y E[Xnlan(ron)] <

n=0 ——

€eFn

gt

E[Xn1anrony ] =E [(Z Xn]-{T:n}) 1A] =E[Xr14].
n=0
]

Lemma 7.28. Ist (X,,), ein gleichgradig integrierbares Martingal, so ist { X7 | T Stoppzeit}
gleichgradig integrierbar.
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Beweis. Da (X,,), gleichgradig integrierbar ist, existiert (mit Satz [3.33)) ein h:[0, 00) —
[0, 00) konvex und monoton wachsend mit @ —— oo und E[A(|X,|)] =t M < oo. Sei T’
eine Stoppzeit und n € N. Es gilt

E[A(|X 1)1 ireny ] = E[B(X 100 ) 1 reny | ZE[R(E[X,0 | Zran])Liren ]
<E[W(E[Xu| | Zran)liren] = E[E(X0)) L ir2ny | Fran]]
<M.

Mit n - oo folgt E[A(|X7|)1r<c0}| < M, das heiBit

sup  E[h(|X7|)] < 2M < oco.

T Stoppzeit

]

Satz 7.29 (optional-sampling-Theorem). Es sei (X,), ein gleichgradig integrierbares
Martingal, Xo :=lim X,, und T eine Stoppzeit. Dann ist X7 € LY(P) und es gilt E[ X |
Fr] = Xr f.s. Insbesondere gilt B[ X7] = E[ X ] =E[Xo]. Ist S eine Stoppzeit mit S < T,
so qilt E[ X7 | Fs] = Xs fs.

Beweis. Nach Satz gilt E[ X | %] = X f.8. und nach Lemma ist
E[Xm | yT,\m] = XT/\m fs.

Also ist
E[Xew | Zram] = E[E[Xw | Zin] | Fram] = Xram 8.

Sei nun A € Zp. Dann ist An{T <m} € Pram, denn fir n € Ny gilt An{T <m}n
{T<n}=An{T <mnan} e Fyu ¢ F,. Somit gilt

]E[Xoo ]-AO{TSm}:I = E[E[Xoo]-Aﬂ{Tgm} | LQZT/\m]jI
= E[XramLangremy ] = E[XrLantram |- (7.2)

Sei ohne Einschrankung X, > 0 (sonst betrachte X%, X separat). m — oo in ([7.2))
mit monotoner Konvergenz liefert

E[Xolanir<oo} ]| = E[X71an(r<co} |-

(Alternativ: Verwende dominierte Konvergenz, das erspart die Zerlegung in Positiv- und Nega-
tivteil.)
Nach Definition gilt aber auch

]E[Xoo 1An{T:oo}] = ]E[XTlAm{T:oo}]a

d.h. E[Xoo1a] =E[X714].
Sei S < T eine Stoppzeit. Dann ist .%g c %, also gilt

E[Xr| Zs] =E[E[Xw | 1] | Fs| =E[Xw | Fs] = Xs fs.
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Bemerkung und Definition 7.30. Sei (X)), ein adaptierter Prozess mit X,, € L1(P)
fiir n € Ny. Dann ist X,, = M,, + A,, mit

My=Xo, M, =X+ Y (X -E[X) | Fii]),
k=1

Ao = O, An = Z(E[Xk |yk—1]_Xk—l)-
k=1

wobei (M,), ein Martingal und (A,), previsibel ist. Die Darstellung X = M + A als
Summe eines Martingals M und eines previsiblen Prozesses A mit Ay = 0 heifit Doob-
Zerlegung, sie ist f.s. eindeutig.

(X,)n ist genau dann ein Super- bzw. Submartingal, wenn (A,,),, nicht-wachsend bzw.
nicht-fallend ist.

Beweis. Wir zeigen nur die Eindeutigkeit. Angenommen X = M + A= M'+ A’. Sei
M, =M, - M. = A" - A,.
Dann ist (Mn)n ein previsibles Martingal mit Mg =0. Also ist Mn = MO =0 f.s., denn
Vi, =BT, | Fo] = N, ts.
O

Satz 7.31. Sei (X,,), ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und seien S, T Stopp-
zeiten mit S <T. Dann gilt E[ X7 | #s] < Xg [.s.

Beweis. Sei X,, = M,, + A,, die Doob-Zerlegung. Dann gilt A,, N\ A, <0. Es ist
E[|A,|]] = E[-A,] =E[M,, - X,,] =E[M,, - My + X, - X,,] <E[|X,.| + E[| Xo|]] < C

fiir alle n mit einer geeigneten Konstante C' < co.
Somit ist (A,), gleichgradig integrierbar und damit auch (M,), = (X, — A,).. Also
gilt

E[XT | 32.5] = E[MT | gg] +E[AT | yg] < Mg +E[A5 | yg] =Mg+Ag = Xg.
Mg £
=Mg f.s.

7.4 L?-Martingale

Bemerkung 7.32. Sei (X,,), ein Martingal und ¢:R - R konvex, sodass E[p(X,,)] fur
alle n existiert. Dann ist (¢(X,,)), ein Submartingal, denn

Elp(Xna1) | Fnl 2 0 (E[Xopen | Fn]) = 0(Xn).

Die Aussage gilt ebenso, wenn (X,,), ein Submartingal und ¢ konvex und nicht fallend
ist.
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Bericht 7.33. Eine Funktion f:R — R heifit harmonisch, wenn sie die Mittelwerteigen-
schaft besitzt:

f@ =5 [y veeRas0

(man fordert auch, dass f lokal beschrankt und messbar ist, so dass die Integrale stets

existieren).
Tr+a

R - R helﬁt subharmonisch, wenn f(z) < &= [ f(y)dy und superharmonisch,

wenn f(z) > &= [ f(y) dy fiir alle z € R,a > 0.

Man kann zeigen: Auf R sind genau die konvexen Funktionen subharmonisch, zusam-
men mit Bemerkung motiviert dies den Namen Submartingal (und entsprechend
auch den Namen Supermartingal).

Beobachtung 7.34. Sei (X,,), ein quadratintegrables Martingal, d.h. X,, € £L2(PP) fiir
alle n € N. Dann gilt E[(X; - X;)(X; - X,,,)] =0 fiir alle 0 < m <[ <k, denn

E[(X) - X)) (X; - X,0)] = E[E[(Xi - X))(X, - X,) | 7]
= E[(Xi - X)) (E[X¢ | 1] - X))]
=E[(X; - X,n)(X; - X;)] =E[0] = 0.

Erinnerung (vgl. Beob. 3.27). [ X, = \/E[X?] ist eine Norm und (X,Y) := E[XY] ist
ein Skalarprodukt, EQ(IP’) ist ein Hilbertraum (wenn man P-f.s.-Gleichheit , herausfakto-
risiert”).

Man spricht Beob. auch aus als: ,,Martingalinkremente iiber disjunkte Zeitintervalle
sind orthogonal.*

Lemma und Definition 7.35. Sei (X)), ein quadratintegrables Martingal.

= ZE[(Xk - Xj41)? | it ]

ist der eindeutig bestimmte previsible Prozess mit Ay := 0, sodass (X2-A, ), ein Martingal
ist. Man schreibt auch ((X)n)n = (An)n. (X) heifst quadratische Variation von X. (In
der Literatur werden auch folgende Namen verwendet: Wachsender Prozess, previsible
quadratische Variation, Spitzklammerprozess von X.)

Beweis. Es gilt:

]E[X721+1 n+1 | g[n] = E[(Xnﬂ - Xn)2 + 2(AXnH - Xn)Xn + X121 - An+1 | Lgin]
=E[(Xpi1 - X0)? | Fn] - Apr + X2 +2X, B[ X1 - X, | Zn]

=—An =0

=X2-A,.

n

Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Doob-Zerlegung (Bem. und Def. [7.30)).
O
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Insbesondere gilt also:

E[X2] = E[X2] + E[(X),] = E[X2] + S E[(X; - X41)?]

k=1

und
supE[X?] <00 <<= supE[(X),]< .

Satz 7.36. Sei (M,), ein L2-Martingal. Dann gilt:
, fso (1. ..
i) {{M)eo <00} 'C {hm M, emstzert}.
ii) Wenn |M,, — M,_1| < ¢ fir alle n fir ein c < oo, so gilt auch

{lim M, existz'ert} e {{M)o < 00} .

n—oo

iii) {(M)e =00} e {U\]Z?;n — o}.

Bemerkung 7.37. iii) impliziert das Starke Gesetz der grofien Zahlen fiir M,, = Y; +...+
Y,, mit Y; unabhéngig und identisch verteilt mit E[Y;] = 0 und Var[Y;] < oo.

Lemma 7.38 (Kroneckers Lemma). Sei (2,), ¢ R mit s, = YF_ 2, - 50 € R. Ist
0<b, # oo, dann gilt % Yoy by — 0.

Beweis von Satz[7.36. Sei k € R*.
Sk: = inf {n € NO | {M}n+1 > k’}
ist eine Stoppzeit. Nach Lemma und Lemma ist (M2, — (M)nns, )n €in Mar-

tingal, also gilt

SupE[M,%ASk] =E[Mo] +supE[{M),s,] < oo,

<k
das heifit (M55, )n ist L2-beschrankt. Also existiert lim,, M, g, f.s. fiir jedes k € R*. Es gilt
{{M)e <00} = U {Sp =00} und U {S = o0, lim,, Mg, existiert} c {lim, M, existiert},
keN keN
damit gilt 7).
Sei K >0. Tk :==inf {n e Ny | |M,| > K} ist eine Stoppzeit und es gilt

E[ M2

nATk -
—
<(K+c)?

(M)nnr ] = E[M7].

Also folgt mit monotoner Konvergenz

E[{(M)r,] = sng[(M}mTK] <E[MZ]+ (K +c¢)* < 0.
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Demnach ist (M), < oo f.s. und es gilt

P { lim M, existiert | n {{M)s. = o0}

n—oo

cUgen{Tr=00}

KeN
Also gilt ii).
Weiter sei

W, Z M’“—<<1 (M) e M),

Nach Lemma ist (W,), ein Martlngal und es gilt

1 <M>n - <M>n—1
E[((W, -Wn_1)?| Zp]l = ———=E[(M, - M,_1)*| Z,_1] =
[( 1) | 1] (1 i (M)n)2 [( 1) | 1] (1 ¥ <M>n)2

< (M), +1) - ((M),.1+1) _ 1 ~ 1

T A+ (M)A + (M) 1+ (M) 1+ (M),
Also gilt

(W) = lim (W)y < limsu f}( CE )<1
o _N—>oo N = N—>oopn:1 1+<M>n—1 1+<M>n a

und somit W, — W, f.s. nach i). Wihle nun b, = 1 + (M),, und z,, = ]\ﬁzﬂ%‘;l in Lem-
ma dann folgt p_ by = Ypy My — My = M, — My, d.h. iii) gilt. O

Im Folgenden sei (X,,), ein stochastischer Prozess mit Werten in R und

* .
Xn —(1)rr<1]?<XXk, |X|n = (I)EI?SDSJXM

Lemma 7.39. Sei (X)), ein Submartingal und A > 0. Dann gilt
/\P(X; 2 )‘) < E[an{X;zA}] < E[|Xn|1{X;*L2)\}:| (S E[|Xn|])
Beweis. Sei T :=inf {k € Ny | Xy > A} An. T ist eine beschrénkte Stoppzeit und es gilt mit

Korollar [7.19]

SVRXr] = B[ X1 (xeany | + B[ X1 s ey

> AP(X; > A) +E[ X, 1ix:an ).

E[ X, 1ixeon ]+ E[Xalixzan] = E[X,]

]

Satz 7.40 (Doobs LP-Ungleichungen). Sei (X,,), ein Martingal oder ein nichtnegatives
Submartingal.
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i) Firp>1und A>0 gilt \’P(|X|; > \) <E[|X,.|P].
ii) Fiir p>1 gilt B[|X, 7] <E[(X]:)7] < (2 ) EIX. ).

Bemerkung. Fiir ein £2-Martingal gestattet dies, E[(|X|})?] durch E[(X),] zu kontrol-
lieren, denn E[X2] =E[X2] + E[(X),].

Beweis von Satz[7.40. 1) (|Xn|P)n ist ein Submartingal, also folgt die Aussage durch
Anwenden von Lemma auf (| X,[P)n-

ii) Sei ¢>0. Es gilt:

| X} Ac c
E[(|X]; A )] :E[ A d)\] :]E[ [ e d)\]

P [N 2 A dd s [ pa SR T e A
0 0

Fubini X P -1
LB (1) [T N | = L EXGI(X A0
0 pP—

Holder p . p-1 1
s ST PLOXE AT BT

Fiir ¢ - oo folgt mit monotoner Konvergenz

hSC

* p * E
E[(1X]7)"] < EE[(IXIn)p] » E[|Xal"]
und durch Umstellen und Potenzieren dieser Ungleichung erhédlt man

B < (S27) EOXP)

]

Korollar 7.41 (eine Form der Kolmogorov-Ungleichung). X, Xs,--- € L2(IP) unabhingig,
E[X,]=0, S,:=X1++ X, (So:=0). Es gilt fiir x>0

Var[.S, ]

P(max{|Sk|: 1<k <n}>z)< —5

T
Beweis. (S,), ist ein Martingal (siehe Bsp. [7.7] 1)), Satz [7.40] 4) liefert
E[S7]

12

P(max{|S|: 1<k <n}>z)<

Korollar 7.42. X, X,,... u.a. mit E[X,,] =0, ¢:=sup,, Var[X,,] < o0, S, = X1+ + X,,,
dann gilt fiir e >0

: 55| _
h?_ilolp vn(logn)i/z= 0 fs
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Beweis. Sei £(n) :=\/n (logn)/?*¢ k, := 2" fiir § >0 sei
Aps = {22%§|Sk| > 00(ky) .
Nach Kor. [L.41] ist

ad > ck, c &
nZ::]P)(An(;) Z(Vﬁ(kj )QVar[Skn]ST;WZEZ—M<oo,

mit Borel-Cantelli also

max {|S|: k <k} <5 fs.

lim sup

1
el 0(Fn)

Mit 6 | 0 folgt max {|S|: k < ky, }/€(k,) — 0 f:s. fiir n > oo und daher auch

Efos. m1) Max{|Sk|: k < Kriog, m
lim sup Sl < lim sup kpiog, m1) {| i [logz ]} =0 fs.
m—»o0 f( ) m—>oo E(m) g(k[long])

—_————

ist beschr.

Bericht 7.43. Seien Xi, X5,... wiv. mit E[X;] = 0, 02 := Var[X;] € (0,00), S, =
Xy + -+ X,. Fiir sehr grofles n ist

S
a\/n

geméfl dem zentralen Grenzwertsatz (siehe auch das folgende Kapitel , d.h. fiir festes
(und grofies) n sind die typischen Fluktuationen von S, von der Ordnung O(y\/n).

& No

Korollar zeigt, dass die Fluktuationen von S, ,,global“ (d.h., wenn wir , irgendwo*
auf dem Pfad nachschauen diirfen), hochstens um einen Faktor (logn)/2*¢ groBer sind

als \/n. Der Faktor aus Kor. ist nicht scharf, tatsichlich gilt

. Sh
lim sup

n—oco 1 /2nc?loglogn

das sogenannte Gesetz vom iterierten Logarithmus (siehe z.B. [KI, Satz 22.9]).

=1 fs.,

Satz 7.44. 1) X, Xy, -- € L2(P) w.a, E[X,,] =0, ;7 Var[X,,] < oo, dann konvergiert
Z X, f.s.
n=1

2) X1, X, ... w.a., reellwertige ZVn, es gelte fir ein a >0 mit Y, := X, 1 x, |}

i) 2P(|Xn| >a) < oo
ii) EE[Y
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iti) > Var[Y,] < oo
n=1

Dann konvergiert Z X, f.s.

n=1

Beweis. 1) Sei S, := X1+ + X, fiir m<n und & >0 ist

P( max |Sg — Sp| > 6) <e?Var[S, - Sp]=¢72 ) Var[Xj]
k=m

m<k<n

nach Kor. mit n — oo folgt

]P’( I}ﬂlgzdSk - Sml| > 8) <e? k;nVar[Xk] (n:;O)

Sei Wy, := sup |Sk — Sy|, offenbar ist W), nicht-wachsend in m und
0,k>m

(W, 2 22) < P( max|S = S| > e) — 0

somit gilt W,,, — 0 f.s. fiir m — oo, d.h. (S,,), ist f.s. Cauchy-Folge und daher konvergent.

2) 1) zusammen mit ) und i) liefert

3 (Y, —E[Y,]) konvergiert 5 und Y E[Y,] konvergiert.

n=1 n=1
i) und Borel-Cantelli-Lemma liefern X,, = Y,, fiir n > Ny fiir ein (zufilliges) Ny < oo,
folglich konvergiert auch Y77, X,, f.s. O
Beispiel 7.45. Seien 7y, Z, ... wiv.~ Ny, t e R, X, := Zn% sin(nwt). § X, konvergiert

n=1

f.s. (mit Satz[7.44] 1)).

7.5 Zum Satz von Radon-Nikodym

Sei (S,.97) ein messbarer Raum, u, v Mafle auf (S, o). v ist absolut stetig beziiglich u,
geschrieben v <« p, wenn fiir jedes A € &7 gilt

w(A) =0 — v(A)=0.

Wenn v eine Dichte beziiglich p besitzt (v = hy, also v(A) = [ 14hdp mit einem
h:S - R, messbar, vgl. Def. 7 so gilt offenbar v <« p.

Satz 7.46 (Eine Form des Satzes von Radon-Nikodynf). Sei (S, o) separabler messbarer
Raum (d.h. of = 0(A1, As,...) ist abzdhlbar erzeugt), u,v endliche Mafle auf (S, <) mit
v << . Dann gibt es ein h >0, h e LY(u) mit v = hpu.

3Johann Radon, 1887-1956; Otton Nikodym, 18871974
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Beweis. O.E. sei u(.S),v(S) >0, dann sind P(+) == pu(-)/u(S), Q) =v(-)/v(S) Wmale
auf (S,.27) mit Q < P und es geniigt zu zeigen, dass ) = X P fiir ein X € L1(P).

Wir beobachten zunéchst:
fir e >0 gibt es 0 >0 mit P(B)<d = Q(B)<e (%)
Wenn (*) nicht gélte, so gibe es B, € &/ und ein g5 > 0 mit
P(B,)<2™ neN, ilrelng(Bn) > €.

Dann gélte fir C' := limsup,,_ ., B, = N U B, einerseits P(C') = 0 mit Borel-Cantelli,

n m2n

andererseits wegen inf,,y Q( Umsn Bm) > ¢go auch Q(C') > g9 im Widerspruch zu Q) < P.

Sei
ﬁn = O'(Al,. .. ,An) = {le, .. -7Cn,mn}

(mit S =7 Crk, Cog # @), fiir w e S setze

C)(C'n7 )
X (w) = P(cn,:)v weCpy und P(Chy) >0,
0, w e Oy und P(C ) = 0.
X, >0 ist F,-messbar, X,, € L1(P) mit Ep[X,] =1 und fiir B € %, (d.h. B = J;e; Cy;
fur ein J c {1,...,m,}) ist

Ep[X,15] =) Ep[X.ulc,,]1=>. Q(Cy;) = Q(B),

jeJ jeJ
d.h. X, ist die Dichte von Q|z, bzgl. P|z,.

Offenbar ist (%#,), eine Filtration, fiir B’ € %, (c F.1) ist Ep[Xp1lp ] = Q(B') =
Ep[X,1p] nach obigem, d.h.

Ep[Xnw | Fn] =X, (fs.)
(X,)n ist also ein nicht-negatives (P-)Martingal.
Zeige: {X,,,n € N} ist gleichgradig (P-)integrierbar.
Zu € >0 wihle § > 0 geméf (#), setze M :=1/0, dann gilt fiir jedes n e N
1
P(X, > M) < —Ep[X,] =4,
(Xn > M) Vi p[Xy]

mit (*) also
]EPI:Xn]-{anM}:I = Q(Xn > M) <e.

Mit Satz [7.23| gibt es Xo € L1(P) mit Ep[Xo] =1 und X,, = E,[ X | #] > X L.
und in L1(P).
Xo leistet das Gewiinschte: Das WmaBl Q(A) :=Ep[Xola], A € o erfiillt
Q(B) =Ep[Xelp] =Ep[X,1p] = Q(B) falls B €., fiir ein n e N,
d.h. Q = Q auf U, .%, (und dies ist ein n-stabiler Erzeuger von «7). Mit Satz folgt
Q=0Q. ]
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Bericht 7.47. 1. Man nennt die Dichte h von v = hpu beziiglich ¢ auch die Radon-
Nikodym-Ableitung (von v beziiglich x) und notiert dies auch als Z—Z =h.

2. Satz gilt genauso, wenn g und v c-endlich sind (zerlege S = (J; Sk, so dass
. . . dlg, v

11(Sk),v(Sk) < oo, dann gibt es jeweils z=-7).

Auch auf die Forderung, dass o7 einen abzéahlbaren Erzeuger besitzt, kann man ver-

zichten, siehe z.B. [Wi, Ch. 14.13].
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Kapitel 8
Zum zentralen Grenzwertsatz

Satz 8.1 (,,Zentraler Grenzwertsatz®). Seien Xy, X, ... w.i.v. reelle ZVn € L2 mit 02 =
Var[X1] € (0,00), dann gilt fiir —oo <a<b< oo

lim P

(ag Xi+-+ X, -nE[X4] <)

2

):P(agng) mitZNNOJ.

Ein ,traditioneller Zugang zum zentralen Grenzwertsatz verwendet charakteristische
Funktionen. Wir diskutieren dies hier etwas skizzenhaft, fiir Details siche z.B. [Wi, Ch. 18]
oder [KI, Kap. 15].

Fiir eine reellwertige ZV X ist die charakteristische Funktion definiert als
ox(t) =E[e"¥], teR

wbei i = /-1 die imagindre Einheit ist (wir haben bisher nur reellwertige Funktionen
integriert, obiger Erwartungswert ist durch Zerlegung in Real- und Imaginérteil erklart,
d.h. E[eX] = E[ cos(tX)] +iE[ sin(tX)]).

Eine entscheidende Eigenschaft der charakteristischen Funktion ist:
X und Y unabhingie = ¢x.v(t) = ox(t)ey(t)

(dies folgt aus e(X+Y) = ¢t XY yund der Multiplikativitit des Erwartungswerts fiir un-
abhéngige Faktoren).
Weiter ist offenbar fiir a,b € R

paxsb(t) = B[] = oy (at).

Fir Z ~ No1 ist
pz(t) = exp(~t?/2),
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ein etwas ,, hemdsdrmeliges“ Argument dafiir ist

1 Sl
(pz(t) = E [00 eltxe—m2/2 dx

(e} 1

_ 122 [ (o2 122

=e exp r—it)*)dr=e
-0 \/2T ( 2 ) )

(man kann das Integral als die ,,Dichte einer Normalverteilung mit Erwartungswert it“ in-

terpretieren, die Identitét kann z.B. mittels Cauchy’schem Integralsatz bewiesen werden).
Siehe auch z.B. [Dul S. 93] fiir einen ,rein reellen“ Beweis.

Bericht 8.2 (Eine Version von Lévys Stetigkeitssatz). Y, Y], Ys, ... reelle Zufallsvariablen

mit
vy, (t) — @y (t) fir jedes t € R.
Dann gilt
Y, —Y

(die Y;, konvergieren in Verteilung gegen Y'), d.h.
lim P(Y,, <y)=P(Y <Y) = Fy(y)
fiir jeden Stetigkeitspunkt von Fy.

Angesichts von Bericht ist ein Weg, Satz zu beweisen, die Asymptotik der
charakteristischen Funktion von
Xy -+ Xy - nE[X1]

Y, =
2

no

zu untersuchen.
Wir kénnen im Folgenden o.E. E[X;] =0, Var[X;] = 1 annehmen, ansonsten betrach-

ten wir ¥ _Elx
5 .o Xi-EX]
\/V&I‘[Xl]
Es ist

it
NG
- ]E[ ’Q exp (Z#Xz):l = (SDX1 (nl_t/2))

Taylorentwicklung e* = 1+ z + 322 + o(|z[?) liefert

gpyn(t)z]E[exp( (X1+-~-+Xn))]

122

ox, (u) = E[e“‘Xl] =1 +iuE[X] + TE[X%] +o(u?)

2

U
=1-— 2
2 + O(U/ )’
also tatsachlich
t2 12 \" 2
=(1- = i — s e t/2
oy, (t) (1 2n+0(n)) — e
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8.1 Ein Kopplungsbeweis

Beobachtung. 1. Die Aussage von Satz gilt trivialerweise (sogar fiir festes n € N),

wenn X; ~ N1, da dann
X+ + X,

\/ﬁ %,17

Eine Beweisidee fiir Satz ist, den allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall zuriick-
zufiihren.

2. Wir kénnen o.E. E[X;] =0, Var[X;] = 1 annechmen, ansonsten betrachten wir

Var[Xl]

Lemma 8.3. X1, Xs,... u.i.v. reelle ZVn, X; € L2 mit E[X;] =0, Var[X;] =1, f:R>R
dreimal stetig differenzierbar, die ersten drei Ableitungen seien gleichmdf$ig beschrinkt.
Dann gilt

, X +-+ X,
S Bl ()| R ()
mit Z ~ ./\/’071.
Beweis. Seien Zy, Z,... w.iv., ~ Np1, unabhéngig von den X;, schreibe
X1+‘“+Xn Zl+'“+Zn
f( Jn ) - f( Jn )
- Xi Z;
=;(f(mvn+%>—f(m,n+%)) (8.1)
mit

1
NG

Taylor-Enwicklung (im Punkt W;,) liefert

Win = (Xl+X2+-~-+Xi_1+Zi+1+Zi+1+---+Zn).

F(Win + %) ~ F(Win+ %)

Xi-2; 1 XP -z

= f,(VVi,n) \/ﬁ + §f”(Wi,n) n + Ri,n
mit
" " Xz2 " 9 " Zz2
‘Rz,n‘ < |f (V[/z,n + ﬂz,n) - f (Wz,n)‘ m + ‘f (Wz,n + ﬁz,n) - f (V[/z,n)|%

| Zi|
vn

X.| ~
wobei [¢; | < X 0| <

NG
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Mit Cs :=sup ‘f”(:p)|, C3 :=sup ‘f’"(x)‘ gilt fiir jedes K > 0:
zeR zeR

a 25 7
Sz Hixisry + C2— =Ly + Cs g

Nehme Erwartungswert in :
X, 4+ X,
‘]E[f(L)] _ E[f(Z)]‘

NG
5 Elroma) 2]

‘Ri,n‘ <Oy

+ ]E[%

X?2-7?
n

i ] +E[Ri,n])

:E[f'(Wi,n)]E[XrZi]/\/ﬁ:O =E[f”(Wiyn)]E[X?—Zf]/(ZnFO

n K3 C C
< Y E[Ral] < n(Cugog + BN s ]+ 55 EL21F])

f(Win)

i=1

also

(X1 +-+ X,

E[f Yo

)] - E[£(2)]

lim sup

n—oo

< CoE[ X1 r0] = 0

]

Beweis von Satz[8.1. Seien —co <a<b<oo. Zu<e< b_T“ wahle f1, fo, die den Voraus-
setzungen von Lemma [8.3| geniigen und

]—[a+e,b—s] < fl < 1[a,b] < f2 < 1[a—s,b+5]

/ §f1(37) i

a-¢ a a+¢ h—

erfiillen (siehe Skizze).

fo(z)

Ny x
e b b+e

Es ist

Xi+-+ X,
)

€ [a,b])
€ [a,b])
| <5{0] <ozl -],

P(Z € [a+e,b-e]) <E[fi(2)] = lim B[ fi(
(X1+--~+Xn
NG
SlimsupP(%
< AL%E[fZ(M

NG

<lminfP

n—oo

mit € | 0 folgt die Behauptung.

Die Félle a = —oo oder b = +oc0 kann man analog behandeln. O
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