
Kapitel 4

Gesetz der großen Zahlen

Erinnerung 4.1 (Varianz und Kovarianz). (Ω,F ,P)W’raum,X,Y ∈ L2(P).
Var[X] ∶= E�(X −E[X])2� = E�X2� − �E[X]�2 (≥ 0), dieVarianz vonX

(
�
Var[X] ist die Streuung oder Standardabweichung vonX)

Cov[X,Y ] ∶= E�(X −E[X])(Y −E[Y ])�= E[XY ] −E[X]E[Y ] � = Cov[X,Y ]�, dieKovarianz vonX und Y
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FürX,Y,Z ∈ L2(P), a, b ∈ R gilt

Cov[aX + bY,Z] = aCov[X,Z] + bCov[Y,Z]
(die Kovarianz ist eine symmetrische Bilinearform), insbesondere gilt

Var[aX] = Cov[aX,aX] = a2Var[X].
X undY heißen unkorreliert, wennCov[X,Y ] = 0; für paarweise unkorrelierteX1, . . . ,Xn ∈ L2(P)
gilt

Var[X1 + ⋅ ⋅ ⋅ +Xn] = n�
i,j=1Cov[Xi,Xj] = n�

i=1Var[Xi].
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Erinnerung 4.2.X,Y ∈ L2(P) unabhängig �⇒ X,Y unkorreliert.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht.
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Erinnerung 4.3 (Chebyshev1-Ungleichung). FürX ∈ L2(P) und a > 0 gilt
P�∣X −E[X]∣ ≥ a� ≤ Var[X]

a2

Erinnerung 4.4 (Schwaches Gesetz der großen Zahlen via Chebyshev-Ungleichung). X1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈L2(P) paarweise unkorrelierte ZVn mit E[Xi] = 0, supi∈NE[X2
i ] =∶ c < ∞, dann gilt für Sn ∶=

X1 +⋯ +Xn
1

n
Sn�→

n→∞ 0 P-stochastisch

1Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821–1894.
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Proposition 4.5. SeienX1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L2(P) paarweise unabhängige ZVnmit supi∈NE[X2
i ] =∶ c <∞,

es gelte E[X+n]→ µ+ ∈ R, E[X−n]→ µ− ∈ R. Dann gilt für Sn ∶=X1 +⋯ +Xn

1

n
Sn�→

n→∞µ ∶= µ+ − µ− fast sicher.
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Satz 4.6 (StarkesGesetz der großenZahlen).X1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L1(P) seien identisch verteilt und paarweise
unabhängig, dann gilt

1

n
�X1 +⋯ +Xn� �→

n→∞µ ∶= E[X1] fast sicher. (4.1)
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Lemma 4.7. X1,X2, . . . wie in Satz 4.6 (Xi ∈ L1(P) identisch verteilt und paarweise unabhängig),
Yn ∶=Xn1{∣Xn∣≤n}, Tn ∶= Y1 +⋯ + Yn. Dann gilt

∞�
n=1

E[Y 2
n ]

n2
≤ E�∣X1∣� + 1

und
1

n
Tn�→

n→∞µ f.s. impliziert (4.1).
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X1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L1(P) identisch verteilt, paarw. u.a., Yn ∶=Xn1{∣Xn∣≤n}, Tn ∶= Y1 +⋯ + Yn.
Beweis von Satz 4.6.
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X1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L1(P) identisch verteilt, paarw. u.a., Yn ∶=Xn1{∣Xn∣≤n}, Tn ∶= Y1 +⋯ + Yn.
Beweis von Satz 4.6.
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4.1 Fluktuationen von Summen unabhängiger Zufallsvariablen

Satz 4.8 (Kolmogorov-Ungleichungen). X1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L2(P) unabhängig, E[Xn] = 0, Sn = X1 +⋯ +Xn. Es gilt für x > 0
P�max{Sk ∶ 1 ≤ k ≤ n} ≥ x� ≤ Var[Sn]

x2 +Var[Sn] (4.2)

P�max{∣Sk∣ ∶ 1 ≤ k ≤ n} ≥ x� ≤ Var[Sn]
x2

(4.3)
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Korollar 4.9. X1,X2, . . . u.a. mit E[Xn] = 0, c ∶= supnVar[Xn] < ∞, Sn = X1 +⋯ +Xn, dann
gilt für ε > 0

lim sup
n→∞

∣Sn∣√
n(logn)1/2+ε = 0 f.s.
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Abgabeaufgabe 15 (8 + 4 = 12 Punkte)

Seien (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ,Y ⊂ L1(P).

(a) Zeigen Sie:

(i) X ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn X L1-beschränkt ist und zu jedem ε > 0
ein δ > 0 existiert mit

sup
X∈X

E[1A|X|] < ε für alle A ∈ A mit P(A) < δ.

(ii) Ist X gleichgradig integrierbar, dann auch der Abschluss

X := {Y ∈ L1(P) | ∀ ε > 0 ∃ X ∈ X : E[|Y −X|] < ε}.

(b) Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind:

(i) Ist X L1-beschränkt, so ist X gleichgradig integrierbar.
(ii) Ist X Lp-beschränkt für ein p > 1, so ist X gleichgradig integrierbar.
(iii) Ist X gleichgradig integrierbar, so ist X L1-beschränkt.
(iv) Ist X gleichgradig integrierbar, so ist X Lp-beschränkt für ein p > 1.
(v) Ist X gleichgradig integrierbar, dann auch spanX := {�n

k=1 αkXk | n ∈ N, Xk ∈ X ,αk ∈ R}.
(vi) Sind X ,Y gleichgradig integrierbar, dann auch X + Y := {X + Y | X ∈ X , Y ∈ Y}.

Abgabeaufgabe 16 (0 + 3 + 6 + 3 = 12 Punkte)

Seien E0 = {o}, En = {0, 1}n für alle n ∈ N und E =
�

n∈N En. Wir interpretieren E als die Menge
aller endlichen, gerichteten, im Ursprung beginnenden Pfade im unendlichen Binärbaum. Für jedes
x ∈ E existiert genau ein n ∈ N0 mit x = (o, x1, . . . , xn) ∈ En und wir definieren |x| = n sowie x|i =
(o, x1, . . . , xi) ∈ Ei für alle i ∈ {0, . . . , n}. Für x, y ∈ E schreiben wir i(x, y) = max{i ∈ N0 | x|i = y|i},
dann ist x ∧ y = (o, x1, . . . , xi(x,y)) ∈ Ei(x,y) das gemeinsame Anfangsstück der Pfade x und y.

(a) Machen Sie sich klar, dass

#{y ∈ En | |x ∧ y| = k} = 2n−k−1 ∨ 1 für alle k ∈ {0, . . . , n}, x ∈ En und n ∈ N.

Seien (Zx)x∈E eine unabhängige Familie nach N (0, 1) verteilter Zufallsvariablen, β > 0 und

Mx = exp

�
βZx − 1

2
β2

�
für alle x ∈ E.

Wir definieren

Xn = 2−n
�

x∈En

n�

i=1

Mx|i für alle n ∈ N.

(b) Zeigen Sie, dass
E[Mx] = 1 und E[M2

x ] = exp
�
β2

�
für alle x ∈ E.

Hinweis: Berechnen Sie E[exp(αZ)] für α ∈ R und L(Z) = N (0, 1).

(c) Zeigen Sie, dass
E[X2

n] = 2−n
�

x∈En

exp
�
β2|x ∧ on|

�
für alle n ∈ N,

wobei on := (o, 0, . . . , 0) ∈ En.

(d) Folgern Sie, dass (Xn)n∈N für β <
√
log 2 gleichgradig integrierbar ist.




