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Erinnerung 4.1 (Varianz und Kovarianz). (§2,.%,P) W’raum, X,Y € £%(P). V@r;uﬁ - )

Var[X] = E[(X - E[X])?*| = E[ X?] - (E[X])2 (>0), die Varianz von X
(v/ Var| X ] ist die Streuung oder Standardabweichung von X)

Cov[X,Y]:=E[(X -E[X])(Y -E[Y])]
=E[XY]-E[X]E[Y] (=Cov[X,Y]), die Kovarianz von X und Y
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KAPITEL 4. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN,

S.3

Fir X,Y, Z € L2(P), a,b e Rgilt
CovlaX +bY, Z] = aCov[ X, Z] + bCov|Y, Z]
(die Kovarianz ist eine symmetrische Bilinearform), insbesondere gilt
Var[aX] = Cov[aX,aX] = a*Var[ X].

X undY heilen unkorreliert, wenn Cov| X, Y | = 0; fiir paarweise unkorrelierte X7,
gilt
Var[X; +---+ X, ] = > Cov[X;, X;] =) Var[X;].
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KAPITEL 4. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN, S.4

Erinnerung 4.2. X,Y € £?(P) unabhingis == X, Y unkorreliert.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht.
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KAPITEL 4. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN, S.s

Erinnerung 4.3 (Chebyshev'-Ungleichung). Fir X € £2(IP) und a > 0 gilt

Var[ X |
a2

( o POX-E0x] >a)= (P(IX'E[X}V?QZ\
leb\// < -2’2- LE[ (X- E(.Xlsl} _ (o LX) >

W - a®

Erinnerung 4.4 (Schwaches Gesetz der groflen Zahlen via Chebyshev-Ungleichung). X, Xo,--- €
L?(IP) paarweise unkorrelierte ZVn mit E[X;] = 0, sup;;yE[X?] =: ¢ < oo, dann gilt fiir S, :=
Xy +-+X,

P(|X -E[X]|>a) <

1
—S5,, — 0 P-stochastisch
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'Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894.



KAPITEL 4. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN, S.6

Proposition 4.s. Seien X1, Xo, - - - € L2(P) paarweise unabhingige ZVn mit sup,y E[ X 22] =: ¢ < 00,
es gelte B[ X' ] — py € R, E[ X, ] - pu- € R Dann gilt fiir S, == X1+ -+ X,
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KAPITEL 4. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN, .7
Satz 4.6 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen). X1, Xo, - -+ € LY(IP) seden identisch verteilt und paarweise
unabhdngig, dann gilt

l(X1 P Xn) — w:=E[X ] fastsicher. (4.1)

n T —> 00
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Lemma 4.7. X1, Xo, ... wiein Satz 4.6 (X; € LY (P) identisch verteilt und paarweise unabbingig),
Y, = Xo1yx,j<np Tn = Y1 + - + Y. Dann gilt

g [52?]

n

< E[|X1|] + 1\/

1 o \
und %Tn — [ f.s. impliziert (4.1). <—— o O S\.,\ . /w - Sk—; >(4-t fX

n—>00

L
Bew . O 5 X'z. N E(‘S‘ (Vg
A > 2. 1 2(> N
%%b > Zi'?./-u'gxéh% 2 —+ -, & /L’{*X ——-Z&
(¥ >0) = G.X—” =0+ 1 " P 0
7 « 1+ x




KAPITEL 4. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN, S.9

X1, X, -+ € LY(P) identisch verteilt, paarw. u.a., Y}, := Xolgx,jcns Tn =Y+ + Y,

Beweis von Satz 4.6.
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KAPITEL 4. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN, S.9

X1, X, -+ € LY(P) identisch verteilt, paarw. u.a., Y}, := Xolgx,jcns Tn =Y+ + Y,

Bewets von Satz 4.6. o _ \/
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KAPITEL 4. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN, 4.1 FLUKTUATIONEN VON SUMMEN UNABHANGIGER ZUFALLSVARIABLEN S.10

4.1 Fluktuationen von Summen unabhingiger Zufallsvariablen

Satz 4.8 (Kolmogorov-Ungleichungen). X1, Xy, -+ € L2(P) unabbingig, E[ X, ] = 0, S, = X1 +
-+ X, Es gilt fiir x > 0

P(max{Sy:1<k<n}>z)< xzia{/gff}g ] (4.2)
P(max{|Sy|: 1<k <n}>z)< Var[zsn] (4.3)

X



KAPITEL 4. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN, 4.1 FLUKTUATIONEN VON SUMMEN UNABHANGIGER ZUFALLSVARIABLEN S.u

Korollar 4.9. X1, Xo,... .a. mit E[X,] = 0, ¢ := sup,, Var[ X,] < 00, S;, = X1 + -+ + X,,, dann
gilt fiire > 0
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8. Ubungsblatt zur Vorlesung
Stochastik I

im Sommersemester 2021

Abgabeaufgabe 15 (8 + 4 = 12 Punkte)
Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,y C L1(P).
(a) Zeigen Sie:

(i) & ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn X L!-beschrinkt ist und zu jedem & > 0
ein 0 > 0 existiert mit

sup E[14]|X]] <e fiir alle A € A mit P(A) < 4.
Xex

(ii) Ist X gleichgradig integrierbar, dann auch der Abschluss
X:={Yel'(P)|Ve>03IX c X E[Y - X|] <e}.
(b) Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind:

(i) Ist X L'-beschrinkt, so ist X' gleichgradig integrierbar.
(ii) Ist X LP-beschrankt fiir ein p > 1, so ist X’ gleichgradig integrierbar.
(iii) Ist X gleichgradig integrierbar, so ist X £!-beschriinkt.

(v) Ist X gleichgradig integrierbar, dann auch spanX := {>_}_, ax Xy | n € N, X}, € X, ), € R}.

)
)
(iv) Ist X gleichgradig integrierbar, so ist X LP-beschréinkt fiir ein p > 1.
)
(vi) Sind X, gleichgradig integrierbar, dann auch X + Y :={X +Y | X € X,Y € V}.

Abgabeaufgabe 16 (0+ 3+ 6 + 3 = 12 Punkte)

Seien Ey = {o}, E,, = {0,1}" fiir alle n € N und E = |J,,cy En- Wir interpretieren E als die Menge
aller endlichen, gerichteten, im Ursprung beginnenden Pfade im unendlichen Bindrbaum. Fiir jedes

x € F existiert genau ein n € Ny mit « = (0,21,...,2,) € E, und wir definieren |z| = n sowie z|i =
(0,21,...,x;) € E; fiir alle i € {0,...,n}. Fiir z,y € E schreiben wir i(z,y) = max{i € Ng | z|i = y|i},
dann ist Ay = (0,21,...,Ti(z,y)) € Fi,y) das gemeinsame Anfangsstiick der Pfade 2 und y.

(a) Machen Sie sich klar, dass
HycE,||lzAyl=k}=2""F1v1 firalleke{0,...,n}, z€ E, und n € N.

Seien (Z,)zck eine unabhéingige Familie nach A/(0, 1) verteilter Zufallsvariablen, 8 > 0 und
1
M, = exp (5290 — 252> fiir alle x € E.

Wir definieren .
Xp=2"3 [[M firalleneN.
TEE, i=1
(b) Zeigen Sie, dass
E[M,] =1 und E[M?]=exp(B?) fiirallexz € E.
Hinweis: Berechnen Sie Elexp(aZ)] fiir @« € R und £(Z) = N(0,1).
(c) Zeigen Sie, dass
E[X2]=2"" Z exp (B%|z Ao™|) fiir alle n € N,
x€eFE,
wobei 0" := (0,0,...,0) € E,.

(d) Folgern Sie, dass (X, )nen fir 8 < v/log2 gleichgradig integrierbar ist.
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