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7.3 Gleichgradig integrierbare Martingale und optionales Stoppen

Satz 7.23. Sei (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiertX∞ ∈ L1(P)mit
Xn →X∞ f.s. und in L1(P). Es gilt

E[X∞ ∣Fn] ≤Xn f.s. für alle n ∈ N.
(Analog gilt E[X∞ ∣Fn] ≥Xn, falls (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Submartingal,
und E[X∞ ∣Fn] =Xn, falls (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Martingal.)
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Satz 7.24. SeiY ∈ L1(P)und (Fn)n eine Filtration. SeiF∞ ∶= σ(Fn, n ∈ N)undXn ∶= E[Y ∣Fn].
Dann ist (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Martingal und es gilt

Xn ��→
n→∞ X∞ ∶= E[Y ∣F∞] f.s. und in L1(P).

Lemma 7.25. Y ∈ L1(P) und Fn ⊂F σ-Algebren, dann ist (E[Y ∣Fn])n∈N gleichgradig integrier-
bar.
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Bemerkung 7.26. Für ein gleichgradig integrierbares Martingal (Xn)n gilt
E[X∞ ∣Fn] =Xn für alle n ∈ N.

Solche Martingale heißenDoob’scheMartingale.

Lemma 7.27. Sei (Xn)n ein Supermartingal und T eine Stoppzeit mit T ≤m f.s. für einm ∈ N. Dann
istXT ∈ L1(P) und es gilt E[Xm ∣FT ] ≤XT f.s. Im Falle eines Martingals gilt Gleichheit.
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Lemma 7.28. Ist (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Martingal, so ist

{XT ∣ T Stoppzeit} gleichgradig integrierbar.
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Satz 7.29 (optional-sampling-Theorem). Sei (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Martingal,
X∞ ∶= limXn und T eine Stoppzeit. Dann istXT ∈ L1(P) und es gilt

E[X∞ ∣FT ] =XT f.s.

Insbesondere gilt E[XT ] = E[X∞] = E[X0]. Ist S eine Stoppzeit mit S ≤ T , so gilt
E[XT ∣FS] =XS f.s.
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Bemerkung und De�nition 7.30. Sei (Xn)n ein adaptierter Prozess mit Xn ∈ L1(P) für n ∈ N0.
Dann istXn =Mn +An mit

M0 ∶=X0, Mn ∶=X0 + n∑
k=1 �Xk −E[Xk ∣Fk−1]�,

A0 ∶= 0, An ∶= n∑
k=1 �E[Xk ∣Fk−1] −Xk−1�.

wobei (Mn)n ein Martingal und (An)n previsibel ist. Die DarstellungX = M +A als Summe eines
MartingalsM und eines previsiblen ProzessesAmitA0 = 0heißtDoob-Zerlegung, sie ist f.s. eindeutig.

(Xn)n ist genau dann ein Super- bzw. Submartingal, wenn (An)n nicht-wachsend bzw. nicht-fallend
ist.
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Satz 7.31. Sei (Xn)n ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und seien
S,T Stoppzeiten mit S ≤ T . Dann gilt

E[XT ∣FS] ≤XS f.s.


