KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7.3. GLEICHGRADIG INTEGRIERBARE MARTINGALE UND OPTIONALES STOPPEN S.19

7.3 Gleichgradig integrierbare Martingale und optionales Stoppen

Satz 7.23. Sei (X)), ¢in gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert X oo € L1 (IP) mat
X, = Xoo f5. und in LY(P). Es gilr

E[Xw | #n] < X, fs. fiir allen € N.

(Analog gilt E| X o | Fn] 2 Xy, falls (X)), ein gleichgradig integrierbares Submartingal,
und E| Xo | Fn] = Xy, falls (X)), ein gleichgradig integrierbares Martingal. (B%-

)
B %x&c«% \/e¢\>< é,,Zd' Bl “ (Xv\w =52)
nd XS X At So 721 Fope- bl =

(M BKF = CX(A/X ég\ft? l:OX.,‘Q“‘) /@¥L<W>oo&;‘E'UE UX 4 } O,
s ?Sﬁuc&ovad)kéu MRWW | A, «w()(izhwk >< >)< ad X 5><

ELXXIT 00 = (E[lxw-xmuoﬂ]/

Sea m< e

£ 1Bl 7,0 EDWIF| - Bl E IR ) Bl
RS

o




KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7.3. GLEICHGRADIG INTEGRIERBARE MARTINGALE UND OPTIONALES STOPPEN S.19

7.3 Gleichgradig integrierbare Martingale und optionales Stoppen

Satz 7.23. Sei (X)), ¢in gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert X oo € L1 (IP) mat
X, = Xoo f5. und in LY(P). Es gilr

E[Xw | #n] < X, fs. fiir allen € N.

(Analog gilt E| X o | Fn] 2 Xy, falls (X)), ein gleichgradig integrierbares Submartingal,
und E| Xo | Fn) = Xy, falls (X)), ein gleichgradig integrierbares Martingal.)

=Bl IX X T
. [EL X xmllaﬂ]\\/
ELIELY ) 3,0 L% 7] - ELEXG IR ) Bk

— O h—>> oao

A N7 =

= ((Elxolm1-X, V] <E{ (B T
N CE[CEFT- XD ]

0 \’\X“if@%/”‘\/'ﬂ

{




KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7.3. GLEICHGRADIG INTEGRIERBARE MARTINGALE UND OPTIONALES STOPPEN S.20
Satz7.24.SeiY € LY(P) und (%)), eine Filtration. Sei F o, = 0(Fp,n € N)und X, := E[Y | %, ].
Dann ist (X,,),, ein gleichgradig integrierbares Martingal und es gilt

X, — X =E[Y | Zo] fs undin L'(P).

n—>0o0

Lemma 7.25. Y € LY(P) und %, c F o-Algebren, dann ist (E[Y | Z,])nen gleichgradig z'ntegrz’\er/
bar.
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Bemerkung 7.26. Fir ein gleichgradig integrierbares Martingal (X, ),, gilt
E[X. |.7,] = X, firallen e N.

Solche Martingale heifSen Doob’sche Martingale.

Lemma 7.27. Sei (X,,),, ein Supermartingal und T eine Stoppzeit mit T' < m fs. fiir esn m € N. Dann
ist X7 € LYP) und es gilt B[ X, | Fr| < X1 f5. Im Falle eines Martingals gilt Gleichbeit.
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Lemma 7.28. Ist (X,,),, ¢in gleichgradig integrierbares Martingal, so ist

{ X7 | T Stoppzeit} gleichgradig z'ntegrz'erbar/

Bend v £ %,\\& A Vo, o0) —=Lo,00) , Wen. wadkce d, o
(7Q94\U€)>4/ /&\/(_@ —> Ko v

X X=Spo ot gb\k) EE/@L({XMD)}-: M

n <N,

Se. T e g&bppw "IN
Bl L Xs >ﬂcz,4,ﬂﬂ H:WA(

Jmstr
\ :
< E|ElACKD 15,14, 2% A%,

2y /’mf@vﬁ
= BLEL A Aer, o ] *mﬂf“fw(m]
it = po s ]
eaes ask ELA (%D Yiremyl = -

F(L(Xwl)] =M | sewmit supd BT Soppaty=z by



KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7.3. GLEICHGRADIG INTEGRIERBARE MARTINGALE UND OPTIONALES STOPPEN S.23

Satz 7.29 (optional-sampling-Theorem). Sez (X,),, ¢in gleichgradig integrierbares Martingal,
Xoo :=1im X, und T eine Stoppzeit. Dann ist Xp € L1 (IP) und es gilt

E[Xoo | cQ?T] = XT f.f.
Insbesondere gilt B| X7 = E[ Xo | = E[ X0 ). Isz S eine Stoppzeit mir S < T, so gilt
]E[XT | 355] = Xg f..f. L tpnad 23
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Satz 7.29 (optional-sampling-Theorem). Sez (X,),, ¢in gleichgradig integrierbares Martingal,
Xoo :=1im X, und T eine Stoppzeit. Dann ist Xp € L1 (IP) und es gilt

E[Xoo | cQ?T] = XT f.f\/
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Xoo :=1im X, und T eine Stoppzeit. Dann ist Xp € L1 (IP) und es gilt
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Bemerkung und Definition 7.30. Sei (X,,),, ein adaptierter Prozess mit X,, € L}(P) fir n € N,.
Dannist X,, = M,, + A,, mit

My:=Xo, M,:=Xo+) (Xk -E[ X} | 5%—1]);
i=1

n

Ag:=0, A=Y (E[X) | Fra] - Xi).
=1

wobei (M,,),, ein Martingal und (A,,),, previsibel ist. Die Darstellung X = M + A als Summe eines
Martingals M und eines previsiblen Prozesses A mit Ay = 0 heifst Doob-Zerlegung, sie ist f.s. eindeutig.

(X,,)n ist genau dann ein Super- bzw. Submartingal, wenn (A, ), nicht-wachsend bzw. nicht-fallend
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Satz 7.31. Sei (X)), ein gleichgradig integrierbares Supermartingal und seien
S, T Stoppzeiten mit S <T'. Dann gilt

E[Xr| Zs)<Xs fs v
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