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Satz 5.2. Seien (Si,Ai, µi), i = 1, 2 σ-endlicheMaßräume, S = S1 × S2,A = A1 ⊗A2.
Es gibt genau einMaß µ (geschrieben µ = µ1 ⊗ µ2) auf (S,A )mit

µ(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2), A1 ∈A1,A2 ∈A1. (5.2)

µ heißt das Produktmaß von µ1 und µ2; µ ist σ-endlich.
Für f ≥ 0A -B(R)-messbar oder f ∈ L1(µ1 ⊗ µ2) gilt

�
S
f d(µ1 ⊗ µ2) = �

S2
��

S1
f(x1, x2)µ1(dx1)�µ2(dx2)

= �
S1
��

S2
f(x1, x2)µ2(dx2)�µ1(dx1) (5.3)
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Satz 5.3. (Si,Ai, µi), i = 1, 2, . . . , n σ-endlicheMaßräume, S ∶= ⨉n
i=1Si,A ∶=�n

i=1Ai.
Es gibt genau einMaß µ auf (S,A )mit

µ(A1 ×⋯ ×An) = n∏
i=1 µi(Ai), fürAi ∈Ai, i = 1, . . . , n.

µ heißt das Produktmaß von µ1, . . . , µn, geschrieben µ = µ1 ⊗⋯⊗ µn =�n
i=1µi.

Falls (Si,Ai, µi) = (S1,A1, µ1) für i = 2, . . . , n, so schreibt man auch µ = µ⊗n1 .
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5.1 (Übergangs-)Kerne

De�nition 5.4. Seien (S1,A1)und (S2,A2)messbareRäume.κ∶S1×A2 → [0,∞]heißt (σ-)endlicher
Kern von (S1,A1) nach (S2,A2), falls gilt
i) Für alleA2 ∈A2 gilt: S1 ∋ x↦ κ(x,A2) ist (A1 − B(R)-)messbar.

ii) Für alle x ∈ S1 gilt: κ(x, ⋅ ) ist ein (σ-)endliches Maß auf (S2,A2).
κ heißt stochastischer Kern oderMarkov-Kern, wenn in ii) gefordert wird, dass κ(x, ⋅ ) einW’maß ist.
κ heißt sub-stochastisch oder sub-Markov, wenn κ(x,S2) ≤ 1 für alle x ∈ S1 gilt.

Beispiel.

i) Sei S1 = S2 = S höchstens abzählbar, A1 = A2 = 2S und (pxy)x,y∈S eine stochastische Matrix.
Dann ist κ(x,A) ∶= ∑y∈A pxy ein stochastischer Kern von S nach S.

ii) Sei S1 = S2 = R,A1 = A2 = B(R) und ν ein W’maß aufR. Dann ist κ(x,A) ∶= (δx ∗ ν)(A) =
ν(A − x) ein stochastischer Kern.
(Interpretation: κ(x, ⋅) beschreibt einen zufälligen Sprung gemäß ν von x aus.)
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Lemma 5.5. κ endlicher Übergangskern von (S1,A1) nach (S2,A2),
f ∶ S1 × S2 → [0,∞]A1 ⊗A2-B(R)-messbar. Dann definiert

If ∶ S1 → [0,∞], If(x1) = �
S2
f(x1, x2)κ(x1, dx2)

eineA1(-B(R))-messbare Abbildung.
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Satz und De�nition 5.6 (Produkt vonKernen, ”zweistu�ges Experiment“). (Si,Ai), i = 0, 1, 2m.b.
Räume, κ1 endlicher Kern von (S0,A0) nach (S1,A1), κ2 endlicher Kern von (S0 × S1,A0 ⊗ A1)
nach (S2,A2). Dann ist κ1 ⊗ κ2 ∶ S0 ×A1 ⊗A2 → [0,∞],

(κ1 ⊗ κ2)�x0,A� = �
S1
�
S2
1A(x1, x2)κ2�(x0, x1), dx2�κ1(x0, dx1)

ein σ-endlicher Kern von (S0,A0) nach (S1 × S2,A1 ⊗A2), κ1 ⊗ κ2 heißt das Produkt von κ1 und
κ2.
Sind κ1 und κ2 (sub-)stochastisch, so auch κ1 ⊗ κ2.
Analog definieren wir κ1 ⊗ κ2, wenn κ2 Kern von (S1,A1) nach (S2,A2), indem wir κ2 formal als
Kern von (S0 × S1,A0 ⊗A1) nach (S2,A2) au�assen, der nicht von der S0-Koordinate abhängt.
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Korollar 5.7. (S1,A1, µ)Maßraum mit µ(S1) < ∞, (S2,A2) messbarer Raum, κ endlicher Kern
von S1 nach S2.
Dann gibt es ein eindeutiges σ-endliches Maß µ⊗ κ (auf (S1 × S2,A1 ⊗A2)) mit

µ⊗ κ(A1 ×A2) = �
A1

κ(x1,A2)µ(dx1), A1 ∈A1, A2 ∈A2

Ist κ stochastisch und µ einW’maß, so ist auch µ⊗ κ einW’maß.
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Korollar und De�nition 5.8. n ∈ N, (Si,Ai), i = 0, 1, . . . , nm.b. Räume, κi (sub-)stochastischer
Kern von �⨉i−1

j=0Sj,�i−1
j=0Aj� nach (Si,Ai) (oder von (Si−1,Ai−1) nach (Si,Ai)) für i = 1, . . . , n.

Setze (rekursiv)
i�

j=1 κi = κ1 ⊗⋯⊗ κi ∶= (κ1 ⊗⋯⊗ κi−1)⊗ κi.

�i
j=1κi ist substochastischer Kern von (S0,A0) nach �⨉i

j=1Sj,�i
j=1Aj� (stochastisch, falls dies für

alle κj gilt).
Istweiterµ endlichesMaßauf (S0,A0), so istµi ∶= µ⊗�i

j=1κi endlichesMaßauf�⨉i
j=0Sj,�i

j=0Aj�;
µ⊗�i

j=1κi ist W’maß, wenn µ(S0) = 1 und alle κj stochastisch sind.
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Wir betrachten folgende Situation:

(Ωi,Ai), i = 0, 1, 2, . . . messbare Räume,

Ω(i) ∶= i�
j=0Ωj versehen mit A (i) ∶= i�

j=0 Aj,

Ω ∶= ∞�
j=0Ωj versehen mit A ∶= ∞�

j=0 Aj.

Weiter sei

P0 einW’maß auf (Ω0,A0),
κi stochastischer Kern von (Ω(i−1),A (i−1)) nach (Ωi,Ai) für i = 0, 1, 2, . . . , Pi ∶= P0 ⊗ i�

j=1 κj

Beobachtung. Für i ∈ N,A ∈A (i) gilt
Pi+1(A ×Ωi+1) = Pi(A)

C ∶= �A ×Ωi+1 ×Ωi+2 ×⋯ ∶ i ∈ N, A ∈A (i)� ist eine Algebra mit σ(C ) = A
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Satz 5.9 (Ionescu-Tulcea1). Es gibt genau einW’maß P auf (Ω,A ), das
P�A × ∞�

j=k+1Ωj� = Pk(A) fürA ∈A (k), k ∈ N (5.4)

erfüllt.

1Cassius Ionescu-Tulcea, *1923


