KAPITEL s. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE, S.s

Satz s.2. Seien (S, <, i), i = 1,2 0-endliche MafSriume, S = Sy x Sy, o = of) @ .
Es gibt genau ein Mafs  (geschrieben (n = 1y ® pg) auf (S, /') mit

(A1 x Ag) = i (Ar)pa(A2),  Aredh, Ay e . (5-2)
(o beifst das Produktmald von piy und pio; p ist o-endlich. 5 AZ'::;( E’A% :
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KAPITEL s. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE, S.6

Satz s.3. (S;, ), 0 =1,2,...,no-endliche MafSrdume, S := X\ S, o = Q.| .
Es gibt genawu ein Mafs pauf (S, &) mit

M(wAn) =[Tw(A), firdiesdi=1,....n.

1=1
=(A,x_ \ x A
(o beifst das Produktmafd von ,ul(, : .1.>(, ,LLZL(, ?&EBrzében L‘,LL = U ® @ Uy = Ry M.

Falls (S;, 9, ;) = (S1, 94, ) fiiri = 2, ..., n, so schreibt man auch p = p$".
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KAPITEL 5. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE, s... (UBERGANGS-)KERNE S.7

s.1  (Ubergangs-)Kerne
Definition s.4. Seien (51, 9 ) und (.S2, 9% ) messbare Riume. k: Sy x.at5 — [0, oo | heifst (0-)endlicher
Kern von (S1, ) nach (Ss, 94), falls gilt
i) Fur alle Ay € o gilt: S1 3 v = k(z, Ag) ist (@ — B(R)-)messbar. m
ii) Fur alle z € S gilt: k(x, - ) istein (0-)endliches Maf§ auf (.52, 2%). : <,

k heillt stochastischer Kern oder Markov-Kern, wenn in 77) gefordert wird, dass x(x, - ) ein W’mafs ist.
r heiflt sub-stochastisch oder sub-Markov, wenn k(x, So) < 1 fiir alle x € S gilt.

o . e g
Beispiel. Pry>0, J W x
i) Sei S1 = Sy = S hochstens abzihlbar, o7 = @ = 2% und (puy ). yes eine stochastische Matrix.
Dann ist k(x, A) = 3, c 4 Dy ein stochastischer Kern von S nach S.

R (x> wE a3 - essbadeelt /ioJ’ZQw
Ov\/(’wi’i&ﬁ Mﬁéj—
ii) Sei S1 = 59 = R, @ = o% = B(R) und v ein W’maf§ auf R. Dannist k(x, A) := (§, » v)(A) =

V(A — x) ein stochastischer Kern.

(Interpretation: k(z,-) beschreibt einen zufilligen Sprung gemifl v von x aus.)  Sp_ vp(v Y

N
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KAPITEL 5. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE,  s... (UBERGANGS-)KERNE S.8

Lemma s.s. « endlicher Ubergangskern von (Sy, ;) nach (Ss, <),
151 x5y = [0,00] o ® o4-B(R)-messbar. Dann definiert

Ip:51 > [0,00], If(z1)= [ng(xl,xg) k(x1,dxs)
eine o1\ (-B(R) )-messbare Abbildunyg. (beacdde X, & £(x 1 XL
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KAPITEL 5. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE, s... (UBERGANGS-)KERNE S.9

Satz und Definition 5.6 (Produkt von Kernen, ,zweistufiges Experiment®). (S;, <% ), ¢ = 0, 1,2 m.b.
Riume, k1 endlicher Kern von (Sy, 2%)) nach (S1, 1), ko endlicher Kern von (Sy x Sy, 2ty ® <)
nach (S, 20). Dann ist kK1 ® Ko : Sy x o Q oty - [0, 00],

(K1 ® ko) (0, A /; /:q 1a(z1,22) K2( (20, 21), d2) K1 (0, d1)
1 2

ein o-endlicher Kern von (S, o) nach (S1 x Sa, &) ® o), k1 ® ko beifSt das Produkt von x; und
K9.
Stnd k1 und ko (sub-)stochastisch, so auch k1 ® Ko. \/

Analog definieren wir k1 ® ko, wenn ko Kern von (S1, 271) nach (Sa, ot2), indem wir ko formal als
Kern von (Sy x S, 9y ® <A ) nach (Ss, o) auffassen, der nicht von der Sy-Koordinate abhingt.

Se. A € Shox P,

' L4 (rea) - § @A(x Aeall) by
/151’ WA (o =

Avyumj =
(R®,)(x.,-) asL e e ® () A) ish b
A ngl/\dﬂ[éw}“ ixés i?,(( WX) S>4|,\)} S,

KO,

(AXO, *S\maw @A& h=> 0o Q-‘



KAPITEL 5. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE,  s.1. (JBERGANGS-)KERNE S. 10
Korollar s.7. (S, 97, 1) MafSraum mit 1(S1) < oo, (59, ) messbarer Raum, k endlicher Kern

von S nach So.
Dann gibt es ein eindentiges o-endliches MafS 1 ® K (auf (S x S2, 9 ® o)) mit

,LL®/<J(A1XA2) :[4 /{(xl,Ag)u(dxl), Alem, Ay € g
1

Ist K stochastisch und | ein Wmalfs, so ist auch |4 ® k ein W’mafs.
S,

NE\M&, qb&ugg&b&u So - ibg y L?g/orz
k., (o, A,l\\.:/A(A,Q

Ast Ko e SLoL S,

Ao wens. Tody S¢
|



KAPITEL 5. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE, 5.1 (UBERGANGS—)KERNE S.
Korollar und Definition 5.8. n € N, (5;, 9%),7 = 0,1, ..., n m.b. Riume, x; (sub-)stochastischer
Kern von ( X;-j) S, (X);;%) ij) nach (S;, <) (oder von (S;_1, 9%_1) nach (S;, o)) fiiri =1, ..., n.

Setze (rekursiv)

1
®/{i =R ® QK= (lﬁll Q- /432'_1) K K;.
j=1

®§'=1 K; ist substochastischer Kern von (Sy, 2%)) nach ( Xézl S, 3:1 427]) (stochastisch, falls dies fiir
alle x; gilt).

Ist weiter p endliches MafS auf (.S, 7)), so ist pu; := ,u®®§-:1 k; endliches Maf§ auf ( X;ZO Si, (X);-:O JZ/]) ;
IR ®§:1 ki ist W’malS, wenn 14(Sp) = 1 und alle & stochastisch sind.

SAVINSANEC



KAPITEL 5. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE, s... ((BERGANGS-)KERNE

S.12

Wir betrachten folgende Situation:

(€4,9%),1=0,1,2,... messbare Riume,

00 = €); versehen mit ACES ) o,

J=0 7=0
Q) := X €); versehen mit o7 := (X) <.
=0 =0

Weiter sei
Py ein W’maf$ auf (€2, %)), .
ki stochastischer Kern von (QU™1, 7=V nach (O, %) fiiri=0,1,2,..., P:=P® X k;

Beobachtung. Firi e N, A € &/ (1) gilt
Pi(Ax Qi) = FB(A)
C = {A X (g X Quuox-- 11N, Ae ;zf(i)} ist eine Algebra mit 0(€) = o/

J=1



KAPITEL s. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE, s5... (UBERGANGS-)KERNE S.13

Satz 5.9 (lonescu-Tulcea'). Es gibt genau ein W’mafS P auf (), &7'), das

P(Ax X Q) =Pi(A) firdea®, keN (5-4)

Jj=k+1

erfiillt.

'Cassius Ionescu-Tulcea, *1923



