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De�nition 3.2. Für f ∶ S → R+ heißt
� f dµ ∶= sup�I(h) ∶ h ∈ E+, h ≤ f�

das Integral1 von f bezüglich µ.
(Manchmal schreibt man auch µ(f) ∶= ∫ f dµ oder auch ∫ f(x)µ(dx), wenn die ”Integrationsva-
riable“ betont werden soll.)

1Präziser: das Lebesgue-Integral, nach Henri Lebesgue (1875–1941)
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Beobachtung 3.3 (Markov-Ungleichung2). Für f ∶ S → R+, a > 0 gilt
µ�{f ≥ a}� ≤ 1

a � f dµ

2nach Andrei AndrejewichMarkov (1856–1922)
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Lemma 3.4. f, g ∶ S → R+messbar.
i) f ≤ g µ-f.ü. �⇒ � f dµ ≤ � g dµ.

ii) f = g µ-f.ü. �⇒ � f dµ = � g dµ.

iii) f = 0 µ-f.ü. ⇐⇒ � f dµ = 0.
iv) � f dµ <∞ �⇒ f <∞ µ-f.ü.
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Lemma 3.5. fn, n ∈ Nmessbar, 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ ⋯ ↗ f = supn∈N fn, so gilt
� f dµ = lim

n→∞� fn dµ
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Lemma 3.6. Sei f ∶ S → R+messbar und f(S) höchstens abzählbar, dann gilt
� f dµ = �

z∈f(S) zµ�{f = z}�
(mit beliebiger Summationsreihenfolge).
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Lemma 3.7. f, g ∶ S → R+m.b., α,β ∈ R+, so gilt
� αf + βg dµ = α� f dµ + β � g dµ.
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De�nition 3.8. f ∶ S → Rmessbar heißt µ-integrierbar, wenn ∫ ∣f ∣dµ <∞. Man setzt dann

� f dµ ∶= � f+ dµ − � f− dµ (∈ R)
L1(µ) ∶= {f ∶ f µ-integrierbar}

Für f /∈ L1(µ)mit ∫ f+ dµ ∧ ∫ f− dµ < ∞ setzt man ebenso, wobei dann die Werte +∞ oder −∞
vorkommen (beachte: ist wohlde�niert).
Man schreibt auch � f(x)µ(dx) ∶= µ(f) ∶= � f dµ,

abkürzend oft auch fürA ∈ A �
A
f dµ ∶= � f1A dµ.
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Satz 3.9. f, g ∈ L1(µ)
i) ∣f ∣ <∞ µ-f.ü., � f dµ = 0⇐⇒ f = 0 µ-f.ü.
ii) f ≤ g µ-f.ü. �⇒ � f dµ ≤ � g dµ, insbesondere: f = g µ-f.ü. �⇒ � f dµ = � g dµ

iii) � � f dµ � ≤ � ∣f ∣dµ
iv) � af + bg dµ = a� f dµ + b� g dµ für a, b ∈ R
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Bemerkung 3.10. 1. ∣∣f ∣∣1 ∶= ∫ ∣f ∣dµ de�niert somit eine Halbnorm auf L1(µ), de�niert man f ∼ g∶⇔ f = g µ-f.ü., so ist L1(µ) ∶= L1(µ)/ ∼ ein normierter Raum.

2. Im diskreten Fall S = {x1, x2, . . .} (mitA = 2S), µ = ∑∞
n=1 anδxn mit an ≥ 0 ist

L1(µ) = �f ∶ S → R ∶ ∞�
n=1an∣f(xn)∣ <∞�
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Satz 3.11 (Monotone Konvergenz, Satz von (Beppo) Levi3). f1, f2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L1(µ), fn ↗ f µ-f.ü., dann
gilt

lim
n→∞� fn dµ = � f dµ

(die Gleichung ist möglicherweise als +∞ = +∞ zu lesen).

3Beppo Levi, 1875–1961


