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Definition 3.2. Fiir f : S — R, heif3t

ffdu::sup{l(h):heé’*,hsf}
das Integral' von f beziiglich p.

(Manchmal schreibt man auch u(f) := [ fdp oderauch [ f(x) u(dx), wenn die ,Integrationsva-
riable” betont werden soll.)

'Priziser: das Lebesgue-Integral, nach Henri Lebesgue (1875-1941)
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Beobachtung 3.3 (Markov-Ungleichung?). Fiir f : S - R,, a > 0 gilt
eobachtung 3.3 (Markov-Ungleichung?). Fiir f gi 4@ VMSS")M
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*nach Andrei Andrejewich Markov (1856-1922)
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Lemma 3.4. f,g: S — R, messbar.

) f < gufid. = ffduéfgdu. :5/{*@4%3113 ’&MZ/A[%?/HB
i) [ = g pfodi. = ffd,u=fgd,u. =0
i) [ =0 pefit. <= [ fdpu=0,
o) [ Fdu<oo — f<oopfi
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Lemma 3.s. f,,, n € Nmessbar, 0 < f1 < fo <+ 7 f =sup,en fr 50 gilt ( %aﬁxfﬁ‘/éf //'
f fdp=Tim [ f,dp
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Lemma 3.s. f,,, n € Nmessbar, 0 < f1 < fo <+ 7 f =sup,en fr 50 gilt

ffdu= lim [ f,dp
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Lemma 3.6. Se7 f : S — R, messbar und f(S) hichstens abzéihlbar, dann gilt

[Fau= % an(ir=2) =G\ wd

zef(S)

(mit beliebiger Summationsreibenfolge).
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Lemma3.7. f,g: S —» R, m.b, o, B eR,, 50 gilt

Jaf+sadu=a [ pausp [gdn ()
Bews i Bede. 2o o Tl dres (), 20D abab.
( sert ancl (€4 (3a)(8) abz.b)) .
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Definition 3.8. f : S — R messbar heifit ji-integrierbar, wenn [ | f|du < co. Man setzt dann

[ = [ pan- [ ran @r) (B £06) =

1 . . : . _ dita % é&) / Dj /
L (,U) = {f : f ,u—mtegrlerbar} 16 ()(> = \Moxi—»;@(x), o§>

Fiir f ¢ £'(p) mit [ f*du A [ f~dp < oo setzt man ebenso, wobei dann die Werte +00 oder —oo
vorkommen (beachte: ist wohldefiniert).

Man schreibt auch

| @ wd) = ()= [ fd

Lfdu = fflAdu-

abkiirzend oft auch fiir A € &
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Satz3.9. f,g € L'(p)

)|f] <oou—f.pz.,ffdu:0<=>f=0u—f.;’i. i £z 0 p-fi

i) f < g p-fid. = ffdus [gdu, insbesondere: [ = g p-fi. == [fdu: fgdu

i) | [ fau| < [ 171dn
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Bemerkung 3.10. 1. || f||; := [ | f| di definiert somit eine Halbnorm auf £!( 1), definiert man f ~ ¢
<> f =g pfi.,soist L'(p) := L1(p)/ ~ ein normierter Raum.

P

2. Im diskreten Fall S = {x1,z9,... } (mit & =2%), u = Y774 a,0,, mita, > 0ist

L) = {5~ Be Yol ()] < oo}
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Satz 3.1x (Monotone Konvergenz, Satz von (Beppo) Levi?). fi, fo,--- € LY(w), frn # [ pf-di., dann
gilt
iy [ fudu= [ Fn

(die Gleichung ist moglicherweise als +00 = +o0 zu lesen).
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’Beppo Levi, 1875-1961



