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0.1 (Voraussichtlicher) Themenplan

1. Grundlagen der Mafitheorie

2. Unabhingigkeit

3. Integral und Erwartungswert

4. Gesetz der grof3en Zahlen

5. Produktmafie und Ubergangskerne
6. Zur bedingten Erwartung

7. Martingale (in diskreter Zeit)

8. Zum zentralen Grenzwertsatz



Kapitel 1

Grundlagen der Mafitheorie

In diesem Kapitel geht es um grundlegende Begriffe und Sitze der Mafitheorie, insoweit sie fiir die
Diskussion und Fundierung der Stochastik bendtigt werden. Nachzulesen (und z.T. weiterfiihrend)
z.B. bei Klenke [KI, Kapitel 1], Williams [Wi, Chapter 1], Kallenberg [Ka, Chapter 1 and 2], Durrett
|[Du, Appendix].
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1.1 Mengensysteme, 0-Algebren
Sei (2 (nicht-leere) Menge (der ,Ergebnisraum® oder ,Stichprobenraum®), 2% := {B : B c Q} die
Potenzmenge.
Definition r.1. &7 c 2 heifdt eine 0-Algebra (iiber ), falls gilt
) Qed,

i) Acdd = Acd, (A“=_~ A\

iii) A, Ag,edd = | JA ed.

n=1

Falls .o/ 7), i7) und
ii1) A, Beo/ = AnBed
erfiillt, so heifdt &7 eine Algebra.
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Beobachtung 1.2. 1. Ist .o/ eine o-Algebra, so gilt auch
w) @=ed,
) AnAs e = A= (UA) eos
n n=1

-1
(wir verwenden die de Morgan’sche Regel: ( s An)c = U, 4%).
2. Eine Algebra o7 erfiillt

A, Ay, . A el = AjUuAsu-UA, e undAinAsu---nA, e

3. {@,Q} und 2 sind o-Algebren.
4. Eine o-Algebra ist insbesondere eine Algebra, denn

AuB=AuBugugugu:--
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Definition 1.3. Ein Paar (€2, &) mit.o/ 0-Algebra tiber (2 heildt ein messbarer Raum (auch: Messraum

oder Ereignisraum).

A € of heiflt (&7 -)messbare Teilmenge von (2.

Bemerkung 1.4. Seien .27, @ € I o-Algebren tiber () (wobei [ eine beliebige Indexmenge), so ist

().« ebenfalls eine o-Algebra iiber (.
1el

Ao o () € (b, NaeDT —=> ) e Qrﬁ%g /
\

¢ S /\QQI&%/L > Aaékflbg Jiel =5 AS v

o Sab- AA’AL/»,, e (\j&; = A é(f%‘ \dmé/)\‘ el

A€
—> u A.c (b Yiel
Definition 1.5. Fiir € c 2 heifdt - A € ﬂ L% /

v\-'a

o(€) =) {42/ : &/ ist o-Algebra mit €’ c &7 29}
die von € erzeugte o-Algebra. Dies ist offenbar die kleinste o-Algebra tiber (2, die €” umfasst.
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Erinnerung 1.6 (Topologie). 7 c 2% heifit eine Topologie (auf §2), wenn gilt

i) @,(lerT,
i) A, Ber = AnBer

iit) F c T beliebige Teilmenge = | J Ae .
AeF

A € 7 sind/heiflen die oftenen Teilmengen in {2 (bzgl. 7).

Wenn ) eine Metrik d trigt (d.h. d : @ x Q - [0,00) mit Vz,y,2 € i) d(x,y) = d(y,x), i)
d(z,y) =0 < x=y,iii) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2)),

so erzeugt d eine Topologie T via

Aer <— VreA:3r>0:B.(zx)cA

wo B, (x) :={y € Q:d(x,y) < r} die offene Kugel um 2 mit Radius r ist.

Auf () = R™ verwenden wir (meist)

i) = (-uP) s o= @)y ()

den Euklidischen Abstand.
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Definition 1.7. Wenn () eine Topologie 7 trigt, so heifdt die von den offenen Mengen erzeugte o-
Algebra o (7) die Borel-0-Algebra*, man schreibt B(§2) = o (7).

Beispiel 1.8 (Borel-0-Algebra auf RY). Fiira = (ay,...,aq4),b = (b1,...,bs) € R?schreibea < b
(bzw. a < b), wenn a; < b; (bzw. a; < b;) furt=1,2,...,d,

analog (a, b], (a,b).
Jedes der folgenden Mengensysteme erzeugt B(IR?):

6= {B(z):2xeQVreQn(0,00)}
6 = {(—oo,b] :be Rd}

C, = {(a,b] :a,beRd,a<b}

65 = {[a,b] ca,beRY < b}

6, = {(a,,b) :a,beRd,a<b}

"nach Emile Borel, 1871-1956
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Erzeugermengen von B(R?): &) = {B (2):2eQhreQn(0,00)},% = {(-00,b] : be R},
¢ ={(a,b] :a,be R, a<b}, 6 ={[a,b]:a,beR:,a<b}, % ={(a,b):a,beR? a<b}
Beweis. y
&A%ot EOQT e O&T dau W%LQKQ%Q
/ wd v G;Q (0 v0)

= S(Z)-BR) b 0=0 B, ) e &)

QMZ&D ﬂgw 84 (\/%@JLUQM_,{&A@L&;/VBC;"
5 TM/ (/ﬁ"‘"bﬂ melN wt O= U(xh, QB
Q\u,a, A u )
2 &, Ca b= (\ (o, b+ (5105 € c(&,)
(@ d—ek 6?&1’

ﬁq 2 C&(b> = U (a) b{é('ﬂ%\\>é’é<%l> =6 (< >
Gl 6 (Ey) ﬁvgq( Cq)
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Erzeugermengen von B(R?): &) = {B (2):2eQhreQn(0,00)},% = {(-00,b] : be R},
¢ ={(a,b]:a,be R, a<b}, € ={[a,b]:a,beR,a<b}, % ={(a,b):a,beR%,a<b}

Bewers.

. O/{ ‘
éuti‘ (a(b} = <-co,5) \<g /“@O/CS\\SB éG(éﬂ\

. AN L.
/\M‘{_ C/A = (‘91/*"/b/i-1lc‘L/b“ﬂ/**(éd(s




