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Kapitel 1

Grundlagen der Maßtheorie

In diesem Kapitel geht es um grundlegende Begri�e und Sätze der Maßtheorie, insoweit sie für die
Diskussion und Fundierung der Stochastik benötigt werden. Nachzulesen (und z.T. weiterführend)
z.B. bei Klenke [Kl, Kapitel 1], Williams [Wi, Chapter 1], Kallenberg [Ka, Chapter 1 and 2], Durrett
[Du, Appendix].
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1.1 Mengensysteme, σ-Algebren

Sei Ω (nicht-leere) Menge (der ”Ergebnisraum“ oder ”Stichprobenraum“), 2
Ω ∶= {B ∶ B ⊂ Ω} die

Potenzmenge.

De�nition 1.1. A ⊂ 2Ω heißt eine σ-Algebra (überΩ), falls gilt

i) Ω ∈A ,

ii) A ∈A ⇒ Ac ∈A ,

iii) A1,A2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈A ⇒ ∞�
n=1An ∈A .

FallsA i), ii) und

iii’) A,B ∈A ⇒ A ∩B ∈A

erfüllt, so heißtA eine Algebra.
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Beobachtung 1.2. 1. IstA eine σ-Algebra, so gilt auch

iv) ∅ = Ωc ∈A ,

v) A1,A2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈A ⇒ ∞�
n=1An = � ∞�

n=1A
c
n�c ∈A

(wir verwenden die de Morgan’sche Regel: �⋂nAn�c = ⋃nAc
n).

2. Eine AlgebraA erfüllt

A1,A2, . . . ,An ∈A ⇒ A1 ∪A2 ∪⋯∪An ∈A undA1 ∩A2 ∪⋯∩An ∈A

3. {∅,Ω} und 2Ω sind σ-Algebren.

4. Eine σ-Algebra ist insbesondere eine Algebra, denn

A ∪B = A ∪B ∪∅ ∪∅ ∪∅ ∪⋯
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De�nition 1.3. EinPaar (Ω,A )mitA σ-Algebra überΩheißt einmessbarerRaum (auch:Messraum
oder Ereignisraum).
A ∈A heißt (A -)messbare Teilmenge vonΩ.

Bemerkung 1.4. SeienAi, i ∈ I σ-Algebren überΩ (wobei I eine beliebige Indexmenge), so ist

�
i∈I Ai ebenfalls eine σ-Algebra überΩ.

De�nition 1.5. Für C ⊂ 2Ω heißt

σ(C ) ∶=��A ∶A ist σ-Algebra mit C ⊂A ⊂ 2Ω�,
die von C erzeugte σ-Algebra. Dies ist o�enbar die kleinste σ-Algebra überΩ, die C umfasst.
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Erinnerung 1.6 (Topologie). τ ⊂ 2Ω heißt eine Topologie (aufΩ), wenn gilt

i) ∅,Ω ∈ τ,
ii) A,B ∈ τ ⇒ A ∩B ∈ τ
iii) F ⊂ τ beliebige Teilmenge ⇒ �

A∈FA ∈ τ.
A ∈ τ sind/heißen die o�enen Teilmengen inΩ (bzgl. τ ).

Wenn Ω eine Metrik d trägt (d.h. d ∶ Ω × Ω → [0,∞) mit ∀x, y, z ∈ Ω: i) d(x, y) = d(y, x), ii)
d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)),
so erzeugt d eine Topologie τ via

A ∈ τ ⇐⇒ ∀x ∈ A ∶ ∃ r > 0 ∶ Br(x) ⊂ A
woBr(x) ∶= {y ∈ Ω ∶ d(x, y) < r} die o�ene Kugel um xmit Radius r ist.

AufΩ = Rm verwenden wir (meist)

d(x, y) = � m�
i=1(xi − yi)2�

1/2
, x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym),

den Euklidischen Abstand.
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De�nition 1.7. Wenn Ω eine Topologie τ trägt, so heißt die von den o�enen Mengen erzeugte σ-
Algebra σ(τ) die Borel-σ-Algebra1, man schreibt B(Ω) ∶= σ(τ).
Beispiel 1.8 (Borel-σ-Algebra auf Rd). Für a = (a1, . . . , ad), b = (b1, . . . , bd) ∈ Rd schreibe a ≤ b

(bzw. a < b), wenn ai ≤ bi (bzw. ai < bi) für i = 1, 2, . . . , d,
[a, b] ∶= {x ∈ Rd ∶ a ≤ x ≤ b} = d�

i=1[ai, bi]
analog (a, b], (a, b).
Jedes der folgendenMengensysteme erzeugt B(Rd):

C0 ∶= �Br(x) ∶ x ∈ Qd, r ∈ Q ∩ (0,∞)�
C1 ∶= �(−∞, b] ∶ b ∈ Rd�
C2 ∶= �(a, b] ∶ a, b ∈ Rd, a < b�
C3 ∶= �[a, b] ∶ a, b ∈ Rd, a ≤ b�
C4 ∶= �(a, b) ∶ a, b ∈ Rd, a < b�

1nach Émile Borel, 1871–1956
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Erzeugermengen von B(Rd): C0 = �Br(x) ∶ x ∈ Qd, r ∈ Q ∩ (0,∞)�,C1 = �(−∞, b] ∶ b ∈ Rd�,
C2 = �(a, b] ∶ a, b ∈ Rd, a < b�,C3 = �[a, b] ∶ a, b ∈ Rd, a ≤ b�,C4 = �(a, b) ∶ a, b ∈ Rd, a < b�
Beweis.
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