Kapitel 8

Zum zentralen Grenzwertsatz

8.1 Zu charakteristische Funktionen und schwacher Konvergenz

Definition 8.1. 1 endliches MafS auf (R, B(R)), die Funktion
0:R->C, o(t)-= [Reitxu(dx) ( = '[I;icos(t:z:) pu(dz) +1 /RSin(ta:) ,u(d:zt))

(mit ¢ = /-1 der imaginiren Einheit) heildt die charakteristische Funktion von i (man schreibt oft
auch ¢ = ¢, um die Abhingigkeit von j zu betonen).

Fiir eine reellwertige ZV X (definiert auf einem W’raum (€2, .#,IP)) heif3t
25’ :R—>C, @X(t) ZE[eitX]

die charakteristische Funktion von X (d.h. formal ox = v #(x)).
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Lemma 8.2. Se/ p = ©x die charakteristische Funktion einer reellen ZV X. Es gilt /
) lo(1)] < p(0) = 1 Fro (4= EE" X,}
i1) p ist gleichmd(Sig stetig auf R
i17) p-x(t) = ox(t)
iv) pax(t) = €px(at) fiira,beR

v) X undY unabhingige reelle ZVIN — px.,v(t) = px(t)py(t)
2\ =1 |
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Lemma 8.2. Se/ p = ©x die charakteristische Funktion einer reellen ZV X. Es gilt
7) lp(t)] < p(0) =1
i1) p ist gleichmd(Sig stetig auf R
i17) p-x(t) = ox(t)
iv) pax(t) = €px(at) fiira,beR
v) X undY unabbingige reelle ZVN == px.y(t) = px(t)ey (1)
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Beispiel 8.3. 1. ¢5,(t) =1
2. @Berp(t):pe“+1—p RN w2
N X

o totel AL R Ty - O OO0 b

5 o, (0 = (e 1-p) it
_ itry ,— A _ A

4. ngXpA(t)—‘[O e e " dx = N
5. Fiir Z ~ N1 ist oz(t) = exp(~t?/2)

A RN X Ay
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Satz 8.4. [ endliches Mafs mit Verteilungsfunktion F, (d.h. F,,(x) = ,u( (-0, x] ) ) und charakteristi-
scher Funktion ©,, dann gilt fiir —oo < a <b < oo

jim [ @y de = p((0.0) + () + S (8)

T—o00 270 T 1t | 2

=SB0+ F) = 5(Fu@) + Fula)

Korollar 8.s. Insbesondere gilt fiir endliche Mafse 1, [t anf R
p=p =  Ou=9u
T P F((ab)) = p((a)) et

A= Cw(gxh) =o
R~ C ¢ hoddsle o ( %X /MM %
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Lemma 8.6. Sei X reclle ZV mit E[ X | = u, E[ X?] = 0% < o0, s0 ist

1
ox(t) =1+ ity - 592752 +e(t)t? (8.2)
wobei
()] < B[ W1xp A |XP] — 0 (5.3
B §) t—0
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