
Kapitel 8

Zum zentralen Grenzwertsatz

8.1 Zu charakteristische Funktionen und schwacher Konvergenz

De�nition 8.1. µ endliches Maß auf (R,B(R)), die Funktion
ϕ ∶ R→ C, ϕ(t) = ∫

R
eitx µ(dx) � ∶= ∫

R
cos(tx)µ(dx) + i∫

R
sin(tx)µ(dx)�

(mit i = √−1 der imaginären Einheit) heißt die charakteristische Funktion von µ (man schreibt oft
auch ϕ = ϕµ, um die Abhängigkeit von µ zu betonen).
Für eine reellwertige ZVX (de�niert auf einemW’raum (Ω,F ,P)) heißt

ϕX ∶ R→ C, ϕX(t) = E�eitX�
die charakteristische Funktion vonX (d.h. formal ϕX = ϕL (X)).
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Lemma 8.2. Sei ϕ = ϕX die charakteristische Funktion einer reellen ZVX . Es gilt

i) ∣ϕ(t)∣ ≤ ϕ(0) = 1
ii) ϕ ist gleichmäßig stetig aufR

iii) ϕ−X(t) = ϕX(t)
iv) ϕaX+b(t) = eitbϕX(at) für a, b ∈ R
v) X und Y unabhängige reelle ZVN �⇒ ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t)
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Beispiel 8.3. 1. ϕδ0(t) = 1
2. ϕBerp(t) = peit + 1 − p
3. ϕBinn,p(t) = �peit + 1 − p�n
4. ϕExpλ(t) = ∫ ∞

0
eitxλe−λx dx = λ

λ + it
5. FürZ ∼ N0,1 ist ϕZ(t) = exp(−t2/2)



KAPITEL 8. ZUMZENTRALENGRENZWERTSATZ, 8.1. ZU CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONENUND SCHWACHERKONVERGENZ S. 5

Satz 8.4. µ endlichesMaßmit VerteilungsfunktionFµ (d.h.Fµ(x) = µ�(−∞, x]�) und charakteristi-
scher Funktion ϕµ, dann gilt für −∞ < a < b <∞

lim
T→∞

1

2π ∫
T

−T
e−ita − e−itb

it
ϕµ(t)dt = µ�(a, b)� + 1

2
µ�{a}� + 1

2
µ�{b}�

= 1
2
�Fµ(b) + Fµ(b−)� − 1

2
�Fµ(a) + Fµ(a−)� (8.1)

Korollar 8.5. Insbesondere gilt für endlicheMaße µ, µ̃ aufR

µ = µ̃ ⇐⇒ ϕµ = ϕµ̃
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Lemma 8.6. SeiX reelle ZVmit E[X] = µ, E[X2] = θ2 <∞, so ist

ϕX(t) = 1 + itµ − 1
2
θ2t2 + ε(t)t2 (8.2)

wobei

�ε(t)� ≤ E�∣t∣
6
∣X ∣3 ∧ ∣X ∣2� �→

t→0 0 (8.3)


