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Bemerkung. FürΩ = R ist

A = � k�
j=1 Ij ∶ k ∈ N, I1, . . . , Ik paarw. disjunkte (möglicherw. halb-unendliche) Intervalle�

eine Algebra.

De�nition 1.9. C ⊂ 2Ω heißt schnittstabil, wenn

für alle A,B ∈ C ∶ A ∩B ∈ C

Beobachtung.DieMengensysteme C1 – C4 aus Bsp. 1.8 sind ∩-stabil.
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De�nition 1.10. Ω ≠ ∅.D ⊂ 2Ω heißt einDynkin-System2 (auch: ein λ-System), wenn gilt

i) Ω ∈ D ,

ii) A ∈ D ⇒ Ac ∈ D ,

iii) A1,A2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ D paarweise disjunkt ⇒ ∞�
n=1An ∈ D .

Bemerkung 1.11. 1. A σ-Algebra⇒A Dynkin-System

2. D Dynkin-System, so ist∅ = Ωc ∈ D , fürD1 . . . ,Dn ∈ D paarweise disjunkt istD1⊍D2⊍⋯⊍Dn =
D1 ⊍D2 ⊍⋯∪Dn ⊍∅ ⊍∅ ⊍⋯ ∈ D .

3. D Dynkin-System,D1,D2 ∈ D mitD1 ⊂D2, so istD2 ∖D1 = (D1 ⊍Dc
2)c ∈ D .

4. Im Allgemeinen ist ein Dynkin-System nicht abgeschlossen unter ∩ (und somit keine Algebra).
Betrachte z.B.Ω endlich mit ∣Ω∣ ∈ 2N,D ∶= {A ⊂ Ω ∶ ∣A∣ ist gerade} ist ein Dynkin-System.

2nach Evgenii Dynkin, 1924–2014
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Proposition 1.12. Ein Dynkin-SystemD ist eine σ-Algebra g.d.w.D ∩-stabil ist.

Beobachtung und De�nition 1.13. Di, i ∈ I (beliebige Indexmenge) Dynkin-Systeme (über Ω), so
ist⋂i∈I Di wiederum ein Dynkin-System.
Für E ⊂ 2Ω heißt

δ(E ) ∶=��D ∶ D ist Dynkin-Systemmit E ⊂ D�
das von E erzeugte Dynkin-System. Dies ist o�enbar das kleinste Dynkin-System über Ω, das E um-
fasst.
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Satz 1.14. E ⊂ 2Ω ∩-stabil, so gilt δ(E ) = σ(E ).
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Bemerkung 1.15 (Algebren,Ringe,Halbringe).DieMengenoperationenAΔB ∶= (A∖B)∪(B∖A)
(”symmetrische Di�erenz“) undA ∩B erfüllen die Axiome eines kommutativen Rings im Sinne der
Algebra (Δ entspricht ”+“, ∩ entspricht ”×“,∅ ist die additive 0,Ω ist die multiplikative 1).
EinRing A (im Sinne der Mengensysteme) erfüllt

i) ∅ ∈A ,

ii) A,B ∈A ⇒ A ∪B ∈A ,

iii) A,B ∈A ⇒ A ∖B ∈A

insbesondere gilt für einen RingA auch

A,B ∈A ⇒ A ∩B = A ∖ (A ∖B) ∈A

undA ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen.
EinHalbring A (im Sinne der Mengensysteme) erfüllt ∅ ∈ A , fürA,B ∈ A giltA ∩B ∈ A und
A ∖B = �m

j=1Cj für geeignete paarweise disjunkteC1, . . . , Cm ∈A

Ein ”klassisches“ Beispiel eines (Mengen-)Rings überR ist

{endl. Vereinigungen von Intervallen ausR},
ein ”klassisches“ Beispiel eines (Mengen-)Halbrings überR ist

{endl. Intervalle ausR}.
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1.2 Mengenfunktionen, Maße

De�nition 1.16. (Ω,A ) ein messbarer Raum. Eine Abbildung µ ∶ A → [0,∞] heißt einMaß (auf(Ω,A )), wenn gilt µ(∅) = 0 und
A1,A2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈A paarw. disjunkt ⇒ µ� ∞�

n=1An� = ∞�
n=1µ(An)

(µ ist σ-additiv).

µ heißt endliches Maß, wenn µ(Ω) < ∞; µ heißtWahrscheinlichkeitsmaß, wenn µ(Ω) = 1; µ heißt
σ-endlich, wenn es eine Folge (Cn)n∈N ⊂A gibt mit⋃n Cn = Ω und µ(Cn) <∞ für alle n.

WennA (nur) eine Algebra ist: µ ∶A → [0,∞]mit

µ�A1 ⊍A2 ⊍ ⋅ ⋅ ⋅ ⊍An� = µ(A1) + ⋅ ⋅ ⋅ + µ(An)
heißt ein Inhalt (d.h. ein Inhalt µ ist endlich additiv); µ heißt in diesem Fall ein Prämaß, wenn es
σ-additiv ist.
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Bemerkung 1.17. Sei µMaß

1. A,B ∈A ,A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) (denn µ(B) = µ(A) + µ(B ∖A))
2. µ(A1 ∪A2 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪An) ≤ µ(A1) + µ(A2) + ⋅ ⋅ ⋅ + µ(An)
3. Wenn µ(Ω) <∞, so gilt fürA,B ∈A

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) − µ(A ∩B)
4. Wenn µ(Ω) <∞, so gilt fürA1, . . . ,An ∈A , n ∈ N

µ(A1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪An) = �∅≠K⊂{1,...,n}(−1)∣K ∣−1µ� �k∈KAk�
(”Einschluss-Ausschluss-Regel“).
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Beispiel. 1. Für beliebigesΩ und a ∈ Ω de�niert fürA ∈A

δa(A) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, a ∈ A,
0, a /∈ A

dasDirac-Maß δa im Punkt a.

2. Für abzählbaresΩ (ausgestattet mitA = 2Ω) ist
µ(A) = #A, A ⊂ Ω

das Zählmaß.
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Satz 1.18 (Maße sind durch ihre Werte auf einem ∩-stabilen Erzeuger festgelegt). Seien µ1, µ2 Maße
auf messbarem Raum (Ω,A ), E ein ∩-stabiler Erzeuger vonA , es gelte

µ1(C) = µ2(C) für alleC ∈ E

und es gebe (Cn)n ⊂ E mitC1 ⊂ C2 ⊂ . . . ,⋃n Cn = Ω, µ1(Cn) <∞.
Dann gilt µ1 = µ2 aufA .


