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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 11 MENGENSYSTEME, 0-ALGEBREN S.12

Bemerkung. Fiir () = R ist

k
o = { LI : keN, Ih,..., I} paarw. disjunkte (mdglicherw. halb-unendliche) Intervalle}
j=1

eine Algebra. Z@ %/_5 —:%Ea(bl:’ 045\

Definition 1.9. 4 c 2*! heifdt schnittstabil, wenn

furalle A, Be¥: AnBe%

il

Beobachtung. Die Mengensysteme 6] — € aus Bsp. 1.8 sind N-stabil. ( e g L
¢ &gg 'E&/«v_.a,\‘t"



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 11 MENGENSYSTEME, 0-ALGEBREN S.13

Definition r.10. ) # @. 2 c 2% heifit ein Dynkin-System?* (auch: ein A\-System), wenn gilt

i) QeD,
i) AeP = A€ 9,

iii) Ay, Ag, - € 9 paarweise disjunke = () A, € 2.

n=1

Bemerkung r.a1. 1. &/ 0-Algebra = .o/ Dynkin-System /

2. 9 Dynkin-System, soist @ = §2¢ € @iﬁr Dy ..., D, € @ paarweise disjunktist DjwDyw---uD,, =
DivDyy--uD,u@udu---eP.

3. 9 Dynkin-System, Dy, Dy € & mit D € Dy, soist Dy \ Dy = (D u DS)¢ e 9. ’,,/

4. Im Allgemeinen ist ein Dynkin-System nicht abgeschlossen unter N (und somit keine Algebra).

Betrachte z.B. (2 endlich mit (2] € 2N, & := { A c Q) : | A] ist gerade} ist ein Dynkin-System. e

~Q‘t §4/~~ 40}
gM,z%7 niz,397 125 T

*nach Evgenii Dynkin, 1924-2014



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 11 MENGENSYSTEME, 0-ALGEBREN S.14

Proposition 1.12. Ein Dynkin-System 9 ist eine 0-Algebra g.d.w. 9 N-stabil ist.

/'/6&’\5 ( :5 g \/
(((fzuf Se. D ﬂ/%&‘ﬁi@ﬁn /D\afmmb\a—%&ﬂg-&w ) AA/ AZ/»«,.- él ‘
Kew sdhn O, . <D dpamw, dxsluw%(- o & DD,,\ _ UAM

D,":A/p L= : >
) DZ» AZ\ ('A/\ﬂ"izw éb (M D/\ UDL:A’lUAZ,\
\ & ”
Seee Dy DL Rensd, W & O D= U A

L J
D= A V._M\(( DiN n Ay, )e B N

Beobachtung und Definition 1.13. &;, ¢ € I (beliebige Indexmenge) Dynkin-Systeme (iiber (2), so
ist Nje; Z; wiederum ein Dynkin-System.
Fiir & c 2 heifit

6(&) =({2 : 2 ist Dynkin-System mit & ¢ 7}
das von & erzeugte Dynkin-System. Dies ist offenbar das kleinste Dynkin-System tiber €2, das & um-
fasst.
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Satz 1.14. & C 2% N=stabil, so gilt 0(&) = o (&). ( S e ds %\b(/
Bow. Zu Zige s S(EN jisk n-sdabil,  0(E) e (EN)

Se Be 6(8N | =7 AN A0B e S(EN]
(es Lo oo gomigen, N cgre)
Zexau D it Dygalein —Susfen '+ € D, v 2 focdan)
L\/) Sen Aéfbg , AC/\%"' %\CAQ‘g)éS(E))

\ 7o AT ED
St ‘I/AC‘W Aurw eb@ pPoawd. dh‘sd , O S :
0.9?0 Q,'A(" éfrb@ <v\r4AM\nB: g (-#\M(\B>
é&a& é C B, . %é)

e clon Tl B-E) € T, ACE S AnBey

Bedv. W cle FLU clﬁb. Ze$S(E). st EE(E»

dane Sk DA E €y d 4. Dr >
Sond 1 S st (\/géro«\m%~> | E



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 11 MENGENSYSTEME, 0-ALGEBREN S.16

Bemerkung 1.15 (Algebren, Ringe, Halbringe). Die Mengenoperationen AAB := (ANB)u(B\A)

(,symmetrische Differenz®) und A n B erfillen die Axiome eines kommutativen Rings im Sinne der

Algebra (A entspricht .+, N entspricht ,,x“, @ ist die additive 0, {2 ist die multiplikative 1).
Ein Ring o/ (im Sinne der Mengensysteme) erftllt
1) Ted,
i) A, Bes/ = AuBed,
iii)) A, Beo = A\NBeg
insbesondere gilt fiir einen Ring @7 auch

A Beo = AnB=AN(A\NB)e&

und .7 ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen.

Ein Halbring </ (im Sinne der Mengensysteme) erfullt @ € o7, tiir A, B € &/ gilt An B € &/ und
AN B =Uj, C} fiir geeignete paarweise disjunkte C', ..., Cp, € &7

Ein ,klassisches® Beispiel eines (Mengen-)Rings tiber R ist
{endl. Vereinigungen von Intervallen aus R },

ein ,klassisches® Beispiel eines (Mengen-)Halbrings tiber R ist

{endl. Intervalle aus R }.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 1.2. MENGENFUNKTIONEN, MASSE S.17

1.2 Mengenfunktionen, Mafie

Definition 1.16. ({2, .2') ein messbarer Raum. Eine Abbildung i : .o/ — [0, oo | heiflt ein MafS (auf
(Q,.27)), wenn gilt 1(@) = 0 und

Ay, Ag, - € of paarw. disjunkt = ,u( G ) i,u(An)
n=1

n=1

(u ist o-additiv).

1 heille endliches Mafs, wenn 1(§2) < oo; p heilde Wabrscheinlichkeitsmafs, wenn p(€2) = 1; p heif
o-endlich, wenn es eine Folge (C), )neny € &7 gibt mit U,, C,, = 2 und p(C),) < oo fiir alle n.

Wenn o7 (nur) eine Algebra ist: pt : @7 — [0, oo ] mit
/L(Al UAQL:J"'UAn) = /L(Al) ++/L(An)

heifdt ein Inhalt (d.h. ein Inhalt s ist endlich additiv); p heifdt in diesem Fall ein Primafs, wenn es
o-additiv ist.
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Bemerkung 1.17. Sei ;1 Maf§
. AABed/ AcB = pu(A)<u(B) (dennu(B)=pu(A)+u(BNA)
e~
2. W(AjuAyu---UA) < u(Ar) + pu(A) + -+ u(Ay) =0
3. Wenn 11(€2) < oo, sogiltfiir A, B € o 7, il
WAV B) = u(A) + u(B) ~(An B) = pCAdEp (BAAY
/m@) =/J,(Ang)

. Wenn 1(£)) < oo, sogile fiir Ay,..., A, e &/, neN
4. Wenn 11(€2) g 1 ’*/‘*(@\A\)

pldio=ud)= 3 (DN 4)

g+Kc{l,...n} ke K

(,Einschluss-Ausschluss-Regel). @@)

A B



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 1.2. MENGENFUNKTIONEN, MASSE

S.19

Beispiel. 1. Fiir beliebiges {2 und a € () definiert fiir A € &/

1, acA,

%a(4) = {O at¢ A

das Dirac-Mafs o, im Punkt a.

2. Fiir abzihlbares (2 (ausgestattet mit o7 = 2%) ist
p(A)=+4A, AcQ
das Zdhlmalfs.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 12. MENGENFUNKTIONEN, MASSE S.20
Satz 1.18 (Mafle sind durch ihre Werte auf einem n-stabilen Erzeuger festgelegt). Seien (1, pio Mafse
auf messbarem Raum (S), &), & ein N-stabiler Erzeuger von <, es gelte

,ul(C’) = ,LLQ(C) f;‘iralleC €&

und es gebe (Cy)p, ¢ & mit C1c Coc ..., U, Cp =), 11 (C) < oo,
Dann gilt |11 = o auf .

Bew.. Faxiee B S T ( Mo (ED :/uz(E\> MU‘/\AL‘CE\, < 0
@E = % Aé(/aé/ - /{»L/,(Ef\ A} Q/&Z CEO A\} )
dhes QJ:\//@“ CDU(Y"\}?/Q‘” - S“@SL&”‘ - JL e bg«/) Se. Aézg’

= L, (AT0E)= 1, (€)=~ p (AE)

D ACeD S () =y (AOE) — fn, (ACE)
(\A(’M(‘f’/\/

Set AHA (’)aa\m d»sym% A 6% A C/&g
polE N UA\*/J 9. (£ E‘/&E‘f\

= ... - /Ul ( €t n fjeA( \ >/(/\}‘(EAA"‘)



