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Wir betrachten folgende Situation:

(Ωi,Ai), i = 0, 1, 2, . . . messbare Räume,

Ω(i) ∶= i�
j=0Ωj versehen mit A (i) ∶= i�

j=0 Aj,

Ω ∶= ∞�
j=0Ωj versehen mit A ∶= ∞�

j=0 Aj.

Weiter sei

P0 einW’maß auf (Ω0,A0),
κi stochastischer Kern von (Ω(i−1),A (i−1)) nach (Ωi,Ai) für i = 0, 1, 2, . . . , Pi ∶= P0 ⊗ i�

j=1 κj

Beobachtung. Für i ∈ N,A ∈A (i) gilt
Pi+1(A ×Ωi+1) = Pi(A)

C ∶= �A ×Ωi+1 ×Ωi+2 ×⋯ ∶ i ∈ N, A ∈A (i)� ist eine Algebra mit σ(C ) = A
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Satz 5.9 (Ionescu-Tulcea1). Es gibt genau einW’maß P auf (Ω,A ), das
P�A × ∞�

j=k+1Ωj� = Pk(A) fürA ∈A (k), k ∈ N (5.4)

erfüllt.

1Cassius Ionescu-Tulcea, *1923
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Satz 5.9 (Ionescu-Tulcea1). Es gibt genau einW’maß P auf (Ω,A ), das
P�A × ∞�

j=k+1Ωj� = Pk(A) fürA ∈A (k), k ∈ N (5.4)

erfüllt.
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Korollar 5.10 (Abzählbar unendliches Produktmaß). Seien (Ωi,Ai, Pi), i ∈ N0 W’räume.
Es gibt genau einW’maß P , geschrieben P =�∞i=0Pi, aufΩ ∶= ⨉∞i=0Ωi,A ∶=�∞i=0Ai mit

P�A0 ×⋯ ×An ×Ωn+1 ×⋯� = n∏
i=0 Pi(Ai) für n ∈ N, Ai ∈Ai.

Korollar 5.11. S endl. oder abzählbar, µW’maß auf S, (px,y)x,y∈S stochastischeMatrix auf S.
Es gibt genau einW’maß P auf SZ+ mit

P�{x0} × {x1} ×⋯{xn} × SN� = µx0px0,x1⋯pxn−1,xn für n ∈ N, x0, . . . , xn ∈ S
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5.2 Faltung

De�nition 5.12. Für messbare f, g ∶ Rd → [0,∞] ist die Faltung f ∗ g ∶ Rd → [0,∞] gegeben durch
(f ∗ g)(x) = �

Rd
f(y)g(x − y)λd(dy), x ∈ Rd

Für endliche Maße µ, ν auf (Rd,B(Rd)) ist die Faltung µ ∗ ν gegeben durch
(µ ∗ ν)(A) = �

Rd
ν(A − x)µ(dx), A ∈ B(Rd)

Lemma 5.13. f∗g ∶ Rd → [0,∞] istmessbar, es geltenf∗g = g∗f und∫ (f∗g)dλ = � ∫ f dλ�� ∫ g dλ�.
µ ∗ ν = ν ∗ µ ist ein endliches Maßmit (µ ∗ ν)(Rd) = µ(Rd)ν(Rd).
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Satz 5.14. i) X,Y unabhängige Rd-wertige ZVn mit Dichte fX bzw. fY , so hat X + Y die Dichte
fX ∗ fY .

ii) µ = f λd, ν = g λd endliche Maße aufRd mit Dichten bzgl. dem d-dimensionalen Lebesgue-Maß
λd, so ist µ ∗ ν = (f ∗ g)λd


