KAPITEL 5. PRODUKTMASSE UND UBERGANGSKERNE, s5.2. FALTUNG S.16

Satz s.a4. 1) XY unabbingige R-wertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so bat X +Y die Dichte
Jx * fv.

ii) = [ AL v = g N endliche MafSe auf RY mit Dichten bzgl. dem d-dimensionalen Lebesgue-Mafs
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Kapitel 6

Ut
ar
Zur bedingten Erwartung O()VO a\}(y
s \A‘\,BD,Q
Erinnerung 6.1. Sei (2, .#,P) Wraum, B € % mit P(B) > 0. \( NAQ{C‘\#\
W o™
P(An B
P(A|B) - (P(;) ) ez %W\,bk\

heif3t die bedingte Wahrscheinlichkeit von A, gegeben B.
P(- | B) definiert durch diese Formel ein W’MafS auf (€2,.%) mit P(B | B) = 1, fiir Y € LI(IP) ist

B[y | B]= [ Y(w)]P)(dw\B):E&?)/].
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KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG, S.3
Bemerkung 6.2 (Diskreter Fall der bedingten Erwartung). X und Y Zufallsvariablen
(auf einem W’raum (€2, .%,P)), Y € LY(IP), X nehme hdchstens abzihlbar viele Werte x1, zo, . . .

an. Setze

flx)=E[Y |[{X =z}] furxe{xy,xy,... (V\QL‘W"—' A

und E[Y | X]:= f(X). = 5066 )‘)E[Y ﬂ‘éx’?(%l P(X’X)
E[Y | X]isto WeSSbar (es ist eine Funktion von X)) und fiir A € o(X) gilt u_u.LJd"V
E[Y14] = E[E[Y | X]14] z\uw-\A . )
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KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG, S.4

Wir betrachten im folgenden einen W’raum (€2, .#, P).

Definition 6.3. X € L1(P),¥ c .# Teil-o-Algebra. Eine reellwertige ZV Y heif3t (eine Version der)
bedingte(n) Erwartung von X gegeben ¢ (geschrieben E[ X | ¢4]), wenn gilt

i) Y ist 4-messbar,
i) E[Y14] =E[X14]fiiralle Ae¥.

Bemerkung. Aquivalent kann ii) durch ii’) ersetzt werden:

i) E[Y-H]=E[X-H]| firallereellwertigen, beschrinkten, ¢-messbaren ZVn H.

Falls ¢ = o(Z) fiir eine Zufallsvariable Z, so schreibt man oftauch E[ X | Z] :=E[X | 0(Z)].
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KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG,

Satz 6.4. Fiir X € L1(P) existiert E[ X | 4] Wzd ist eindeutig ( bis auf P-f.s.-Gleichbeit).
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KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG,

Ask
Satz 6.4. Fiir X € LV (P) existiert B| X | G | und ist eindeutig (bis auf P-fs.-Gleichbeit). Og’
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KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG, S.6

Satz 6.5. 7 c L?(P) abgeschlossener Unterraum. Zu X € L2(P) gibe es (bis auf P-f.s. Gleichbeit)
genau ein'Y € FC mit

)Y = X|l=inf {[|[W - X|l: W e}
i7) E[(X —Y)Z] =0 fiir alle Z € F°

Y ist (die Aquivalenzklasse) der orthogonalen Projektion von X auf 4, auch Proj (X ) geschrieben.




KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG,

S.7

Satz 6.6. X,Y € L1(P), Y c F Teil-o-Algebra.
D) ElaX +bY | 9] =aE[X | 9]+ VE[Y | 9] fs fiira,be R (Linearitit)
i) X <Y f5. = E[X | 9] <E[Y | 9] fs. (Monotonie)
iii) |[E[X | 9| <E||X||¥]| fs. (Dreiecksungleichung)
iv) Esgelte B[ | XY || < 00 und Y sei G-messbar, dann ist
E[XY |9]=Y -E[X|¥] fs.,
insbesondere ist B[Y|9] =Y fs.  ( Herauszichen von Bekanntem*)
v) Sind 0(X) und 4 unabhiingig, soist B[ X |4 = E[X ] fs.  (Verbalten bei Unabhiingigkeit)
vi) G’ ¢ G Teil-o-Algebra, so ist
E|E[X |9]|9'| =E[X |¥'] fs.,
( Turmeigenschaft®) insbesondere ist

E[E[X |4]] = E[X]



KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG,

S.8

Satz 6.6 (Fortsetzung). X, Y € LI(P), ¥ c .F Teil-0-Algebra.
vi7) 0 < X,, 7 X fs. fiirn — oo, so gilt
E[X,.|¥9] » E[X|¥Y] Fs undinL'(P)

n—>oo

(monotone Konvergenz)
viiz) X, reelle ZVn mit | X, | <Y Vnund X,, - X fs., s0 gilt
E[X,|¥9] — E[X |¥] Fs undinL'(P)

(dominierte Konvergenz)



KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG,

)E[aX +bY | 9] = aE[X | Z] + bE[Y | 4] £s. “ S 46*' c% m. b. \/
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i) X <Y fs. = E[X |¥9]|<E[Y |¥9]fs. V7
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KAPITEL 6. ZUR BEDI

NGTEN ERWARTUNG,

i) [E[X | 4]| <E[|X||¥] Fs.
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