
KAPITEL 5. PRODUKTMASSE UND ÜBERGANGSKERNE, 5.2. FALTUNG S. 16

Satz 5.14. i) X,Y unabhängige Rd-wertige ZVn mit Dichte fX bzw. fY , so hat X + Y die Dichte
fX ∗ fY .

ii) µ = f λd, ν = g λd endliche Maße aufRd mit Dichten bzgl. dem d-dimensionalen Lebesgue-Maß
λd, so ist µ ∗ ν = (f ∗ g)λd





Kapitel 6

Zur bedingten Erwartung

Erinnerung 6.1. Sei (Ω,F ,P) W’raum,B ∈ F mit P(B) > 0.

P(A ∣ B) =
P(A ∩B)

P(B)
, A ∈ F

heißt die bedingteWahrscheinlichkeit vonA, gegebenB.

P( ⋅ ∣ B) de�niert durch diese Formel ein W’Maß auf (Ω,F ) mit P(B ∣ B) = 1, für Y ∈ L1(P) ist

E[Y ∣ B] = ∫ Y (ω)P(dω ∣ B) =
E[1BY ]

P(B)
.
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Bemerkung 6.2 (Diskreter Fall der bedingten Erwartung).X und Y Zufallsvariablen
(auf einem W’raum (Ω,F ,P)), Y ∈ L1(P), X nehme höchstens abzählbar viele Werte x1, x2, . . .
an. Setze

f(x) ∶= E[Y ∣ {X = x}] für x ∈ {x1, x2, . . .}

und E[Y ∣X] ∶= f(X).

E[Y ∣X] ist σ(X)-messbar (es ist eine Funktion vonX) und fürA ∈ σ(X) gilt

E[Y 1A] = E[E[Y ∣X]1A]
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Wir betrachten im folgenden einen W’raum (Ω,F ,P).

De�nition 6.3. X ∈ L1(P), G ⊂ F Teil-σ-Algebra. Eine reellwertige ZV Y heißt (eine Version der)
bedingte(n) Erwartung vonX gegeben G (geschrieben E[X ∣ G ]), wenn gilt

i) Y ist G -messbar,

ii) E[Y 1A] = E[X1A] für alleA ∈ G .

Bemerkung. Äquivalent kann ii) durch ii’) ersetzt werden:

ii’) E[Y ⋅H] = E[X ⋅H] für alle reellwertigen, beschränkten, G -messbaren ZVnH.

Falls G = σ(Z) für eine ZufallsvariableZ , so schreibt man oft auch E[X ∣ Z] ∶= E[X ∣ σ(Z)].
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Satz 6.4. FürX ∈ L 1(P) existiert E[X ∣ G ] und ist eindeutig (bis auf P-f.s.-Gleichheit).
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Satz 6.5. H ⊂ L2(P) abgeschlossener Unterraum. Zu X ∈ L2(P) gibt es (bis auf P-f.s. Gleichheit)
genau ein Y ∈ H mit

i) ∣∣Y −X ∣∣2 = inf {∣∣W −X ∣∣2 ∶W ∈ H }

ii) E[(X − Y )Z] = 0 für alleZ ∈ H

Y ist (die Äquivalenzklasse) der orthogonalen Projektion vonX aufH , auch ProjH (X) geschrieben.
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Satz 6.6.X,Y ∈ L1(P), G ⊂ F Teil-σ-Algebra.

i) E[aX + bY ∣ G ] = aE[X ∣ G ] + bE[Y ∣ G ] f.s. für a, b ∈ R (Linearität)

ii) X ≤ Y f.s. ⇒ E[X ∣ G ] ≤ E[Y ∣ G ] f.s. (Monotonie)

iii) ∣E[X ∣ G ]∣ ≤ E[∣X ∣ ∣G ] f.s. (Dreiecksungleichung)

iv) Es gelte E[∣XY ∣] <∞ und Y sei G -messbar, dann ist

E[XY ∣ G ] = Y ⋅E[X ∣ G ] f.s.,

insbesondere istE[Y ∣G ] = Y f.s. (”Herausziehen von Bekanntem“)

v) Sind σ(X) und G unabhängig, so istE[X ∣ G ] = E[X] f.s. (Verhalten bei Unabhängigkeit)

vi) G ′ ⊂ G Teil-σ-Algebra, so ist

E[E[X ∣ G ] ∣G ′] = E[X ∣ G ′] f.s.,

(”Turmeigenschaft“) insbesondere ist

E[E[X ∣ G ]] = E[X]
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Satz 6.6 (Fortsetzung).X,Y ∈ L1(P), G ⊂ F Teil-σ-Algebra.

vii) 0 ≤Xn ↗X f.s. für n→∞, so gilt

E[Xn ∣ G ] ↗
n→∞

E[X ∣ G ] f.s. und in L1(P)

(monotone Konvergenz)

viii) Xn reelle ZVnmit ∣Xn∣ ≤ Y ∀n undXn →X f.s., so gilt

E[Xn ∣ G ]Ð→
n→∞

E[X ∣ G ] f.s. und in L1(P)

(dominierte Konvergenz)
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i)E[aX + bY ∣ G ] = aE[X ∣ G ] + bE[Y ∣ G ] f.s.

ii)X ≤ Y f.s. ⇒ E[X ∣ G ] ≤ E[Y ∣ G ] f.s.
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iii) ∣E[X ∣ G ]∣ ≤ E[∣X ∣ ∣G ] f.s.

iv) E[∣XY ∣] <∞ und Y sei G -messbar⇒E[XY ∣ G ] = Y ⋅E[X ∣ G ] f.s.


