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Satz 3.12 (Lemma von Fatou4). f, f1, f2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L1(µ)mit fn ≥ f µ-f.ü., so gilt

� lim inf
n

fn dµ ≤ lim inf
n � fn dµ

4Pierre Fatou, 1878–1929



KAPITEL 3. INTEGRALUND ERWARTUNGSWERT, S. 15

Satz 3.13 (Dominierte Konvergenz, Konvergenzsatz von Lebesgue). f, f1, f2, . . . messbare Funktio-
nen, es gelte

fn → f µ-f.ü. und ∣fn∣ ≤ g µ-f.ü. für ein g ∈ L1(µ).
Dann gilt f, f1, f2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L1(µ) und

� �fn − f �dµ�→
n→∞ 0, insbesondere � fn dµ�→

n→∞� f dµ.
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Satz 3.14 (Maßtransformationund Integral). (S,A ), (S′,A ′)messbareRäume,µMaßauf (S,A ),
f ∶ S → S′ messbar, µ′ ∶= µ ○ f−1
Für g ∈ L1(µ′) oder g ∶ S′ → R+ gilt

� g dµ′ = � g ○ f dµ (3.1)
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Beobachtung 3.15 (Monotonieprinzip). (S,A )messbarerRaum, seiK ⊂ {f ∶ f ∶ S → R+messbar}
mit
i) a, b ∈ R+, f, g ∈ K �⇒ af + bg ∈ K

ii) (fn)n∈N ⊂ K , fn ↗ f �⇒ f ∈ K

iii) 1A ∈ K fürA ∈ A

Dann giltK = {f ∶ f ∶ S → R+messbar}.
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Bemerkung und Schreibweise. Für (Ω,F ,P)W’raum, X ∈ L1(P) oder X ∶ Ω → R+ messbar
schreibt man

E[X] ∶= � X dP ”Erwartungswert“ vonX

Für eine (S′,A ′)-wertige ZV Y mit Verteilung ν, g ∶ S′ → R, g ∈ L1(ν) gilt
E�g(Y )� = � g ○ Y dP = � g dν
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De�nition 3.16. µ, ν Maße auf (S,A ), h ∶ S → R+ messbar heißt (eine)Dichte von ν bezüglich µ,
wenn gilt

ν(A) = � 1Ahdµ, A ∈ A .

Man schreibt ν = hµ, symbolisch auch dν = hdµ, dν
dµ
= h.

Lemma 3.17. µMaß auf (S,A ), h ∶ S → R+messbar, so definiert

ν(A) ∶= � 1Ahdµ, A ∈ A

ein Maß auf (S,A ) (ν ist endlich, wenn h ∈ L1(µ)), für f ∶ S → R m.b. mit f ≥ 0 µ-f.ü. oder
fh ∈ L1(µ) gilt

� f dν = � fhdµ (3.2)
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Lemma 3.18. ν = hµ = h′µmit h,h′ ∶ S → R+m.b., ν σ-endlich�⇒ h = h′ µ-f.ü.
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De�nition 3.19. Für 1 ≤ p <∞ sei

Lp(µ) ∶= �f ∶ S → Rmessbar ∶ ∣f ∣p ist µ-integrierbar�
und für f ∈ Lp(µ) sei ∣∣f ∣∣p ∶= �� ∣f ∣p dµ�1/p.

∣∣f ∣∣∞ ∶= inf �M ∈ R+ ∶ ∣f ∣ ≤ M µ-f.ü.�
heißt essentielles Supremum (von f bezüglich µ), L∞(µ) ∶= {f ∶ S → Rm.b. ∶ ∣∣f ∣∣∞ <∞}.


