KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, S.14

Satz 3.12 (Lemma von Fatou#). f, fi, fo,--- € LY(p) mir f, > f p-fodi., so gilt
f liminf f, dp < liminf f fndu
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Satz 3.13 (Dominierte Konvergenz, Konvergenzsatz von Lebesgue). f, f1, fo, ... messbare Funktio-

nen, es gelte
fu | ucfiic und |ful < g pefii fiir ein g € £'(1).
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Satz 3.14 (Mafltransformation und Integral). (S, .o7), (S, &) messbare Riume, p MafSauf (S, o),
f 1S = 5! Wle.f.fbél}", Iu, = o f—l
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Beobachtung 3.15 (Monotonieprinzip). (.S, @7 ) messbarer Raum, sei # c {f : f: S — R, messbar}

mit
Ja,beR,, f,ge # = af +bge X

i) (fu)nenc X, fn 7 f = feX
i) 1pe X furAe o/

Dann gilt # = {f : f:S — R, messbar}.
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Bemerkung und Schreibweise. Fiir (€,.%,P) Wraum, X € £L}(PP) oder X : ) — R, messbar

schreibt man

E[X] := f X dP ,Erwartungswert” von X
Fiir eine (S’, .o7")-wertige ZV Y mit Verteilung v, g : S' - R, g € L1(v) gilt  ( Awslbe ggmoline
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Definition 3.16. 11, v Maf8e auf (S, &), h : S — R, messbar heifdt (eine) Dichte von v beziiglich p,

wenn gilt A U
v(A) = [ 1ahdpy, Acd. - L
f \ ,}g’—:{—f/
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Man schreibt v = hypi, symbolisch auch dv = hd, Z—: = h. J jé\ . . o
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Lemma 3.17. yt MafSauf (S, ), h : S — R, messbar, so definiert (b@d«ﬁé : <£—J
Ju(A)=0 => L(A) = o)
V(A) = f Lihdp, Aecsf

ein Mafs auf (S, ) (v ist endlich, wenn h € LX)/ fiir f + S - R m.b. mit f > 0 ,u—f.&oder
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Lemma 3.8. v = hy = W jpumit h,h' + S = R, m.b., v o-endlich == h = W' u-f4.
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Definition 3.19. Fiir 1 < p < oo sei

LP(p) = { f:S - Rmessbar : |f[Pist u—integrierbar}
. . Lp
and fir f € £2(1)seillfll, = ([ 171 dp) "

[ flloo :=inf {M e R, : |f| < M p-f.ii.}
heifit essentielles Supremum (von f beziiglich p), L2(p) := {f : S - Rm.b. :||f]|e < 00}.



