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Beispiel 1.19 (W’maße auf Rd und Verteilungsfunktionen). µW’maß auf (Rd,B(Rd)), Fµ ∶ Rd →[0, 1],
Fµ(x) = µ�(−∞, x]�, x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

ist dieVerteilungsfunktion von µ.

µ ist durchFµ festgelegt (nach Satz 1.18, dennσ�(−∞, x] ∶ x ∈ Rd) = B(Rd)und {(−∞, x] ∶ x ∈ Rd}
ist ∩-stabil).
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Proposition 1.20. G ⊂ 2Ω Algebra, µ endlich additiv auf G mit µ(∅) = 0. Wir betrachten folgende
Eigenschaften:

i) µ σ-additiv (auf G )
ii) µ aufsteigend stetig ∶ (An)n ⊂ G mitAn ↗

n→∞A ∈ G ⇒ µ(An)�→
n→∞µ(A)

iii) µ absteigend stetig ∶ (An)n ⊂ G mitAn ↘
n→∞A ∈ G und µ(An) <∞ ⇒ µ(An)�→

n→∞µ(A)
iv) µ stetig in∅ ∶ (An)n ⊂ G mitAn ↘

n→∞∅ und µ(An) <∞ ⇒ µ(An)�→
n→∞ 0

Stets gilt i) ⇐⇒ ii), iii) ⇐⇒ iv), ii) ⇒ iii).
Wenn µ(Ω) <∞ so gilt auch iii) ⇒ ii), d.h. dann sind i)–iv) äquivalent.
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De�nition 1.21. Ein Tripel (Ω,A , µ), woA eine σ-Algebra überΩ (≠ ∅) und µ einMaß aufA ist,
heißt einMaßraum. Wenn µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist, so heißt (Ω,A , µ) (auch) einWahr-
scheinlichkeitsraum.

Satz 1.22 (Carathéodorys3 Maßfortsetzungssatz). A ⊂ 2Ω Algebra, µ Prämaß auf A . Dann gibt es
einMaß µ̃ auf σ(A ), das aufA mit µ übereinstimmt.
Wenn µ σ-endlich ist, so ist µ̃ dadurch eindeutig bestimmt.

De�nition 1.23. ν ∶ 2Ω → [0,∞]mit ν(∅) = 0,
i) ∀C1 ⊂ C2 ⊂ Ω ∶ ν(C1) ≤ ν(C2) (”Monotonie“)

ii) ∀ (Cn)n∈N ⊂ 2Ω ∶ ν� ∞�
n=1Cn� ≤ ∞�

n=1ν(Cn) (”σ-Subadditivität“)

heißt ein äußeres Maß.
3Constantin Carathéodory, 1873–1950
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Lemma 1.24. µ Prämaß auf AlgebraA .

µ∗(C) ∶= inf � ∞�
n=1µ(An) ∶ (An)n∈N ⊂A mit �

n
An ⊃ C�, C ⊂ Ω

ist ein äußeres Maßmit µ∗(A) = µ(A) fürA ∈A .
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De�nition 1.25. µ∗ ein äußeres Maß.A ⊂ Ω heißt µ∗-messbar, wenn gilt

∀C ⊂ Ω ∶ µ∗(C) ≥ µ∗(A ∩C) + µ∗(Ac ∩C)
(wegen σ-Subaddivität von µ∗ gilt dann tatsächlich µ∗(C) = µ∗(A ∩C) + µ∗(Ac ∩C) fürC ⊂ Ω).


