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De�nition 3.19. Für 1 ≤ p <∞ sei

Lp(µ) ∶= �f ∶ S → Rmessbar ∶ ∣f ∣p ist µ-integrierbar�
und für f ∈ Lp(µ) sei ∣∣f ∣∣p ∶= �� ∣f ∣p dµ�1/p.

∣∣f ∣∣∞ ∶= inf �M ∈ R+ ∶ ∣f ∣ ≤ M µ-f.ü.�
heißt essentielles Supremum (von f bezüglich µ), L∞(µ) ∶= {f ∶ S → Rm.b. ∶ ∣∣f ∣∣∞ <∞}.
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Satz 3.20 (Hölder-Ungleichung5). p, q ∈ [1,∞]mit
1

p
+ 1
q
= 1, f ∈ Lp(µ), g ∈ Lq(µ)

Dann ist f ⋅ g ∈ L1(µ)mit ∣∣f ⋅ g∣∣1 ≤ ∣∣f ∣∣p ⋅ ∣∣g∣∣q.
(Für p = q = 2 ist dies die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.)

5Otto Hölder, 1859–1937
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Satz 3.21 (Jensen’sche Ungleichung6). (S,A , µ)W’raum, k ∶ R → R ∪ {+∞} konvex, f ∈ L1(µ).
Dann ist � k ○ f dµ wohldefiniert und es gilt

� k ○ f dµ ≥ k�� f dµ�

6nach Johan Ludvig Jensen, 1859–1925 benannt
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De�nition 3.22 (Konvergenzarten). (S,A , µ)Maßraum, f, f1, f2, ⋅ ⋅ ⋅ ∶ S → Rm.b.

i) fn → f µ-fast überall (abgekürzt µ-f.ü.; wenn µ(S) = 1, so sagt man auch ”fast sicher“, abgekürzt
f.s.), wenn {x ∶ fn(x) /�→ f(x)} = ⋃

ε∈Q∩(0,∞)⋂n ⋃
m≥n�∣fm − f ∣ > ε�

eine µ-Nullmenge ist.

ii) fn → f imMaß µ ∶⇔ ∀ ε > 0 ∶ µ�{∣fn − f ∣ > ε}� �→
n→∞ 0

(man sagt auch ”µ-stochastisch“ und schreibt fn → f (µ-)stoch.)

iii) 1 ≤ p ≤ ∞, f, f1, f2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ Lp(µ). fn → f imp-tenMittel (auch ”inLp(µ)“, geschrieben fn Lp(µ)�→ f )∶⇔ ∣∣fn − f ∣∣p �→
n→∞ 0
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Bemerkung 3.23. i) µ(S) <∞, fn → f µ-f.ü. �⇒ fn → f imMaß

ii) fn
Lp(µ)�→ f für ein p ∈ [1,∞] �⇒ fn → f imMaß

iii)Die Limiten sind jeweils µ-f.ü. eindeutig bestimmt.
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Lemma 3.24. f1, f2, . . . ∶ S → Rm.b. mit

lim
m,n→∞µ�{∣fm − fn∣ > ε}� = 0 für alle ε > 0.

Dann gibt es nk ↗
k→∞∞, f ∶ S → Rm.b. mit fnk → f µ-f.ü. für k → ∞.

Insbesondere: fn �→
n→∞ g imMaß µ, so gibt es eine Teilfolge mit fnk �→

k→∞ g µ-f.ü.
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Satz 3.25. 1 ≤ p ≤ ∞, f1, f2, . . . Cauchy-Folge in Lp(µ), d.h. lim
m,n→∞ ∣∣fn − fm∣∣p = 0.

Dann gibt es ein f ∈ Lp(µ)mit fn → f in Lp(µ).
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Satz 3.26 (Minkowski-Ungleichung7). 1 ≤ p ≤ ∞, f, g ∈ Lp(µ), so gilt
∣∣f + g∣∣p ≤ ∣∣f ∣∣p + ∣∣g∣∣p

7HermannMinkowski, 1864–1909
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Beobachtung 3.27. Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist Lp(µ) = �[f] ∶ f ∈ Lp(µ)�mit [f] = {g ∶ g = f µ-f.ü.} ein
Banachraum, L2(µ) ist mit Skalarprodukt ⟨[f], [g]⟩ ∶= ∫ fg dµ ein Hilbertraum.

Bemerkung 3.28. Sei µ(S) < ∞, 1 ≤ r < s ≤ ∞. Es gilt Ls(µ) ⊂ Lr(µ) und die EinbettungLs(µ) ∋ f ↦ f ∈ Lr(µ) ist stetig.


