KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG,

S.7

Satz 6.6. X,Y € L1(P), Y c F Teil-o-Algebra.
D) ElaX +bY | 9] =aE[X | 9]+ VE[Y | 9] fs fiira,be R (Linearitit)
i) X <Y fis. = E[X | 9] <E[Y | 9] fs.  (Monotonie)
iii) |[E[X | 9| <E||X||¥]| fs. (Dreiecksungleichung)
iv) Esgelte B[ | XY || < 00 und Y sei G-messbar, dann ist
E[XY |9]=Y -E[X|¥9] fs.,
insbesondere ist E[Y|9] =Y fs.  ( Herauszichen von Bekanntem*)
v) Sind 0(X) und 4 unabhiingig, soist B[ X |4 = E[X ] fs.  (Verbalten bei Unabhiingigkeit)
vi) G’ ¢ G Teil-o-Algebra, so ist
E|E[X |9]|9'| =E[X |¥'] fs.,
( Turmeigenschaft) insbesondere ist

E[E[X |4]] = E[X]
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Satz 6.6 (Fortsetzung). X,Y € LY(P), & c .F Teil-o-Algebra.
vi7) 0 < X,, 7 X fs. fiirn — oo, so gilt
E[X,|¥9] » E[X|¥Y] Fs undinL'(P)

n—oo

(monotone Konvergenz)
viiz) X, reelle ZVn mit | X, | <Y Vnund X,, - X fs., s0 gilt
E[X,|¥9] —E[X |¥] Fs undinL'(P)

(dominierte Konvergenz)
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vi7) 0 < X,, # X fis. tirn — o0, so gilt
E[X,|¥] » E[X |¥9] f.ynd in £!(P)
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viiz) X, reelle ZVn mit | X,,| <Y Vnund X,, > X fis., so gilt
E[X,|¥9] —E[X|¥9] fs.undin £1(1P>)/
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Satz 6.7 (Jensen’sche Ungleichung fiir die bedingte Erwartung). X € LY(P), k : R - R u {+00}
konvex, dann gilt + (e —
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Bemerkung 6.8. X, Y reelle ZVn mit gemeinsamer Dichte fx y, d.h.

P((X,Y) e A) = [4 Fex (@) X2(d(x,y))  fiir A e B(R?),

Y e L1(P).
Seifurz e R NE(/,MBOUy]
fx(z):= [R fxy(x,y) AM(dy) die Marginaldichte von X /
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£l ol kwﬂ) ~ E[Y[o(X)] = p(X) fs.
nobie ki als (Y]

PO Ask 6 (X ) b e
L BeBR) . Eldgy g (K)]- ) 2076 A0

S A &\S%ﬁr\f(xb)
R TG M e A




KAPITEL 6. ZUR BEDINGTEN ERWARTUNG, S.16

Bericht 6.9. (Zu reguliren Versionen bedingter Verteilungen) Wenn Y = 1 fiir ein Ereignis B € 27,

so schreibt man gelegentlich auch

P(B|¥9)=E[Y |¥]

Man muss allerdings etwas vorsichtig sein bei der Interpretation von IP(- | ¢) als ein (zufilliges) Maf,
dai.A. iberabzihlbar viele B in Frage kommen und damit die Kompatibilitit der in der Definition der

bedingten Erwartung implizit vorkommenden Nullmengen (vgl. Def. 6.3) wenigstens a priori unklar

bleibt.

In ,gutartigen® Fillen ist eine konsistente Wahl méglich, das Stichwort dazu lautet ,regulire bedingte

Verteilung einer Zufallsvariable®.

Skizze fiir den reellwertigen Fall:
¢ c .F Teil-o-Algebra.
Dann gibt es einen stochastischen Kern s x von (£2,%) nach (R, B(R)) mit

kxg(w, B) =E|1ixep |9 ](w) fs.fiiralle B € B(R),
d.h. (vgl. Def. 5.4)
fiir jedes B € B(R) istw ~ kg (w, B) eine Version von E[1ycpy | ¥ | und
fiir jedes w ist K xjy (w, -) ein Wmafl auf (R, B(R)).
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Skizze fiir den reellwertigen Fall:
¢ c F Teil-o-Algebra. Es gibt einen stochastischen Kern x x i von (£2,%) nach (R, B(R)) mit

kixw(w, B) =E|1ixepy |9 ](w) fs.fiiralle B € B(R),

Hauptidee: charakrterisiere das gewiinschte Maf§ x x| (w, -) auf R anhand seiner Verteilungsfunki-
on (vgl. Satz 1.27); die zielfithrende Beobachtung ist dann, dass eine Verteilungsfunktion (wegen der
Monotonie) bereits durch ihre Werte an abzihlbar vielen Stellen festgelegt ist.

Man betrachtet also B = (—oo, 7], 7 € Q und setzt
Fr = E[l(_oo,r](X) ‘ 54]

Dann gilt (mit den Eigenschaften der bedingten Erwartung aus Satz 6.6) wie gewiinscht [P-f.s.:
F.<Fofurr<r' (r,r'eQ), im F 1 = F.furreQ, lim F, =1, lim F, =0.

n—>—o0

Wegen der Abzihlbarkeit von Q gibtes NV € .# mit P(IN') = 0, so dass obiges fiir w € {2 N\ N und alle
r,r" € Q gilt. Dann definiert

7o inf{F,.:r>sreQ}, weQ\N,
T F,, we N,

wobei F' irgendeine Verteilungsfunktion ist, die (zufillige) Verteilungsfunktion von ky ¢. Details fin-
den sich beispielsweise in [KIl, Kap. 8.3, speziell Satz 8.28].
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Bericht 6.9 (Fortsetzung). Man kann dieses Argument relativ leicht erweitern auf die Situation, dass
der Wertebereich (£, %) von X einsogenannter Standard-Borel-Raum ist (auch der Name Borel’scher
Raum ist iblich), d.h. wenn es ein A € B(R) und eine Bijektion ¢ : £ — A gibt, so dass ¢ und
¢! jeweils messbar sind (dann sind (£, %) und (A, B(A)) isomorph als messbare Riume). Dann
ist ndmlich X’ := ¢ o X eine reellwertige ZV, und die Argumentation oben greift (vgl. auch [KI,
Satz 8.36]).

Schliefflich kann man zeigen, dass jeder separable und vollstindige metrische Raum F, versehen mit
seiner Borel-o-Algebra, ein Standard-Borel-Raum ist (siche z.B. L.C.G. Rogers, D. Williams, Diffu-
sions, Markov processes and martingales, Bd. 1, Ch. 11.82; L. Breiman, Probability, Appendix 7). Sol-
che Wertebereiche heiflen polnische Riume, sie spielen in der allgemeinen Theorie der Stochastik eine

wichtige Rolle (beispielsweise sind R? oder C'([0, 1]) mit Supremumsnorm polnisch).



