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Satz 3.26 (Minkowski-Ungleichung7). 1 ≤ p ≤ ∞, f, g ∈ Lp(µ), so gilt
∣∣f + g∣∣p ≤ ∣∣f ∣∣p + ∣∣g∣∣p

7HermannMinkowski, 1864–1909
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Beobachtung 3.27. Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist Lp(µ) = �[f] ∶ f ∈ Lp(µ)�mit [f] = {g ∶ g = f µ-f.ü.} ein
Banachraum, L2(µ) ist mit Skalarprodukt ⟨[f], [g]⟩ ∶= ∫ fg dµ ein Hilbertraum.

Bemerkung 3.28. Sei µ(S) < ∞, 1 ≤ r < s ≤ ∞. Es gilt Ls(µ) ⊂ Lr(µ) und die EinbettungLs(µ) ∋ f ↦ f ∈ Lr(µ) ist stetig.
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3.1 Gleichgradige Integrierbarkeit

De�nition 3.29. Sei 1 ≤ p < ∞. Ein Teilmenge F ⊂ Lp(µ) heißt gleichgradig p-integrierbar (für
p = 1meist einfach gleichgradig integrierbar), wenn gilt

inf
g∈Lp(µ), g≥0 supf∈F �{∣f ∣>g} ∣f ∣p dµ = 0

Bemerkung 3.30. F ⊂ Lp(µ)mit ∣F ∣ <∞ ist gleichgradig p-integrierbar.
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Satz 3.31. Sei 1 ≤ p <∞, f1, f2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ Lp(µ), f ∶ S → Rm.b. Dann sind äquivalent

i) fn → f in Lp(µ)
ii) fn → f imMaß µ und {fn, n ∈ N} ist gleichgradig p-integrierbar.
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Bemerkung 3.32. Sei µ(S) <∞, dann ist die Bedingung

inf
M∈R+ supf∈F �{∣f ∣>M} ∣f ∣dµ = 0 (3.3)

äquivalent zur gleichgradigen Integrierbarkeit (vonF bzgl. µ).
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Satz 3.33. Sei µ(S) <∞,F ⊂ L1(µ).F ist gleichgradig integrierbar g.d.w.

es gibtH ∶ [0,∞)→ [0,∞)mit lim
x→∞

H(x)
x
=∞ und sup

f∈F � H�∣f ∣�dµ <∞.

H kann monoton wachsend und konvex gewählt werden.
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Satz 3.33. Sei µ(S) <∞,F ⊂ L1(µ).F ist gleichgradig integrierbar g.d.w.
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x→∞
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Korollar 3.34. µ(S) <∞, p > 1,
F ⊂ Lp(µ) (⊂ L1(µ)) mit sup

f∈F ∣∣f ∣∣p <∞
(”F ist Lp(µ)-beschränkt“), so istF gleichgradig integrierbar.


