KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 1.2. MENGENFUNKTIONEN, MASSE S.26

Erinnerung 1.26. Eine Verteilungsfunktion (einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R) ist eine Funk-
tion F': R — [0, 1], die nicht-fallend und rechtsstetig ist mit lim, o, F'(z) = 1, lim,,_o F'(x) = 0.

Satz 1.27. Zu jeder Verteilungsfunktion F gebirt genau ein WmafS jup anf (R, B(R)) mit
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Lemma 1.28. (§2, o) messbarer Raum, 1, [, . .. MafSe darauf, c1,co,--- 2 0, 50 ist p := Y., Cofbn
ebenfalls ein MafS auf (), o). (d 4 Ae (}‘r \.
Wenn alle (1, W’mafSe sind und ), c,, = 1, s0 ist auch v ein W’mayfs. L eo
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Satz 1.29 (Konstruktion des (Borel-)Lebesgue-Mafles* auf R). Es gibt genau ein MafS X auf (R, B(R))
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Bemerkung 1.30. 1. Das Lebesgue-Mafd A auf (R, B(R)) ist translationsinvariant, dh. A(A+z) =
A(A) fiir A € B(R), z € R. (A NOxAAY st Ma(®

poa = M aED) = () o) = Nlawe bex)),
2. (Analogon von Satz 1.27 fiir allgemeine endliche Mafle) Jede beschrinkte, nicht-fallende, rechts-
: . ™ o _ . ~ :
stetige Funktion F': R — [0, 00) mit lim,_,_o F'(x) = 0 steht via )= T ()
pr((-o0.z]) = F(z), weR Sulp?Flo:of
‘ Q
in eindeutiger Beziehung zu einem endlichen Maf$ i auf (R, B(R)). %J sk \od (ﬁ% R
Ly W PR (RO /
3. (Lebesgue-Stieltjes-Mafe) Zu F' : R — R nicht-fallend und rechtsstetig gibt es genau ein Mafd p1p
auf (R, B(R)) mit

ur((a,b]) = F(b) - F(a), -oco<a<b< oo.
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Zum d-dimensionalen Fall: (\I ewSAreQ,@u a {'( X /& <(— o Kl X
/gw X (= 2 de\

Definition 1.31. F' : R? — [0, 1] heifit eine d-dimensionale Verte nggfunétj on, wenn es folgenden
Bedingungen geniigt: (AL X, = (Xu A X gt Yo o(\ AENE N X\ .

1. F rechtsstetig, d.h. , \  (koordinatenweise) = F'(z,) - F'(z) h> e |

- 1/'*7
2. F'(z,) > 1wennz, — (+00,...,+00) =

3. F'(x,) - 0 wenn min;_

.....

4. Farx = (z1,...,24) <y = (y1,...,vya) (koordinatenweise), parametrisiere die Ecken des
d-Quaders (z,y] mit {1, 2} via

{u = (zyl), . .,zc(lid)) D91, ..., 0 € {1,2}}
(1) ,(2)
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Satz 1.32. W’mafle auf (R, B(RY)) und d-dimensionale Verteilungsfunktionen F stehen
in 1-1-Beziehung via

pp((-00,2]) = F(z), xeR"
L/\Q—:(—oo, P X (= go, X VX = 6o %a )
Lo X?(Xq,m/xot)
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Korollar 1.33 (d-dimensionale Produktmafle). Seien (i1, . . ., g WmafSe auf (R, B(R)), dann gibt
es genau ein Wmafs panf (R, B(R?)) mit

d
,u((—oo,aj]) = gm((—oo,xi]), r=(z,...,2q4) € R%

Man schreibt |1 = |1 ® --- ® g, s gilt

p(Aj x AQJ:-QL- x Ag) = (A1) - pua(Ar) - - pg(Ag), Ai,...,A;e B(R). (1)
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