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Erinnerung 1.26. EineVerteilungsfunktion (einerWahrscheinlichkeitsverteilung aufR) ist eine Funk-
tion F ∶ R→ [0, 1], die nicht-fallend und rechtsstetig ist mit limx→∞F (x) = 1, limx→−∞F (x) = 0.
Satz 1.27. Zu jeder Verteilungsfunktion F gehört genau einW’maß µF auf (R,B(R))mit

µF�(−∞, x]� = F (x), x ∈ R.
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Lemma 1.28. (Ω,A )messbarer Raum, µ1, µ2, . . . Maße darauf, c1, c2, ⋅ ⋅ ⋅ ≥ 0, so ist µ ∶= ∑n cnµn

ebenfalls einMaß auf (Ω,A ).
Wenn alle µn W’maße sind und∑n cn = 1, so ist auch µ einW’maß.
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Satz 1.29 (Konstruktiondes (Borel-)Lebesgue-Maßes4 aufR). Es gibt genau einMaßλauf (R,B(R))
mit λ�(a, b]� = b − a für a < b.

4Henri Lebesgue, 1875–1941
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Bemerkung 1.30. 1. Das Lebesgue-Maß λ auf (R,B(R)) ist translationsinvariant, d.h. λ(A+x) =
λ(A) fürA ∈ B(R), x ∈ R.

2. (Analogon von Satz 1.27 für allgemeine endliche Maße) Jede beschränkte, nicht-fallende, rechts-
stetige Funktion F ∶ R→ [0,∞)mit limx→−∞F (x) = 0 steht via

µF�(−∞, x]� = F (x), x ∈ R
in eindeutiger Beziehung zu einem endlichenMaß µF auf (R,B(R)).

3. (Lebesgue-Stieltjes-Maße) Zu F ∶ R→ R nicht-fallend und rechtsstetig gibt es genau einMaß µF

auf (R,B(R))mit

µF�(a, b]� = F (b) − F (a), −∞ < a < b <∞.
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Zum d-dimensionalen Fall:

De�nition 1.31. F ∶ Rd → [0, 1] heißt eine d-dimensionale Verteilungsfunktion, wenn es folgenden
Bedingungen genügt:

1. F rechtsstetig, d.h. xn ↘ x (koordinatenweise)⇒ F (xn)→ F (x)
2. F (xn)→ 1wenn xn → (+∞, . . . ,+∞)
3. F (xn)→ 0wennmini=1,...,d xn,i → −∞
4. Für x = (x1, . . . , xd) < y = (y1, . . . , yd) (koordinatenweise), parametrisiere die Ecken des

d-Quaders (x, y]mit {1, 2}d via
�u = (z(i1)1 , . . . , z

(id)
d ) ∶ i1, . . . , id ∈ {1, 2}�

wo z(1)j = xj, z(2)j = yj, es muss gelten

�
u Ecken

(−1)#{1≤m≤d ∶ im=1}F (u) � = µF((x, y])� ≥ 0
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Satz 1.32.W’maße auf (Rd,B(Rd)) und d-dimensionale Verteilungsfunktionen F stehen
in 1-1-Beziehung via

µF�(−∞, x]� = F (x), x ∈ Rd.
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Korollar 1.33 (d-dimensionale Produktmaße). Seien µ1, . . . , µd W’maße auf (R,B(R)), dann gibt
es genau einW’maß µ auf (Rd,B(Rd))mit

µ�(−∞, x]� = d∏
i=1 µi�(−∞, xi]�, x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.

Man schreibt µ = µ1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ µd, es gilt

µ(A1 ×A2 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Ad) = µ1(A1) ⋅ µ2(A1) ⋅ ⋯ ⋅ µd(Ad), A1, . . . ,Ad ∈ B(R). (1.1)


