KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3... GLEICHGRADIGE INTEGRIERBARKEIT S.34

Korollar 3.34. 11(S) < 00, p > 1,
F < L) (€ £Gn) mit suplf, < o
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KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3.2. PARAMETERINTEGRALE S.35

3.2 Parameterintegrale
(S, o, ) Maffraum, U metrischer Raum, f : S x U - R
Satz 3.35. Ses ug € U, es gelte
) uw f(x,u) ist stetig in ug fiir p-fa. x € S
i1) x — f(x,u) ist messbar fiir allew e U
i17) h: = sup | f (2, w)| liegt in L1 (1)
Dannist F: U - R, F(u) = [ f(x,u) p(dx) stetig in ug
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KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3.2. PARAMETERINTEGRALE S.36

Satz 3.36. U c R offenes Intervall, [ : S x U — R mit
)VuelU : xw f(x,u)liegrin L1(1)
i1) Fiir p-foa. x € Sistu = f(x,u) nach u differenzierbar (mit Ableitung f'(x,u))

i) h: x v sup,p | f'(x,w)| liegt in L (1)
Dannist fiiru e U f'(-,u) € LY(p) und F(u) = [ f(x,u) p(dx) ist auf U difFbar mit
F'(u) = [ f(o,u) p(da)
% Sel CU&‘A}V\ an (k) U —> Lo c (L | A FlUo SVI i

GOALmD Ay o LD et

B ,( X, M) Vs (AOB !
l@u tol = K;Q O(u\(i C:/ ( £ Gev)D L ¢ b %,AK;QMS’«@
Set )

—> L de
Mm%«gu&_l



KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3.2. PARAMETERINTEGRALE S.37
Beispiel 3.37 (Laplace-Transformierte). X > 0 ZV auf W’raum (€2,.%,P), U = [0, 00),
f(z,u) = e Dannist F'(u) := E[e~#X] co-oft diffbar in (0, 00) und

F(’“)(u) = (—1)k]E[Xke_“X]

é — X — rX — X
b(,kre/ - —-XQ ) gb\(; Xe Z > /%\‘,l/ w =0
X Zo

d0 Red . ans Satz 226 s d Mwﬁk
= I = A S



KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3.3. ZUR DICHTETR ANSFORMATION S.38

3.3 Zur Dichtetransformation

Satz 3.38 (Dichtetransformationsformel). U,V c R? offen, 1 : U — V ein C'-Diffeomorphismaus,
MafS auf' U mit Dichte f bzgl. dem Lebesgue-MafS \ auf RY, dann hat das BildmafSv := po="! (auf

V') die Dichte
1

| det Dep(yp1(v)
beziglich \, wo D (u) = aw (u)) die Jacobi-Matrix (von ) and der Stelle u € U) ist.

e

oyl

g(v) =

)|f(¢‘1(v)), veV

bedv. d&%ﬂ?a@ A=1, ﬁ” se. shikd waddeed | ach

V)
v( (eh)) = p (00, ¥ W)= § 400d
-4(&
_ ) y Aok
Subdibnine |_, gﬁew o) Ty ’(b“/(d? ’A@ g TV

RS /
v ) | OP (y) = Wy (u)) W(W’(@?)J



KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3.3. ZUR DICHTETR ANSFORMATION S.38

3.3 Zur Dichtetransformation

Satz 3.38 (Dichtetransformationsformel). U,V c R? offen, 1 : U — V ein C'-Diffeomorphismaus,
MafS auf' U mit Dichte f bzgl. dem Lebesgue-MafS \ auf RY, dann hat das BildmafSv := po="! (auf

V') die Dichte
1

9(v) = [det Dy (1 (v)

)|f(¢‘1(v)), veV
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beziglich \, wo D (u) = (g—:f;(u)) » die Jacobi-Matrix (von ) and der Stelle u € U) ist.
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KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3.3. ZUR DICHTETR ANSFORMATION S.39

Satz 3.39 (Transformationsformel von Jacobi, ,d-dimensionale Substitution®). U, V' c R? offen, ¢ :
U — V CY-Diffeomorphismus, dann gilt

)\(gp(B)) = L|det Dy|d\  fiir Bc U Borel-messbar (3.4)

und

[ @)@y = [ () [det Do) Mdu) fir f € £(A) (55)

BT



KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3.4. ZUM ZUSAMMENHANG MIT DEM RIEMANN-INTEGRAL S. 40

3.4 Zum Zusammenhang mit dem Riemann-Integral

Erinnerung 3.40 (Riemann-Integral). I = [a,b], f : I — R beschrinket, t = {to,%1,...,%,} mit
a=1yg<t; <<l = b Partition von [a, b] mit Feinheit w(t) = maxlggn(ti — tz’—l): 0j = Oj(f, t) =
SUP¢;_ <t<t; f(t), uj=ui(f,t):= inftj_lststj f(#).

Uu(f) = zu (t—ti), Ouf) = 2 (- t,)

A 2
heiflen die Unter- und die Obersumme (von f bezgl. der Partition t). </
ﬁ\\
i

[ heif$t (eigentlich) Riemann-integrierbar (auf I'), wenn gilt

b
lim Uy (f) = lim Oy () = [ f(a)do
fiir jede Folge von Partitionen (t(™)),,cy mit w(£(™)) — 0.

(Man kann dabei 0.E. annehmen, dass (™) c t("+1) gilt, d.h. die t(") bilden eine Folge von Verfeine-

rungen, sonst gehe sukzessive zur gemeinsamen Verfeinerung iiber.)



KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3.4. ZUM ZUSAMMENHANG MIT DEM RIEMANN-INTEGRAL S. 41

Satz 3.41. f : [a,b] - Rsei beschrinkt, C := {x € [a,b] : f stetigin v}, D = [a,b] \ C. Dann gilt
1) C,D e B(|a,b]) und f - 1¢ ist Borel-messbar
i1) f ist Riemann-integrierbar (iiber [a,b]) g.d.w. \(D) =0,

in diesem Fall gilt fiir sein Riemann-Integral

Lb f(x)dz = f f-1cdA ( = v/[;’b] fd\, sofern fBorel—messb&zr)

Beweisskizze. i) Sei t (") = {tém), tgm), . (m)} m € Neine Folge von Verfeinerungen mitw (t(™)) —
0,
=2 i (F ") o oy B = 3005 (F AL oy s
j=1 J=17"7 j=1 ] 1%

dannist g, < f < by und Uy (f) = [ g dX, Oy (f) = [ hun d. Die Folge (g )m steigt auf
gegen eine Borel-messbare Funktion g, (A, ), steigt ab gegen eine Borel-messbare Funktion h, somit
gilt g < f < hauf I, weiter ist

{:Jc el:g(x)< h(:z:)} cDc {a: el:g(x)< h(:z:)} U Ql{t(gm)’tgm)’ N (m+1)}

und man gewinnt daraus die geforderten Messbarkeitseigenschaften.
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77) Es ist
f gdr=lim [ gnd\= lim U (f).
fhdA-ﬂlle B dA = Tim Oy ()

(mit dominierter Konvergenz), wegen g < h also

g=hMi. < AD)=0 < fRiemann-integrierbar.



KAPITEL 3. INTEGRAL UND ERWARTUNGSWERT, 3.4. ZUM ZUSAMMENHANG MIT DEM RIEMANN-INTEGRAL S. 43

Das Beispiel f = 1gen[o,1] zeigt, dass eine Lebesgue-integrierbare Funktion nicht Riemann-integrierbar

sein muss.

Fiir das uneigentliche Riemann-Integral iiber die Achse oder eine Halbachse, das man im Sinne ei-
nes Grenzwerts beziiglich der Integrationsgrenze definiert (sofern dieser Grenzwert existiert), gilt die
analoge Aussage nicht immer: Beispielsweise existiert
% sin(x , Rsin(x
f —()d$: lim de (=7/2)
0 x R—00 J0 x

im Sinne der uneigentlichen Riemann-Integrale, aber die Funktionsin(x) /x liegt nichtin £ (A[f9 «0))

(denn [, o) [sin(z)/z[ A(dz) = 00).



