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Korollar 3.34. µ(S) <∞, p > 1,
F ⊂ Lp(µ) (⊂ L1(µ)) mit sup

f∈F ∣∣f ∣∣p <∞
(”F ist Lp(µ)-beschränkt“), so istF gleichgradig integrierbar.
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3.2 Parameterintegrale

(S,A , µ)Maßraum, U metrischer Raum, f ∶ S ×U → R

Satz 3.35. Sei u0 ∈ U , es gelte

i) u ↦ f(x,u) ist stetig in u0 für µ-f.a. x ∈ S
ii) x ↦ f(x,u) ist messbar für alle u ∈ U
iii) h ∶ x ↦ supu∈U ∣f(x,u)∣ liegt in L1(µ)
Dann ist F ∶ U → R, F (u) = ∫ f(x,u)µ(dx) stetig in u0



KAPITEL 3. INTEGRALUND ERWARTUNGSWERT, 3.2. PARAMETERINTEGRALE S. 36

Satz 3.36. U ⊂ R o�enes Intervall, f ∶ S ×U → Rmit

i) ∀u ∈ U ∶ x ↦ f(x,u) liegt in L1(µ)
ii) Für µ-f.a. x ∈ S ist u ↦ f(x,u) nach u di�erenzierbar (mit Ableitung f ′(x,u))
iii) h ∶ x ↦ supu∈U ∣f ′(x,u)∣ liegt in L1(µ)
Dann ist für u ∈ U f ′(⋅, u) ∈ L1(µ) und F (u) = ∫ f(x,u)µ(dx) ist auf U di�’bar mit

F ′(u) = � f ′(x,u)µ(dx)
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Beispiel 3.37 (Laplace-Transformierte).X ≥ 0 ZV aufW’raum (Ω,F ,P),U = [0,∞),
f(x,u) = e−ux. Dann ist F (u) ∶= E�e−uX� ∞-oft di�’bar in (0,∞) und

F (k)(u) = (−1)kE�Xke−uX�
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3.3 Zur Dichtetransformation

Satz 3.38 (Dichtetransformationsformel). U,V ⊂ Rd o�en, ψ ∶ U → V ein C1-Di�eomorphismus, µ
Maß aufU mit Dichte f bzgl. dem Lebesgue-Maß λ aufRd, dann hat das Bildmaß ν ∶= µ ○ψ−1 (auf
V ) die Dichte

g(v) = 1�detDψ�ψ−1(v)��f�ψ−1(v)�, v ∈ V
bezüglich λ, woDψ(u) = �∂ψi

∂uj
(u)�d

i,j=1 die Jacobi-Matrix (von ψ and der Stelle u ∈ U ) ist.
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Satz 3.39 (Transformationsformel von Jacobi, ”d-dimensionale Substitution“). U,V ⊂ Rd o�en, ϕ ∶
U → V C1-Di�eomorphismus, dann gilt

λ�ϕ(B)� = �
B
∣detDϕ∣dλ fürB ⊂ U Borel-messbar (3.4)

und

�
V
f(v)λ(dv) = �

U
f�ϕ(u)� ∣detDϕ(u)∣λ(du) für f ∈ L1(λ∣V ) (3.5)
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3.4 Zum Zusammenhang mit dem Riemann-Integral

Erinnerung 3.40 (Riemann-Integral). I = [a, b], f ∶ I → R beschränkt, t = {t0, t1, . . . , tn} mit
a = t0 < t1 < ⋯ < tn = b Partition von [a, b]mit Feinheitw(t) = max1≤i≤n(ti− ti−1), oj = oj(f, t) ∶=
suptj−1≤t≤tj f(t), uj = uj(f, t) ∶= inftj−1≤t≤tj f(t).

Ut(f) ∶= n�
j=1uj ⋅ (tj − tj−1), Ot(f) ∶= n�

j=1 oj ⋅ (tj − tj−1)
heißen die Unter- und die Obersumme (von f bezgl. der Partition t).

f heißt (eigentlich)Riemann-integrierbar (auf I), wenn gilt

lim
m→∞Ut(m)(f) = lim

m→∞Ot(m)(f) =∶ � b

a
f(x)dx

für jede Folge von Partitionen (t(m))m∈N mitw(t(m))→ 0.

(Man kann dabei o.E. annehmen, dass t(m) ⊂ t(m+1) gilt, d.h. die t(m) bilden eine Folge von Verfeine-
rungen, sonst gehe sukzessive zur gemeinsamen Verfeinerung über.)
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Satz 3.41. f ∶ [a, b]→ R sei beschränkt,C ∶= {x ∈ [a, b] ∶ f stetig in x},D ∶= [a, b] ∖C . Dann gilt

i) C,D ∈ B([a, b]) und f ⋅ 1C ist Borel-messbar

ii) f ist Riemann-integrierbar (über [a, b]) g.d.w. λ(D) = 0,
in diesem Fall gilt für sein Riemann-Integral

� b

a
f(x)dx = � f ⋅ 1C dλ � = �[a,b] f dλ, sofern f Borel-messbar�

Beweisskizze. i)Sei t(m) = {t(m)0 , t
(m)
1 , . . . , t

(m)
nm },m ∈ N eineFolge vonVerfeinerungenmitw(t(m))→

0,

gm ∶= nm�
j=1uj(f, t(m))1(t(m)j−1 ,t(m)j ], hm ∶= nm�

j=1 oj(f, t(m))1(t(m)j−1 ,t(m)j ],
dann ist gm ≤ f ≤ hm und Ut(m)(f) = ∫ gm dλ,Ot(m)(f) = ∫ hm dλ. Die Folge (gm)m steigt auf
gegen eine Borel-messbare Funktion g, (hm)m steigt ab gegen eine Borel-messbare Funktion h, somit
gilt g ≤ f ≤ h auf I , weiter ist

�x ∈ I ∶ g(x) < h(x)� ⊂ D ⊂ �x ∈ I ∶ g(x) < h(x)� ∪ ∞⋃
m=1{t(m)0 , t

(m)
1 , . . . , t

(m+1)
nm }

und man gewinnt daraus die gefordertenMessbarkeitseigenschaften.
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ii) Es ist

� g dλ = lim
m→∞� gm dλ = lim

m→∞Ut(m)(f),
� hdλ = lim

m→∞� hm dλ = lim
m→∞Ot(m)(f)

(mit dominierter Konvergenz), wegen g ≤ h also

g = h λ-f.ü. ⇐⇒ λ(D) = 0 ⇐⇒ f Riemann-integrierbar.
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Das Beispiel f = 1Q∩[0,1] zeigt, dass eine Lebesgue-integrierbare Funktion nichtRiemann-integrierbar
sein muss.

Für das uneigentliche Riemann-Integral über die Achse oder eine Halbachse, das man im Sinne ei-
nes Grenzwerts bezüglich der Integrationsgrenze de�niert (sofern dieser Grenzwert existiert), gilt die
analoge Aussage nicht immer: Beispielsweise existiert

� ∞
0

sin(x)
x

dx = lim
R→∞� R

0

sin(x)
x

dx (= π/2)
imSinne der uneigentlichenRiemann-Integrale, aber die Funktion sin(x)/x liegt nicht inL1(λ∣[0,∞))
(denn ∫[0,∞) ∣ sin(x)/x∣λ(dx) =∞).


