KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 12. MENGENFUNKTIONEN, MASSE S.32
Korollar 1.33 (d-dimensionale Produktmafle). Seien (i1, . . ., g WmafSe auf (R, B(R)), dann gibt
es genau ein Wmafs panf (R, B(R?)) mit

d
,u((—oo,aj]) = gm((—oo,xi]), r=(z,...,2q4) € R%

Man schreibt |1 = |1 ® --- ® g, s gilt

p(Aj x AQJ:-QL- x Ag) = (A1) - pua(Ar) - - pg(Ag), Ai,...,A;e B(R). (1)
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 12. MENGENFUNKTIONEN, MASSE S.32
Korollar 1.33 (d-dimensionale Produktmafe). Sezen p1, . . ., pa WmafSe auf (R, B(R)), dann gibt
es genau ein Wmafs panf (R, B(R?)) mit

d
,u((—oo,aj]) = gm((—oo,xi]), r=(x1,..., rq) € RY.

Man schreibt |1 = |1 ® --- ® g, s gilt
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 12. MENGENFUNKTIONEN, MASSE S.32
Korollar 1.33 (d-dimensionale Produktmafle). Sezen p1, . . ., g WmafSe auf (R, B(R)), dann gibt
es genau ein Wmafs panf (R, B(R?)) mit

d
,u((—oo,aj]) = gm((—oo,xi]), r=(x1,...,14) € RY

Man schreibt |1 = |1 ® --- ® g, s gilt
(A x Agx - x Ag) = p(Ar) - (A1) - - pa(Ag),  Ar,.oo, Age B(R). (1)




KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 1.2. MENGENFUNKTIONEN, MASSE S.33

Satz 1.34 (d-dimensionales LebesguemaR). s gibt genau ein translationsinvariantes MafS A auf (R, B(R
mit A((0,1]%) = 1. 7
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 1.2. MENGENFUNKTIONEN, MASSE S.34

Definition 1.35 (Nullmengen). (€2, <7, ;1) MaSraum. N € &7 heif3t (11-)Nullmenge, wenn p(N') = 0
gilt.

N, ={NcQ:3Aea/ mit Nc Aund u(A) =0}

Offenbar gilt
N17N27'-' G% = UN] € %
J

Sprechweisen i-fast Giberall (abgekiirzt p-f.4.), bzw. auch p-fast sicher, abgekiirzt pi-f.s., wenn p ein
W’maf$ ist: Eine Eigenschaft

E(w) gile p-£.ii., wenn {w € Q : E(w) gilt niche } € .4,

Fir A, B € o schreibt man A = B (mod 1), wenn AAB € .4,
(An BS Ju (ASnT2)
Bericht 1.36 (Maf3vervollstindigung, siche z.B. [KI, Bem. 1.70]).
dy=c(duN)={BcQ:IAed/: AABe A}
ist eine 0-Algebra und
pu(B) = pu(A) wenn A e .o/ mit AAB € N,

ist wohldefinierte Fortsetzung von f1 auf .7,



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 13. MESSBARE FUNKTIONEN, ZUFALLSVARIABLEN S.35

1.3 Messbare Funktionen, Zufallsvariablen

Definition 1.37. (2, .27), (V, 27') messbare Riume. Eine Abbildung f : © — 2’ heifft &7/-o7'-
messbar (oft auch nur messbar, wenn die beteiligten o-Algebren aus dem Kontext klar sind), wenn
gilt

VBed: f‘l(B):{weQ:f(w)eB}e;zf.

Beobachtung 1.38. 1. (/ndikatorfunktion). A€ o/, 1,4: ) - {0,1},

o M 2}0/413
1 A(w) = 1, fallswe A, /@ |
. 0, fallsw¢ A N easeln
ist messbar (17({0}) = A, 1;1({1}) = A ¢ ). - BORY

2. (Komposition messbarer Abbildungen). (€21, .271), (€22, %), (§23, 9% ) messbare Riume,
f:Q1 > Qyund g : Qy — Q3 seien () -275- bzw. of-a/3-)messbar. Y4
Dannist h := g o f (@ -97;-)messbar.

Se. ™ e Uby “\7
WY - ENE) € hh



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 13. MESSBARE FUNKTIONEN, ZUFALLSVARIABLEN S.36

Beobachtung und Definition 1.39 (Erzeugte o-Algebra). Sei (€', /”) messbarer Raum, €2 # &,
h:€— ).

o(h)={h"'(B): Bed'}
ist die kleinste o-Algebra auf (), beztiglich der /& messbar ist. (Falls &7 o-Algebra auf (2 und h o7 -o7'-
messbar, so gilt natiirlich o(h) c &7.)

o (h) heiflt die von h erzengte o-Algebra.

Sind allgemeiner (£2;, .97 ), i € I messbarere Riume und h; : €2 — €); (I beliebige Indexmenge), so
bezeichnet o (h;, i € I') die kleinste o-Algebra auf €, beztiglich der alle h;, i € I messbar sind.

/ N s "A@ﬁ Qu({ )

Lemma 1.40 (Messbarkeit auf Erzeugermenge gentigt). f : 2 - €, &' c 2V mit o (&) = A, so ist
| o -l -messbar g.d.w.

VBeé&: f‘l(B):{weQ:f(w)eB}e%.
(v::>u\‘ \/ ~

= UZY ={rc_a’: {"%e\ e T ) > 2

—~

y{jB /\\SJ’ S — A’%Q/bm ) ggfmfol‘ (\;4; = (jé/




KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 13. MESSBARE FUNKTIONEN, ZUFALLSVARIABLEN S.37

Im Fall reellwertiger Funktionen lassen wir oft auch die Werte +0o oder —oo zu (Ubergang von R zu
R =Ru{-00} u{+00}). Man spricht dann auch von ,numerischen Funktionen®.

Korollar 1.41. 1. Insbesondere fiir f : () — R (wobei R die Borel-o-Algebra B(R) trigt) geniigt es (mit
Bsp. 1.8) zu priifen, dass
fHNI)ed fiiralle Intervalle I = [a, D]

(oder auch fiir alle offenen Intervalle, oder fiir alle Halbintervalle (—oc0,b], b € R, etc.) gilt.

2. (Topologischer Fall). Wenn f : Q) — E, wobei E topologischer Raum mit Borel-o-Algebra B(E), so

gentigt fiir Messbarkeit
f_l(O) € & fiirjedes offene O c E.

Insbesondere: falls () selbst ein topolgischer Raum (verseben mit seiner Borel-o-Algebra) ist, so sind sind
alle stetigen Abbildungen messbar.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 13. MESSBARE FUNKTIONEN, ZUFALLSVARIABLEN S.38
Definition 1.42 (Produktraum, Produkt-o-Algebra). I endl. oder abzihlbar, (.5;, 27 ), i € I messbare
Riume S = Xiel Sz = {S = (Si)z’el - S5 € SZ},

Ao = o({X Az Aj e o})

1el

(die von den ,verallgemeinerten Quadern® erzeugte o-Algebra) heif$t die Produkt-o-Algebra (der 27;).

Mit den Koordinatenabbildungen (oder Projektionsabbildungen) m, : S - S, WZ((S]) je ]) = s, ist

gy =0o(m,iel). (Mk 7{4<g \ <>< S \ s 6 4"‘ (B\Cjé)

Lemma 1.43 (Messbarkeit im Produktfall). S wie in Def.r4z Q= S, f(w) = (filw)),, ist

messbar g.d.w. & (e o
Ji: Q2= S messbar fiir jedesi € I. 5 © A%‘ (5(5

h
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 13. MESSBARE FUNKTIONEN, ZUFALLSVARIABLEN S.39

Beobachtung 1.44. S = R, inf : S — R mit inf ((xn)neN) = inf,x, und sup : S - R mit
sup ( (@, )nen) = Sup,, z,, sind B(R™)-B(R)-messbar.

. \/\ _
/W!; ([X/D"]} :Dmﬂx[x(y]x c R(a™) /
Ke (R

S (- o)) = T dxt-wpdx - eBES)
N

Lemma 1.45. E ropologischer Raum mit Borel-0-Algebra B(E),
fi, fo, - : Q> E seien (o -B(E)-)messbar und

f(w):=lm f,(w) existiere fiir alle w € <)

Dann ist f (o -B(E)-)messbar.

Se. OcE flo {’1/‘@ - ? (\h{“uﬁ ¢ ok



