
KAPITEL 1. GRUNDLAGENDERMASSTHEORIE, 1.2. MENGENFUNKTIONEN,MASSE S. 32

Korollar 1.33 (d-dimensionale Produktmaße). Seien µ1, . . . , µd W’maße auf (R,B(R)), dann gibt
es genau einW’maß µ auf (Rd,B(Rd))mit

µ�(−∞, x]� = d∏
i=1 µi�(−∞, xi]�, x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.

Man schreibt µ = µ1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ µd, es gilt

µ(A1 ×A2 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Ad) = µ1(A1) ⋅ µ2(A1) ⋅ ⋯ ⋅ µd(Ad), A1, . . . ,Ad ∈ B(R). (1.1)
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Satz 1.34 (d-dimensionalesLebesguemaß). Es gibt genau ein translationsinvariantesMaßλauf (Rd,B(Rd

mit λ�(0, 1]d� = 1.
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De�nition 1.35 (Nullmengen). (Ω,A , µ)Maßraum.N ∈A heißt (µ-)Nullmenge, wenn µ(N) = 0
gilt.

Nµ ∶= {N ⊂ Ω ∶ ∃A ∈A mitN ⊂ A und µ(A) = 0}
O�enbar gilt

N1,N2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈Nµ ⇒ �
j

Nj ∈Nµ

Sprechweisen µ-fast überall (abgekürzt µ-f.ü.), bzw. auch µ-fast sicher, abgekürzt µ-f.s., wenn µ ein
W’maß ist: Eine Eigenschaft

E(ω) gilt µ-f.ü., wenn �ω ∈ Ω ∶ E(ω) gilt nicht � ∈Nµ

FürA,B ∈A schreibt manA = B (modµ), wennAΔB ∈Nµ.

Bericht 1.36 (Maßvervollständigung, siehe z.B. [Kl, Bem. 1.70]).

Aµ = σ�A ∪Nµ� = �B ⊂ Ω ∶ ∃A ∈A ∶ AΔB ∈Nµ�
ist eine σ-Algebra und

µ(B) ∶= µ(A) wennA ∈A mitAΔB ∈Nµ

ist wohlde�nierte Fortsetzung von µ aufAµ.
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1.3 Messbare Funktionen, Zufallsvariablen

De�nition 1.37. (Ω,A ), (Ω′,A ′) messbare Räume. Eine Abbildung f ∶ Ω → Ω′ heißt A -A ′-
messbar (oft auch nur messbar, wenn die beteiligten σ-Algebren aus dem Kontext klar sind), wenn
gilt ∀B ∈A ′ ∶ f−1(B) = �ω ∈ Ω ∶ f(ω) ∈ B� ∈A .

Beobachtung 1.38. 1. (Indikatorfunktion).A ∈A , 1A ∶ Ω→ {0, 1},
1A(ω) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, falls ω ∈ A,
0, falls ω /∈ A

ist messbar (1−1A ({0}) = Ac,1−1A ({1}) = A ∈A ).
2. (Komposition messbarer Abbildungen). (Ω1,A1), (Ω2,A2), (Ω3,A3)messbare Räume,
f ∶ Ω1 → Ω2 und g ∶ Ω2 → Ω3 seien (A1-A2- bzw.A2-A3-)messbar.
Dann ist h ∶= g ○ f (A1-A3-)messbar.
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Beobachtung und De�nition 1.39 (Erzeugte σ-Algebra). Sei (Ω′,A ′) messbarer Raum, Ω ≠ ∅,
h ∶ Ω→ Ω′.

σ(h) = �h−1(B) ∶ B ∈A ′�
ist die kleinste σ-Algebra auf Ω, bezüglich der hmessbar ist. (FallsA σ-Algebra auf Ω und hA -A ′-
messbar, so gilt natürlich σ(h) ⊂A .)
σ(h) heißt die von h erzeugte σ-Algebra.
Sind allgemeiner (Ωi,Ai), i ∈ I messbarere Räume und hi ∶ Ω → Ωi (I beliebige Indexmenge), so
bezeichnet σ(hi, i ∈ I) die kleinste σ-Algebra aufΩ, bezüglich der alle hi, i ∈ I messbar sind.

Lemma 1.40 (Messbarkeit auf Erzeugermenge genügt). f ∶ Ω → Ω′, E ′ ⊂ 2Ω′ mit σ(E ′) = A ′, so ist
f A -A ′-messbar g.d.w.

∀B ∈ E ′ ∶ f−1(B) = �ω ∈ Ω ∶ f(ω) ∈ B� ∈A .
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Im Fall reellwertiger Funktionen lassen wir oft auch die Werte +∞ oder −∞ zu (Übergang vonR zu
R = R ⊍ {−∞} ⊍ {+∞}). Man spricht dann auch von ”numerischen Funktionen“.

Korollar 1.41. 1. Insbesondere für f ∶ Ω→ R (wobeiR die Borel-σ-AlgebraB(R) trägt) genügt es (mit
Bsp. 1.8) zu prüfen, dass

f−1(I) ∈A für alle Intervalle I = [a, b]
(oder auch für alle o�enen Intervalle, oder für alle Halbintervalle (−∞, b], b ∈ R, etc.) gilt.
2. (Topologischer Fall). Wenn f ∶ Ω → E, wobei E topologischer Raum mit Borel-σ-Algebra B(E), so
genügt für Messbarkeit

f−1(O) ∈A für jedes o�eneO ⊂ E.

Insbesondere: falls Ω selbst ein topolgischer Raum (versehen mit seiner Borel-σ-Algebra) ist, so sind sind
alle stetigen Abbildungen messbar.
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De�nition 1.42 (Produktraum, Produkt-σ-Algebra). I endl. oder abzählbar, (Si,Ai), i ∈ I messbare
Räume S = ⨉i∈I Si = �s = (si)i∈I ∶ si ∈ Si},

A⊗ ∶= σ���
i∈I Ai ∶ Ai ∈Ai��

(die von den ”verallgemeinertenQuadern“ erzeugte σ-Algebra) heißt die Produkt-σ-Algebra (derAi).

Mit den Koordinatenabbildungen (oder Projektionsabbildungen) π ∶ S → Si, πi�(sj)j∈I� = si ist
A⊗ = σ(πi, i ∈ I).
Lemma 1.43 (Messbarkeit im Produktfall). S wie in Def. 1.42, f ∶ Ω → S, f(ω) = �fi(ω)�i∈I ist
messbar g.d.w.

fi ∶ Ω→ Si messbar für jedes i ∈ I.
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Beobachtung 1.44. S = R∞, inf ∶ S → R mit inf �(xn)n∈N� = infn xn und sup ∶ S → R mit
sup �(xn)n∈N� = supn xn sind B(R∞)-B(R)-messbar.

Lemma 1.45. E topologischer Raummit Borel-σ-Algebra B(E),
f1, f2, ⋅ ⋅ ⋅ ∶ Ω→ E seien (A -B(E)-)messbar und

f(ω) ∶= lim
n→∞fn(ω) existiere für alle ω ∈ Ω

Dann ist f (A -B(E)-)messbar.


