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Lemma 7.14. Sind σ, τ Stoppzeiten, so sind auch σ ∧ τ , σ ∨ τ und σ + τ Stoppzeiten.
Bemerkung. σ − τ ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.
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Lemma 7.15. Sind σ, τ Stoppzeiten mit σ ≤ τ , dann giltFσ ⊂Fτ .

Beobachtung 7.16. Sei (Fn)n eine Filtration, T eine Stoppzeit mit T < ∞ f.s. und (Xn)n ein ad-
aptierter stochastischer Prozess mit Werten in (E,B). Dann istXT = XT (ω)(ω) eine FT -messbare
Zufallsvariable undX(T ) = (X(T )n )n∈N0 = (XT∧n)n∈N0 ein adaptierter stochastischer Prozess.

Bemerkung 7.17. (X(T )n )n ist auch adaptiert anF (T ) ∶= (FT∧n)n.
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Lemma 7.18. Sei T eine Stoppzeit. Ist (Xn)n ein (Sub- / Super-) Martingal, so auch (X(T )n )n.
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Korollar 7.19. SeiX ein Supermartingal und T eine Stoppzeit. Es gelte mindestens eine der folgenden
Bedingungen

i) T ist beschränkt.

ii) X ist beschränkt, d.h. supn∈N0
∣Xn∣ ≤ c f.s. für ein c ∈ R+, und T <∞ f.s.

iii) E[T ] <∞ und supn∈N ∣Xn −Xn−1∣ ≤ c f.s. für ein c ∈ R+.
Dann gilt E[XT ] ≤ E[X0]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichheit.)
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7.2 Martingalkonvergenzsatz

Sei (Xn)n ein adaptierter, reellwertiger Prozess und −∞ < a < b <∞.

SetzeC1 ∶= 1{X0<a}, für n > 1 rekursivCn ∶= 1{Cn−1=1, Xn−1≤b} + 1{Cn−1=0, Xn−1<a} und
U
(a,b)
n ∶= n∑

k=11{Ck=1, Ck+1=0}
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Lemma 7.20 (Doobs2 Aufkreuzungslemma). SeiX ein Supermartingal. Dann gilt für alle n ∈ N
E[U (a,b)n ] ≤ 1

b − aE[(Xn − a)−].

2Joseph L. Doob, 1910-2004
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Satz 7.21 (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (Xn)n ein Supermartingal
mit supnE[X−n] <∞, dann gibt es einX∞ ∈ L1(P)mitXn →X∞ f.s.
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