KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7... GRUNDLEGENDES S.

Lemma 7.14. Sind o, 7 Stoppzeiten, so sind anch o A \70 % \}&md o+ Voppzez’ten.

Bemerkung. o — 7 ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.
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Lemma 7.135. Sind o, T Stoppzeiten mit o < T, dann gilt F, c F.,.

Se. Ac Fe (de ¥n: AniGznt ¢ T l/gfév\z)C%@‘:\n]]
Sic w €N 0 AatTewn] fK(’/:n iG{:v\bmitév\} € 3

\__—-——-‘—V\’___’ /\
SRS 6:‘;\ 3

Beobachtung 7.16. Sei (.#,,),, eine Filtration, T eine Stoppzeit mit 7' < oo fis. und (X,,),, ein ad-
aptierter stochastischer Prozess mit Werten in (£, %). Dann ist X7 = Xp(,)(w) eine gaT—rnessbery

Zufallsvariablerund X (T) = XéT) neNn = (X7an )neN, €in adaptierter stochastischer Prozess.
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Lemma 7.18. Sez T' eine Stoppzeit. Ist (X ), ein (Sub- / Super-) Martingal, so auch (X ) )i
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Korollar 7.19. Sei X ein Supermartingal und I eine Stoppzeit. Es gelte mindestens eine der folgenden
Bedingungen

7) T ist beschrinkt. ,

i1) X ist beschrinkt, d.b. sup,n, | Xn| < ¢ fis. fiirein c € Ry, und T < oo fs. /
117) E[T'] < 00 und sup,,en | Xy — Xo1| < ¢ fis. fiirein c € R,
Dann gilt E| X7 | <E|[Xo]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichbeit.)
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Korollar 7.19. Sei X ein Supermartingal und I eine Stoppzeit. Es gelte mindestens eine der folgenden
Bedingungen

7) T ist beschrinket.

i1) X ist beschrinkt, d.b. sup,n, | Xn| < ¢ fis. fiirein c € Ry, und T < oo fs.
117) E[T'] < 00 und sup,,en | Xy — Xo1| < ¢ fis. fiirein c € R,
Dann gilt E| X7 | <E|[Xo]. (Im Falle eines Martingals gilt Gleichbeit.)

£5s %ﬁa(/ GL) estee ECT coe = T <o L5
dl X /;Z Y—T £.s

-\//\\/\ A b
T Aw
XT/\V\ = Xb+ %:AG(W'XWAX

= Xl 2 ]+ (a2 X+ T
b dowctirdes R, ofth X[+ ez”
Bl 1= 4 Bl T 2 B -

—

I\



Sen Xﬂj\v\ = (i Vo deiqud el Puda n .
Xh: %X’im &ON QUOMJ(’@&A\M\ d;u S@&u wedl Qw«aig th .

Foowss "= D= E[X.) = E[X,] = B[ Xq,, ]

2w Zobput R+3: |
o R Vot NT€Ctan | Spdy Re2 bet 3€Gewmu

fie Boiogn Rt Spide hebe — 1 € Gosis
A Skedbsp & Rov . F.45 Tl iy - -
(X=X € Av2+4+8 E(E:’;] <o
Ao

W)( K> LFk) = V (<w‘ﬁ)’m L‘/L(jfz, W%H,l“/‘fﬁ%Bf (Z,/<(?,(/<>/

k. = =0, 1, k-
- (A8, e g IO kD)
; V\:EP(Q>|’\\ < o 4L \E(Qlémi

/



KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7.2. MARTINGALKONVERGENZSATZ S.15

7.2 Martingalkonvergenzsatz O
Sei (X, ), ein adaptierter, reellwertiger Prozess und —oo < a < b < oo. (P\fe\/\g/l hel

Setze (1 = 1 x <q) flir n > L rekursivCy, = 1o -1 x, a0y + 1ic, -0, x,_,<a) Und

\[1: Ceo X
«

M

? 0 Daun g«(f
=4 = — —— U [mb)
> | V 9 /600 \/l/\> (b"ﬁ\um

. ’(XM'A.-
e A )

Ci=1, Cgy1=0}

Y

N
o = (=1 (ab) _ ¥
Ul .- S
;{




KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7.2. MARTINGALKONVERGENZSATZ S.16

Lemma 7.20 (Doobs* Autkreuzungslemma). Sez X ein Supermartingal. Dann gilt fiir allen € N

1

E[U;""] < 7—E[(X, ~a)].
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*Joseph L. Doob, 1910-2004
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Satz 7.2x (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (X, ), ezn Supermartingal
mitsup, E[ X, ] < oo, dann gibt es ein X o, € LY (P) mir X,, — Xoofs\/
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Satz 7.2x (Doobs (Super-) Martingalkonvergenzsatz). Ist (X, ), ezn Supermartingal
mitsup, E[ X, | < oo, dann gibt es ein X e\[}(IP’) mit X, = Xoo f-5.
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