KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE, 13. MESSBARE FUNKTIONEN, ZUFALLSVARIABLEN S.39

Beobachtung 1.44. S = R, inf : S — R mit inf ((%)neN) = inf,x, und sup : S - R mit
sup ( (@, )nen) = Sup,, z,, sind B(R™)-B(R)-messbar.
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Definition 1.46 (Elementare Funktionen). (€2, .27') messbarer Raum. f : {2 - R der Form f(w) =
Yiiala(w)mitn e N ay,...,a, €R, Ay, ... A, € o heildt eine elementare Funktion.

2 f=Ly - L
Lemma 1.47. ($2, &) messbarer Raum. MLOAL é ;@

1. Elementare Funktionen sind messbar. (M ﬁ (W) = ﬁ( WV O
2.0 = (- {(w\w\l ©)

2. Fir o -B(R)-messbares f : Q — [0, 00] gibt es eine Folge von elemenmren Funktionen f, mit
Jn 7o f.

3. Jedes o/ -B(R)-messbare f : QL — R kann punktweise durch elementare Funktionen approximiert

werden.
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S. 41
Lemma 1.48 (Faktorisierungslemma). (€2, .27), (€2, .97") messbare Réiume,
f:Q = (o-o'-)messbar. Dann ist g : ) — R o (f)-B(R)-messbar g.d.w.
es gibt ein /"-B(R) messbaresh : Q' = Rmit g =ho f. (}78
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Lemma 1.48 (Faktorisierungslemma). (€2, .27), (€2, .97") messbare Réiume,
[:Q = Q (- )messbar. Dann ist g : 2 —> R o(f)-B(R)-messbar g.d.w.

y es gibt ein f'-B(R) messbares h : Q' — Rmit g =ho fi
S e, 2dwadlel o Tl A>0.
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Definition 1.49 (Bildmaf). (€2, .27, 1) Mafraum, (€', .o7") messbarer Raum, f : {2 — {2’ messbar.
'3 Ao ()
ist ein Malauf (), o7"), es heiSt das BildmafS von prunter f und wird mit po f ! bezeichnet (manch-

mal schreibt man auch f(u)).
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1.3.1 Erinnerung: Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation

Definition 1.50. (§2,.%#,P) W’raum, (S, %) messbarer Raum. A € . heiflen Ereignisse, eine (.F -

a7 -)messbare Abbildung X : Q) — § heifdt eine Zufallsvariable (mit Werten in S), oft kiirzt man
Zufallsvariable als ZV ab, auch die Benennung Zufallsgrifse ist verbreitet.

Fir B € &7 schreibt man
{XeB):=XYB) (eF)
fiir das Ereignis ,,X nimmt einen Wert in B an®.

Das Bildmaf§ P o X~ heifit die Verteilung von X, man schreibt auch £ (X') und
X ~p,fallsPo X1 =y,

Beispiel r.s1. 1. 1t W’maf$ auf (5, 7)), soist X = Idg ZV auf (S, <7, 1) mit X ~ ,u t/@» 36{27

Insbesondere ist U := Id 7 eine uniform auf [0, 1] verteilte ZV
auf (2,7, P) = ([0,1], B([0,1]), Apo.1))-

/2\/@\0,
2. I Verteilungsfunktion auf R, so gibt es eine ZV X auf ([0, 1], B([0,1]),P), P = Afg.1; A %g>
mit P(X <z)=F(z),xeR. )
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Kapitel 2

Unabhingigkeit

Definition 2.1. (€2, % ,P) W’raum.

1. 6; ¢ #,1 € I (I beliebige Indexmenge) heiflen #nabhiingig, wenn fiir jedes endliche J c I, J # @

fiir beliebige A; € €, j € J gilt IP’( QAJ-) = [[P(4;).
j€ jedJ

2. Ereignisse A; € %, € I heiflen unabhingig, wenn dies fir €, := {@, A, AS, 2} gilt.
3. ZVn X, i € I heiflen unabhingig, wenn o(X;), ¢ € I unabhingig sind. ( 6[€A ?3>>
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Lemma 2.2. 6, c .#, i € I, 6; U {@} seien N-stabil. Dann gilt
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Bemerkung 2.3. 1. .# 3 A;, @ € [ sind w.a. gd.w.
IP’( M Aj) = [[P(4,) fiirjedesendliche J c I.
jedJ jeJ
2.6; ¢ F,i€lua., I =g I (wobei K eine beliebige Menge ist), so sind auch
6, = J%, keK unabhingig.
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Beispiel. 1) X, X», ..., X reellwertige ZVn sind u.a. g.d.w.

IP)( é{X]SZC]}) HP(X] ZC]) fir alle x = (xl,...,xd) ERCZ éw

Vo
At LR)
(d.h. g.d.w. ihre gemeinsame Verteilungsfunktion Produktgestalt hat). 2 (= so% 1% sl
] ,

2) X, 1 € I diskrete ZVn, d.h. X : €2 - .S; messbar (wobei S; endlich oder abzihlbar, mit o-Algebra
o = 2%).
(X, i € I') unabhingig g.d.w.
fiar J < 1, || < 00, 3; € S gilt P ({X; =2;}) = [TP(X; = ).
jed gedJ
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