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Beobachtung 1.44. S = R∞, inf ∶ S → R mit inf �(xn)n∈N� = infn xn und sup ∶ S → R mit
sup �(xn)n∈N� = supn xn sind B(R∞)-B(R)-messbar.

Lemma 1.45. E topologischer Raummit Borel-σ-Algebra B(E),
f1, f2, ⋅ ⋅ ⋅ ∶ Ω→ E seien (A -B(E)-)messbar und

f(ω) ∶= lim
n→∞fn(ω) existiere für alle ω ∈ Ω

Dann ist f (A -B(E)-)messbar.
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De�nition 1.46 (Elementare Funktionen). (Ω,A )messbarer Raum. f ∶ Ω → R der Form f(ω) =∑n
i=1 ai1Ai

(ω)mit n ∈ N, a1, . . . , an ∈ R,A1, . . . ,An ∈A heißt eine elementare Funktion.

Lemma 1.47. (Ω,A )messbarer Raum.

1. Elementare Funktionen sind messbar.

2. Für A -B(R)-messbares f ∶ Ω → [0,∞] gibt es eine Folge von elementaren Funktionen fn mit
fn ↗n→∞ f .

3. Jedes A -B(R)-messbare f ∶ Ω → R kann punktweise durch elementare Funktionen approximiert
werden.
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Lemma 1.48 (Faktorisierungslemma). (Ω,A ), (Ω′,A ′)messbare Räume,
f ∶ Ω→ Ω′ (A -A ′-)messbar. Dann ist g ∶ Ω→ R σ(f)-B(R)-messbar g.d.w.

es gibt einA ′-B(R)messbares h ∶ Ω′ → Rmit g = h ○ f.
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De�nition 1.49 (Bildmaß). (Ω,A , µ)Maßraum, (Ω′,A ′)messbarer Raum, f ∶ Ω→ Ω′messbar.

A ′ ∋ A′ ↦ µ�f−1(A′)�
ist einMaß auf (Ω′,A ′), es heißt dasBildmaß vonµunter f undwirdmitµ○f−1 bezeichnet (manch-
mal schreibt man auch f(µ)).
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1.3.1 Erinnerung: Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation
De�nition 1.50. (Ω,F ,P)W’raum, (S,A )messbarer Raum. A ∈ F heißen Ereignisse, eine (F -
A -)messbare Abbildung X ∶ Ω → S heißt eine Zufallsvariable (mit Werten in S), oft kürzt man
Zufallsvariable als ZV ab, auch die Benennung Zufallsgröße ist verbreitet.
FürB ∈A schreibt man {X ∈ B} ∶=X−1(B) (∈F )
für das Ereignis ”X nimmt einenWert inB an“.
Das Bildmaß P ○X−1 heißt dieVerteilung vonX , man schreibt auchL (X) und
X ∼ µ, falls P ○X−1 = µ.
Beispiel 1.51. 1. µW’maß auf (S,A ), so istX = IdS ZV auf (S,A , µ)mitX ∼ µ.
Insbesondere ist U ∶= Id[0,1] eine uniform auf [0, 1] verteilte ZV
auf (Ω,F ,P) = ([0, 1],B([0, 1]),λ[0,1]).
2. F Verteilungsfunktion aufR, so gibt es eine ZVX auf ([0, 1],B([0, 1]),P), P = λ[0,1],
mit P(X ≤ x) = F (x), x ∈ R.



Kapitel 2

Unabhängigkeit

De�nition 2.1. (Ω,F ,P)W’raum.

1. Ci ⊂F , i ∈ I (I beliebige Indexmenge) heißen unabhängig, wenn für jedes endliche J ⊂ I , J ≠ ∅
für beliebigeAj ∈ Cj, j ∈ J gilt P�⋂

j∈J Aj� =∏
j∈J P(Aj).

2. EreignisseAi ∈F , i ∈ I heißen unabhängig, wenn dies für Ci ∶= {∅,Ai,Ac
i,Ω} gilt.

3. ZVnXi, i ∈ I heißen unabhängig, wenn σ(Xi), i ∈ I unabhängig sind.
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Lemma 2.2. Ci ⊂F , i ∈ I , Ci ∪ {∅} seien ∩-stabil. Dann gilt

(Ci, i ∈ I) u.a. g.d.w. (σ(Ci), i ∈ I) u.a.
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Bemerkung 2.3. 1.F ∋ Ai, i ∈ I sind u.a. gd.w.
P�⋂

j∈J Aj� =∏
j∈J P(Aj) für jedes endliche J ⊂ I.

2. Ci ⊂F , i ∈ I u.a., I = ⊍k∈K Ik (wobeiK eine beliebige Menge ist), so sind auch

C̃k ∶= ⋃
i∈Ik

Ci, k ∈K unabhängig.
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Beispiel. 1)X1,X2, . . . ,Xd reellwertige ZVn sind u.a. g.d.w.

P� d⋂
j=1{Xj ≤ xj}� = d∏

j=1 P(Xj ≤ xj) für alle x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

(d.h. g.d.w. ihre gemeinsame Verteilungsfunktion Produktgestalt hat).

2)Xi, i ∈ I diskrete ZVn, d.h.Xi ∶ Ω → Si messbar (wobei Si endlich oder abzählbar, mit σ-Algebra
A = 2Si).(Xi, i ∈ I) unabhängig g.d.w.

für J ⊂ I, ∣J ∣ <∞, xj ∈ Sj gilt P�⋂
j∈J{Xj = xj}� =∏

j∈J P(Xj = xj).


