KAPITEL 2. UNABHANGIGKEIT, 2.. ASYMPTOTISCHE EREIGNISSE S.6

2.1 Asymptotische Ereignisse

In diesem Abschnitt geht es um Ereignisse, die gewissermaflen (wenn man bei der Nummerierung an

einen Zeitablauf denkt) ,unendlich spit“ entschieden werden.

Definition 2.4. Seien A;, Ay, ... Ereignisse,

limsup A, == () U 4

n—o00 n>1m>n

(,unendlich viele der A,, treten ein“),

liminf A, :== ) () 4m

=00 n>1m2n

(,von einem (mdglicherweise zufilligen) Index ab treten alle A,, ein®).

Beachte: Es ist ( lim inf An) = lim sup A;,, also mit Indikatorvariablen ausgedriickt

n—00 n—o0

limsup1a,(w) = Limsup, 4,(w), lminfly (w) = Limint, 4,(w).

n—00 n—>0o
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Lemma 2.5 (Lemma von Borel-Cantelli'). Sezen Ay, As, ... Ereignisse, A = imsup,,_, ., A,.

EY P(A4) <o —> P(A)=0

n=1

2. iP(An) = oo und die Ay, As, . .. seien unabbhingiy — P(A)=1
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Beispiel 2.6. Seien X1, Xy, ... wa, {0, 1}-wertigmitP(X; =1) =p; € (0,1), sogilt

{X;=1oc0-oft} fs. gdw. ) pi=o0
i=1
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Definition 2.7. (§2, /) messbarer Raum, &7, o, - -- ¢ o/ Teil-o-Algebren.
T = mnEl% mlt% = U(%)%+ladn+27”')

heifdt die (von der Folge @), %, . . . erzeugte) terminale o-Algebra.

Beispiel 2.8. X, reellwertige ZVn (auf (€2, &7, P)), o7, = 0(X,,). Dann sind
{hm sup X, < ¢}, {(X,) konverglert} {hm inf X, > lim supX },

{ Z | X < OO}, { ZXn konverg1ert} c 7.
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Definition 2.7. (§2, /) messbarer Raum, &7, o, - -- ¢ o/ Teil-o-Algebren.
T = mnEl% mlt% = U(%)%+ladn+27”')

heifdt die (von der Folge @), %, . . . erzeugte) terminale o-Algebra.

Beispiel 2.8. X, reellwertige ZVn (auf (€2, &7, P)), o7, = 0 (X, ) Dann sind - (
{hm sup X, < ¢}, {(X,) konverglert} {hm inf X, > lim supX 3, -0 *x"" th"/

{Z X < 00}, { ZXn konvergmrt} c 7. XMZ,W)
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Satz 2.9 (Kolmogorovs 0-1-Gesetz). (§2, o, P) Wraum, o\, b, -+ C o (unter P) unabbingige
Teil-o-Algebren. Dann gilt

P(A) €{0,1} firalle Ae 7.
(Man sagt: .7 ist trivial®).
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2.1. ASYMPTOTISCHE EREIGNISSE

Beispiel. Seien X, Xo, . ..

u.a. reelle ZVn, dann ist IP’( > Xn konvergiert) €{0,1}.



Kapitel 3

Integral und Erwartungswert

Sei (S, o7, 1) Mafraum.
Notation. Fiir f,g: S — R messbar, A € B(R), z € R schreiben wir

{feAt=f"(A), {f=2}:=f"({z})

{f=9t={zeS: f(x)=g(x)} = (f-9)"({0}),
{f2g9}={zeS: f(x)2g(x)} = (f-9)7"([0,00]),  etc.
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Definition und Beobachtung 3.1 (Elementares Integral). Fiir

f € &' := {nicht-negative elementare Funktionen |

mit Darstellung f = >>/"; a;14. (a; e Ry, A; € &) ist

I(f):= iaiu(&)@ EfZS) 2u({f = 2})
(mit Konvention 0 - 00 = 0) wohldefiniert Z&%v@%(\ -. S
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Definition 3.2. Fiir f : S — R, heif3t

ffdu::sup{l(h):heé’*,hsf}
das Integral' von f beziiglich p.

(Manchmal schreibt man auch u(f) := [ fdp oderauch [ f(x) u(dx), wenn die ,Integrationsva-
riable” betont werden soll.)

'Priziser: das Lebesgue-Integral, nach Henri Lebesgue (1875-1941)



