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7.4 L2-Martingale

Bemerkung 7.32. Sei (Xn)n ein Martingal und ϕ∶R → R konvex, sodass E[ϕ(Xn)] für alle n exi-
stiert. Dann ist (ϕ(Xn))n ein Submartingal, denn

E[ϕ(Xn+1) ∣ Fn] ≥ ϕ (E[Xn+1 ∣ Fn]) = ϕ(Xn).
Die Aussage gilt ebenso, wenn (Xn)n ein Submartingal und ϕ konvex und nicht fallend ist.

Bericht 7.33. Eine Funktion f ∶R→ R heißt harmonisch, wenn sie die Mittelwerteigenschaft besitzt:

f(x) = 1

2a �
x+a

x−a f(y)dy ∀x ∈ R, a > 0
(man fordert auch, dass f lokal beschränkt und messbar ist, so dass die Integrale stets existieren).
f ∶R → R heißt subharmonisch, wenn f(x) ≤ 1

2a ∫ x+a
x−a f(y)dy und superharmonisch, wenn f(x) ≥

1
2a ∫ x+a

x−a f(y)dy für alle x ∈ R, a > 0.
Man kann zeigen: Auf R sind genau die konvexen Funktionen subharmonisch, zusammen mit Be-
merkung 7.32 motiviert dies den Namen Submartingal (und entsprechend auch den Namen Super-
martingal).
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Beobachtung 7.34. Sei (Xn)n ein quadratintegrables Martingal, d.h. Xn ∈ L2(P) für alle n ∈ N.
Dann gilt E[(Xk −Xl)(Xl −Xm)] = 0 für alle 0 ≤m ≤ l ≤ k.

Erinnerung (vgl. Beob. 3.27). ∥X∥2 ∶= √E[X2] ist eine Norm und ⟨X,Y ⟩ ∶= E[XY ] ist ein Ska-
larprodukt, L2(P) ist ein Hilbertraum (wenn man P-f.s.-Gleichheit ”herausfaktorisiert“).
Man spricht Beob. 7.34 auch aus als: ”Martingalinkremente über disjunkte Zeitintervalle sind ortho-
gonal.“
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Lemma und De�nition 7.35. Sei (Xn)n ein quadratintegrables Martingal.

An ∶= n�
k=1E[(Xk −Xk−1)2 ∣ Fk−1]

ist der eindeutig bestimmte previsible Prozess mitA0 ∶= 0, sodass (X2
n −An)n ein Martingal ist. Man

schreibt auch (⟨X⟩n)n = (An)n. ⟨X⟩ heißt quadratische Variation von X . (In der Literatur werden
auch folgende Namen verwendet: Wachsender Prozess, previsible quadratische Variation, Spitzklam-
merprozess von X.)

Insbesondere: E[X2
n] = E[X2

0] +E[⟨X⟩n] = E[X2
0] + n�

k=1E[(Xk −Xk−1)2] und
sup
n

E[X2
n] <∞ ⇐⇒ sup

n
E[⟨X⟩n] <∞.
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Satz 7.36. Sei (Mn)n ein L2-Martingal. Dann gilt:

i) {⟨M⟩∞ <∞} f.s.⊂ � lim
n→∞Mn existiert� .

ii) Wenn ∣Mn −Mn−1∣ ≤ c für alle n für ein c <∞, so gilt auch

� lim
n→∞Mn existiert� f.s.⊂ {⟨M⟩∞ <∞} .

iii) �⟨M⟩∞ =∞� f.s.⊂ � Mn⟨M⟩n ��→n→∞ 0�.

Bemerkung 7.37. iii) impliziert das Starke Gesetz der großen Zahlen fürMn = Y1 + . . . + Yn mit Yi

unabhängig und identisch verteilt mit E[Y1] = 0 undVar[Y1] <∞.
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Lemma 7.38 (Kroneckers Lemma). Sei (xn)n ⊂ R mit sk = ∑k
n=1 xn → s∞ ∈ R. Ist 0 ≤ bn ↗ ∞,

dann gilt 1
bn
∑n

k=1 bkxk ��→n→∞ 0.









KAPITEL 7. MARTINGALE (INDISKRETER ZEIT), 7.4. L2-MARTINGALE S. 31

Im Folgenden sei (Xn)n ein stochastischer Prozess mit Werten inR und

X∗
n ∶= max

0≤k≤nXk, ∣X ∣∗n ∶= max
0≤k≤n ∣Xk∣.

Lemma 7.39. Sei (Xn)n ein Submartingal und λ ≥ 0. Dann gilt

λP(X∗
n ≥ λ) ≤ E�Xn1{X∗

n≥λ}� ≤ E�∣Xn∣1{X∗
n≥λ}� (≤ E[∣Xn∣]).
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Satz 7.40 (Doobs Lp-Ungleichungen). Sei (Xn)n ein Martingal oder ein nichtnegatives Submartin-
gal.

i) Für p ≥ 1 und λ > 0 gilt λpP(∣X ∣∗n ≥ λ) ≤ E[∣Xn∣p].
ii) Für p > 1 gilt E[∣Xn∣p] ≤ E[(∣X ∣∗n)p] ≤ � p

p−1�pE[∣Xn∣p].
Bemerkung. Für einL2-Martingal gestattet dies,E[(∣X ∣∗n)2] durchE[⟨X⟩n] zu kontrollieren, denn
E[X2

n] = E[X2
0] +E[⟨X⟩n].


