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4.1 Fluktuationen von Summen unabhängiger Zufallsvariablen

Satz 4.8 (Kolmogorov-Ungleichungen). X1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L2(P) unabhängig, E[Xn] = 0, Sn = X1 +⋯ +Xn. Es gilt für x > 0
P�max{Sk ∶ 1 ≤ k ≤ n} ≥ x� ≤ Var[Sn]

x2 +Var[Sn] (4.2)

P�max{∣Sk∣ ∶ 1 ≤ k ≤ n} ≥ x� ≤ Var[Sn]
x2

(4.3)
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Korollar 4.9. X1,X2, . . . u.a. mit E[Xn] = 0, c ∶= supnVar[Xn] < ∞, Sn = X1 +⋯ +Xn, dann
gilt für ε > 0

lim sup
n→∞

∣Sn∣√
n(logn)1/2+ε = 0 f.s.
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Satz 4.10. 1)X1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L2(P) u.a, E[Xn] = 0,∑∞n=1Var[Xn] <∞, dann konvergiert
∞�
n=1Xn f.s.

2)X1,X2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ L2(P) u.a, es gelte für ein a > 0mit Yn ∶=Xn1{∣Xn∣≤a}
i)
∞�
n=1P�∣Xn∣ > a� <∞

ii)
∞�
n=1E[Yn] <∞

iii)
∞�
n=1Var[Yn] <∞

Dann konvergiert
∞�
n=1Xn f.s.
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Beispiel. Z1, Z2, . . . u.i.v. ∼ N0,1, t ∈ R,Xn ∶= Zn
1
n sin(nπt).∑∞n=1Xn konvergiert fast sicher.



Kapitel 5

Produktmaße und Übergangskerne

Lemma 5.1. Seien (S1,A1) und (S2,A2)messbare Räume,
f ∶ S1 × S2 → R (A1 ⊗A2)-(B(R)-)messbar, A ∈A1 ⊗A2.

Für x̃1 ∈ S1, x̃2 ∈ S2 gilt
Ax̃1 ∶= �x2 ∈ S2 ∶ (x̃1, x2) ∈ A� ∈A2

Ax̃2 ∶= �x1 ∈ S1 ∶ (x1, x̃2) ∈ A� ∈A1

fx̃1 ∶ S2 → R, x2 ↦ fx̃1(x2) = f(x̃1, x2) istA2-B(R)-messbar
fx̃2 ∶ S1 → R, x1 ↦ fx̃2(x1) = f(x1, x̃2) istA1-B(R)-messbar

Sei f ≥ 0, µi σ-endliches Maß auf (Si,Ai) (für i = 1, 2).
I1 ∶ x2 ↦ �

S1
f(x1, x2)µ1(dx1) istA2-B(R)-messbar

I2 ∶ x1 ↦ �
S2
f(x1, x2)µ2(dx2) istA1-B(R)-messbar

(5.1)
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