KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7.4. L2MARTINGALE S. 31

Im Folgenden sei (X)), ein stochastischer Prozess mit Werten in R und

X7 =max Xy, |X| = max|Xg|

" 0<k<n 0<k<n

Lemma 7.39. Sei (X)), ein Submartingal und X\ > 0. Dann gilt
AP(X; 2 A) SE[ X1 x| E[[Xa[1ixen ] (SE[XA]]).

See T Sl e Mot K 50 A n ) sk Sdggeeds
e ASE begelunan ek

\
E[; X"B = E[ Xm} = = +

E{X’Tﬂizyfég\}xj# E{X—rﬂgx‘w;\@}
- o
S PO o) ~ R Lgyr g



KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7.4. L2-MARTINGALE S.32

Satz 7.40 (Doobs LP-Ungleichungen). Sei (X, ), ein Martingal oder ein nichtnegatives Submartin-
gal.

i) Fiirp > Lund X\ > 0 gilt WP(| X > \) <E[|X,P].
i) Firp > 1 git E[1X,") < BHIXT)7) < (52r) EOXoP)

Bemerkung. Fiir ein £2-Martingal gestattet dies, E[ (|.X|))?] durch E[(X),,] zu kontrollieren, denn
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Korollar 7.41 (eine Form der Kolmogorov-Ungleichung, vgl. Satz 4.8). X, Xo,--- € L2(P) un-
abbingig, E[ X, ] =0,5, = X1+ -+ X,, (S := 0). Es gilt fiir x > 0
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7.5 Zum Satz von Radon-Nikodym

Sei (9, o7) ein messbarer Raum, p, v Maf3e auf (S, &7). v ist absolut stetig beztiglich p, geschrieben
v << 1, wenn fur jedes A € &7 gilt

u(A)=0 = v(A)=0.

Wenn v eine Dichte beziiglich y besitzt (v = hu, also v(A) = [ 1 hdyp miteinem h : S - R,
messbar, vgl. Def. 3.16), so gilt oftenbar v << L. /

Satz 7.42 (Eine Form des Satzes von Radon-Nikodym3). Sez (S, o) separabler messbarer Raum (d.b.
o =0(Ay, Ay, ... ) ist abziblbar erzeugt), u, v endliche MafSe auf (S, o/ ) mit v << p. Dann gibt es
einh >0, he L) mitv = hp.

3Johann Radon, 1887-1956; Otton Nikodym, 1887-1974
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KAPITEL 7. MARTINGALE (IN DISKRETER ZEIT), 7.5. ZUM SATZ VON R ADON-NIKODYM S.35
Bericht7.43. 1. Man nenntdie Dichte hvon v = hyp beziiglich p1 auch die Radon-Nikodym-Ableitung
(von v beziiglich pt) und notiert dies auch als g—; = h.

2. Satz 7.42 gilt genauso, wenn o und v o-endlich sind (zerlege S' = Iy, Sk, so dass 14(Sk), v(Sk) < oo,

1%
. . . k
dann gibt es jeweils dlsku)'

Auch auf die Forderung, dass 27 einen abzihlbaren Erzeuger besitzt, kann man verzichten, siehe z.B.
[Wi, Ch. 14.13].
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